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Vorwort  zur  ersten  Auflage. 


Das  für  die  synthetisclie  Geometrie  balinbrecheiide  Werk  Jacob 
Steiner' s:  „Systematische  EnttvicTiehmg  der  Ahliängigkeit  geometrischer  Ge- 
stalten von  emander"  Berlin  1832,  enthält  in  seiner  Vorrede  einen  voll- 
ständigen Plan,  nach  welchem  der  berühmte  Verfasser  die  Resultate 
seiner  Forschungen  in  fünf  einander  folgenden  Theilen  niederzulegen 
gedachte.  Von  diesen  ist  nur  der  erste,  allerdings  wichtigste  Theil 
erschienen,  welcher  die  Principien  enthält,  auf  denen  die  synthetisclie 
Geometrie  in  ihrem  heutigen  Standpunkte  beruht.  Indessen  wurde 
Vieles  von  dem  Inhalte  des  fünften  Theiles,  welcher  eine  „ausführliche 
und  umfassende  Behandlung  der  Curven  und  Flächen  ztveiten  Grades 
durch  Construetion  und  gestützt  auf  projectimsche  Eigenschaften"  enthalten 
sollte,  in  den  Vorlesungen,  welche  Steiner  während  einer  Reihe  von 
Jahren  an  der  Berliner  Universität  gehalten  hat,  vorgetragen;  Einiges 
ist  in  Crelle's  Journal  für  reine  und  angeivandte  MathematiJc,  sowie 
schon  früher  in  den  Annales  de  mathcmatiques  par  M.  Gergonne  ver- 
öffentlicht worden.  Jene  geistreichen  und  zur  eigenen  Forschung  an- 
regenden mündlichen  Vorträge,  denen  sich  der  grosse  Geometer  mit 
besonderer  Liebe  unterzog,  kamen  indess  nur  wenigen  Jüngern  der 
Wissenschaft  zu  Gute,  und  die  in  diesen  Vorlesungen  auseinander- 
gesetzten, hinsichtlich  ihrer  Anschaulichkeit  und  Fruchtbarkeit  unüber- 
troffenen synthetischen  Methoden  und  Betrachtungen  scheinen  nach- 
gerade der  Gefahr  nahe,  vergessen  oder  von  der  immer  weiter  sich 
ausbreitenden  allmächtigen  analytischen  Methode  in  den  Hintergrund 
gedrängt  zu  werden;  es  erscheint  daher  als  eine  Pflicht  deutscher 
Wissenschaft,  dies  zu  verhüten  und  die  Wege,  welche  der  schöpferische 
Geist  des  grössten  Geometers  seiner  Zeit  den  unmittelbaren  Schülern 
zeigte,  der  Nachwelt  zu  erhalten,  um  dadurch  den  zahlreichen  Ent- 
deckungen auf  die  Spur  zu  kommen,  welche  noch  heute  Räthsel  sind 
für  die  wissenschaftliche  Welt.  Hierzu  gesellt  sich  für  den  Heraus- 
geber noch  die  besondere  Pflicht  dankbarer  Pietät  gegen  seinen  hoch- 
verehrten Lehrer.  Im  Wintersemester  1852/53  hatte  ich  das  Glück, 
eine  von  Steiner  unter  dem  Titel:  „Ueber  die  neueren  Methoden  der  syn- 
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thetischen  Geometrie"  angekündigte  üniversitätsvorlesung  zu  hören  und 
zugleich  durch  persönlichen  Verkehr  mit'  dem  grossen  Meister  in  den 
Ideengang  seiner  Schöpfungen  eingeführt  zu  werden.  Die  damalige, 
wenn  auch  mangelhafte,  doch  sorgfältig  ausgearbeitete  Nachschrift 
liegt  der  heutigen  Bearbeitung  zu  Grunde.  Durch  die  Güte  des  Herrn 
Dr.  C.  F.  Geiser,  Docenten  am  Eidgenössischen  Polytechnikum  zu 
Zürich,  welcher  als  Neffe  des  verstorbenen  Steiner  testamentarisch  mit 
der  Veröffentlichung  seines  wissenschaftlichen  Nachlasses  beauftragt 
ist,  wurde  mir  die  Bearbeitung  dieses  Abschnittes  bereitwilligst  über- 
lassen und  der  Theil  der  hinterlassenen  Manuscripte  Steiner' s,  welcher 
sich  auf  „die  geometrischen  Gestalten"  bezieht,  zur  Verfügung  gestellt; 
aus  diesem  reichen  Schatze  habe  ich  Alles,  was  in  den  vorgeschriebenen 
Gang  der  Darstellung  gehörte,  mit  Gewissenhaftigkeit  aufgenommen 
und  aus  unvollendeten  Aufzeichnungen  zu  ergänzen  oder  herzustellen 
versucht.  Dass  es  schon  früh  in  Steiner's  Absicht  gelegen  hat,  diesen 
auf  die  Kegelschnitte  bezüglichen  fünften  Abschnitt  seines  grossen 
Werkes  vollständiger,  als  es  im  ersten  Theil  geschehen  konnte,  und 
abweichend  von  der  dortigen  Behandlung  allein  von  den  Grund- 
principien  aus  darzustellen,  zeigt  die  vollständig  erhaltene  Einleitung 
zu  einer  nicht  vollendeten  Abhandlung;  die  erstere  ist  in  einem  Con- 
volut  von  Papieren  unter  der  Aufschrift  „Äitfklärungs-BroscJiüre  1833/34" 
enthalten  und  lautet  folgendermassen: 

„Ueber  einige  merkwürdige  Lehren  der  neueren  synthetischen  Geo- 
metrie. In  dieser  Abhandlung  werde  ich  zunächst  die  Betrachtungen 
über  projectivische  Gerade  und  Strahlbüschel,  welche  im  ersten 
Theile  der  von  mir  verfassten  Schrift:  „Systematische  Eutwickelung 
der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einander",  enthalten 
sind,  kurz  wiederholen  und  sodann  die  naturgemässe  Erzeugung 
der  Kegelschnitte  aus  jenen  Gebilden  ableiten,  sowie  ferner  den 
Ursprung  verschiedener  merkwürdiger  Eigenschaften,  wie  z.  B.  der 
sogenannten  Involution  und  der  theorie  des  polaires  reciproques 
etc.  aus  denselben  nachweisen. 

In  der  genannten  Schrift  wurden  der  alt-hergebrachten  Weise 
zu  Liebe  die  Kegelschnitte  aus  dem  Kegel,  der  einen  Kreis  zur 
Basis  hat,  hergeleitet.  Obwohl  ich  die  Unzweckmässigkeit  dieses 
Verfahrens  schon  damals  deutlich  fühlte,  so  glaubte  ich  doch,  um 
nicht  zu  sehr  von  dem  gewöhnlichen  Gange  abzuweichen,  dem- 
selben folgen  zu  müssen.  Allein  der  Umstand,  dass  man  ge- 
zwungen ist,  die  Umkehrung  eines  Satzes  zu  behaupten  (§.  38,  II), 
der  sich  durch  die  Elementargeometrie  nicht  befriedigend  beweisen 
lässt  —  nämlich  des  Satzes,  dass  jeder  Kegel  zweiten  Grades  von 
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einer  Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten  werden  kann  —  zeigte 
die  Nothwendigkeit,  jene  Darstellungsweise  zu  verlassen  und  eine 
dem  Gegenstande  angemessenere  aufzufinden.  Die  hier  folgende 
genügt  dieser  Forderung  im  höchsten  Grade,  indem  sie  die  Er- 
zeugung der  Kegelschnitte  durch  projectivische  Gerade  und  Strahl- 
büschel als  eine  unmittelbare,  systematisch  noth wendige  offenbart 
und  dieselbe  rein  synthetisch  auf  die  möglichst  einfache  Weise 
bewerkstelligt.  Ebenso  wird  das  wahre  Wesen  der  Involution  und 
der  theorie  des  polaires  reciproques  durch  besondere  Eigenschaften 
der  genannten  projectivischen  Gebilde  geoffenbart,  indem  ihre 
nothwendige  Entstehung  auf  überraschende  Weise  aus  diesen 
Eigenschaften  sich  nachweisen  lässt  und  zugleich  ihr  inniger  Zu- 
sammenhang sich  kund  giebt,  was  übrigens  in  der  mehrerwähnten 
Schrift  bereits  angedeutet  worden  (§.  45).  Die  Schwierigkeit,  die 
hierbei  in  Rücksicht  auf  die  Kegelschnitte  zu  überwinden  war,  be- 
stand darin,  zu  beweisen,  dass  das  durch  zwei  schiefliegende  pro- 
jectivische Gerade  hervorgebrachte  Erzeugniss  identisch  sei  mit  dem  Er- 
zeugniss  zweier  iwojectivischen  Strahlhüschel ,  die  sich  in  schiefer  Lage 
hefmden.  Diese  Schwierigkeit  ist  jetzt  nicht  nur  sehr  leicht,  son- 
dern ich  möchte  sagen,  sie  ist  auf  die  einfachste  Weise  gehoben, 
nämlich  durch  consequentes  Festhalten  der  geringsten  Anzahl  von 
Elementen,  durch  welche  die  Projectivität  jener  Gebilde  bestimmt 
wird,  und  zwar  durch  diejenigen  Elemente,  welche  sich  sowohl  in 
Hinsicht  der  Gebilde.,  als  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  am  be- 
merkbarsten machen.  Dadurch  können  nun  zugleich  alle  übrigen 
Lehren,  welche  den  Gegenstand  des  ersten  Theiles  der  genannten 
Schrift  bilden,  zweckmässiger  entwickelt  werden,  weil  nunmehr 
die  Betrachtungen  in  der  Ebene  sich  bis  zu  ihrer  Vollendung  aus- 
führen lassen,  ohne  dass  es  nöthig  wird,  den  Büschel  im  Räume, 
der  ihr  entgegensteht,  zu  Hülfe  zu  nehmen.  Die  Eigenschaften 
des  letzteren  lassen  sich  dann  umgekehrt  leicht  aus  jenen  der 
Ebene  ableiten,  was  der  natürlichere  Gang  ist.  Der  Kegel  zweiten 
Grades  erhält  dabei  eine  allgemeinere  Erklärung,  die  nicht  mehr 
an  seine  besondere  Eigenschaft,  an  seine  Kreisschnitte,  geknüpft 
ist;  und  nicht  allein  die  verschiedenen  Eigenschaften  aller  seiner 
ebenen  Schnitte,  sondern  auch  die  Eigenschaften,  welche  ihm  im 
Ganzen  zukommen,  seine  zwei  Erzeugungsarten  durch  projectivische 
Gebilde  sind  dann  mit  seiner  Entstehung  zugleich  bekannt.  Auch 
führt  die  gegenwärtige  Erzeugungsweise  der  Kegelschnitte  schneller 
und  directer  als  jene  frühere  Betrachtungsweise  in  ihre  innere 
Natur  hinein  und  schliesst  uns  am  unmittelbarsten  den  organischen 
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Zusammenhang  ihrer  zahlreichen  Eigenschaften  und  Geheimnisse 
auf.  Ich  bemerke  hier  noch,  dass  die  Betrachtung  projectivischer 
Geraden  und  Strahlbüschel  sich  so  vereinfachen  lässt,  dass  sie  ohne 
Hülfe  trigonometrischer  Ausdrücke  durchgeführt  werden  kann,  wo- 
durch sie  geeignet  wird,  der  Elementargeometrie  einverleibt  zu 
werden  und  darin  manche  zweckmässige  Verbesserung  zu  bewirken, 
indem  zu  ihrem  trocknen  Inhalt  die  belebenden  Porismen j  die 
Theorie  der  Transversalen  und  besonders  die  vollständige  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  hinzutritt,  dergestalt,  dass  alle  diese  Gegen- 
stände sich  ebenso  leicht  und  einfach  behandeln  lassen,  als  nach 
der  bisherigen  Methode  der  Kreis.  Dass  in  meiner  mehrerwähnten 
Schrift  trigonometrische  Ausdrücke  eingeführt  worden,  ist  kein 
Irrthum  oder  Maugel  in  der  Darstellung,  wie  man  beim  ersten 
Anblick  leicht  wähnen  möchte,  sondern  die  Entwickelungen  der 
folgenden  Tlieile  bedürfen  derselben,  um  zu  der  allseitig  vollendeten 
,  Ausbildung  zu  gelangen,  der  sie  fähig  sind." 
„Den  24.  Mai  1836." 

Diese  vor  dreissig  Jahren  geschriebene  Einleitung  habe  ich  ge- 
glaubt der  gegenwärtigen  Bearbeitung  ungekürzt  vorausschicken  zu 
dürfen,  weil  ich  bemüht  gewesen  bin, 'in  dem  hier  ausgesprochenen 
Sinne  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  darzustellen.  Von  der  ver- 
sprochenen Abhandlung  selbst  finden  sich  unter  den  Papieren  nur 
Bruchstücke,  welche  vorzugsweise  die  Theorie  der  Involution  (das 
Punkt-  und  Strahlsystem)  behandeln,  ferner  den  erwähnten  Beweis 
von  der  Identität  der  beiden  Erzeugnisse  projectivischer  Geraden  und 
projectivischer  Strahlbüschel  und  einige  Notizen  über  Involutions-Netze 
enthalten.  Unter  den  übrigen,  mir  zur  Einsicht  gestatteten  Manu- 
scripten,  welche  aus  den  verschiedensten  Zeitepochen  herrühren,  fanden 
sich  zur  Verwerthung  für  den  vorliegenden  Zweck  Untersuchungen 
über  Kegelschnitt -Büschel  und  '-Schaaren,  insbesondere  über  „conju- 
girte  Kegelschnittbüschel"  und  „harmonisch-zugeordnete  Kegelschnitte", 
manche  schwer  zu  enträthselnde  kurze  Aufzeichnungen  und  viele  Be- 
merkungen, die  vermuthlich  den  Vorlesungen  ihren  Ursprung  ver- 
danken. Alles,  was  über  die  Ebene  hinausging  und  sich  grosstentheils 
auf  Oberflächen  zweiter  Ordnung  bezog,  musste  für  jetzt  unberück- 
sichtigt bleiben.  Der  Anfang  einer  beabsichtigten  Darstellung  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten,  wie  sie  Steiner  in  seinen  Vorlesungen 
vorzutragen  pflegte,  findet  sich  noch  an  einer  späteren  Stelle,  welche 
mit  den  charakteristischen  Worten  beginnt: 

„Juni  1849.     Der  veränderte  Gang,  der  nach  §.  18  (Syst.  Entw.  d. 
A.  g.  G.)  eintritt,   ist  seit  Jahren  in   den  Vorlesungen   verbessert 
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und  einige  Mal  sogar  mit  Begeisterung  vorgetragen  worden,  musste 

aber  jedesmal  mit  saurer  Mühe  wieder  erst  neu  hergestellt  werden, 

was   in   der  neuesten  Zeit  bei  Abnahme  an  Eifer  und  Gedächtniss 

stets  schwieriger  wurde.     Es  wird  nun  kaum  möglich  sein,  die  in 

einzelnen    Perioden    in    günstigen    Licht  -  Momenten    vorgetragenen 

Sätze. und  Beweise  wieder  hervorzurufen,  um  den  besten  Gang  der 

Betrachtung  endlich  festzustellen  .  .  ." 

Hierauf  folgen   verschiedene   Aufzeichnungen    aus    den  Vorträgen 

im  Somniersemester  1849,  die  aber  zum  grössten  Theil  Wiederholungen 

sind  und  nur  bis  zu  dem  erwähnten  Identitätsbeweise  reichen. 

Hinsichtlich  der  Vertheilung  und  Behandlung  des  Stoffes  habe 
ich  mir  nur  wenig  Abweichungen  von  der  zu  Grunde  liegenden  Aus- 
arbeitung der  Steiner' sehen  Vorlesung  erlaubt ,  während  die  Menge 
desselben  erheblich  vergrösscrt  ist;  auch  die  Steiner' sehe  Terminologie 
habe  ich  bis  auf  wenige  Ausnahmen  festgehalten;  der  Gebrauch  der 
Bezeichnung  „Punktreihe"  anstatt  „Gerade"  (als  continuirliche  Auf- 
einanderfolge sämmtlicher  Punkte  einer  unendlich-langen  geraden  Linie) 
ist  schon  so  üblich  geworden,  dass  er  keiner  Entschuldigung  bedarf. 
Der  erste  Abschnitt  (projectivische  Beziehung  gerader  Punktreihen  und 
ebener  Strahlbüschel  auf  einander)  enthält  eine  kurze  Wiederholung 
der  ersten  in  der  syst.  Entw.  niedergelegten  Principien;  hier  wie  in 
der  Folge  habe  ich  die  von  Mocbius  in  die  Geometrie  eingeführte 
Auffassung  entgegengesetzter  Grössen  (Strecken  und  Winkel)  durch 
Berücksichtigung  des  Richtungs-  und  Drehuugs  -  Sinnes  festgehalten, 
wonach  z,  B.,  wenn  a  und  b  zwei  Punkte  bezeichnen,  „ab"  nicht 
blos  den  absoluten  Abstand  beider  Punkte,  sondern  die  in  dem  Sinne 
von  a  nach  b  durchlaufene  Strecke  bedeutet,  so  dass  also  ob  -{-  ^^  =  ^ 
ist.  Die  ebenfalls  von  Moebius  herrührenden  Beziehungen  zwischen 
den  24  möglichen  Werthen  eines  Doppelverhältnisses  habe  ich  auf- 
genommen. Sodann  ist  die  Bestimmung  der  doppelten  Systeme  ent- 
sprechender gleicher  Strecken  und  W'inkel  bei  zAvei  projecti vischen 
Punktreihen  und  Strahlbüscheln  und  eine  ausführliche  Behandlung  der 
Involution  (des  Punkt-  und  Strahlsystems)  hinzugekommen.  Der  siveitc 
Ahsclmitt  (der  Kegelschnitt  als  Erzeugniss  projectivischer  Gebilde)  de- 
tinirt  den  Kegelschnitt  auf  doppelte  Art  und  weist  die  Identität  beider 
Erzeugnisse  nach.  Der  Pasca^'sche  (und  Brianchon'sehe)  Satz  erscheint 
nur  als  ein  etwas  veränderter  Ausdruck  der  Projectivität  zweier  gleich- 
artiger Gebilde.  Die  Eintheilung  der  Kegelschnitte  geschieht  durch 
Berücksichtigung  der  unendlich  -  entfernten  Punkte.  Zu  den  Kriterien 
für  die  Erzeugung  der  verschiedenen  Kegelschnitte  durch  zwei  pro- 
jectivische Punktreihen  ist  das   für  die  'gleichseitige  Hyperbel  hinzu- 
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gekommen,  welches  ich  nirgends  gefunden  habe.  Die  Steifier' sehe  Er- 
weiterung des  berühmten  hexagrammum  mysticimi  schien  mir,  obwohl 
sie  etwas  von  dem  Gange  der  Untersuchung  abführt,  doch  mitzutheilen 
erlaubt,  zumal  ich  das  hier  zusammengestellte  Tableau  der  60  Sechs- 
ecke, aus  deren  Gruppirung  die  Lage  der  Pasm^schen  Linien,  Steiner'- 
schen  Punkte  und  Geraden  in  der  von  Hesse  angegebenen  Weise  am 
anschaulichsten  hervortritt,  anderswo  vermisst  habe.  Das  naturgemässe 
Auftreten  des  Punkt-  und  Strahlsystems  beim  Kegelschnitt  führt  zu 
den  Polareigenschaften  desselben,  welche  möglichst  vollständig  aus- 
einandergesetzt sind.  Als  besondere  Fälle  dieser  allgemeinen  Be- 
ziehungen ergeben  sich  dann  die  Eigenschaften  der  conjugirten  Durch- 
messer, der  Axen  des  Kegelschnitts  und  der  Brennpunkte.  Die  me- 
trischen Beziehungen  treten  dabei  ungezwungen  und  fast  ohne  Rech- 
nung hervor.  Auf  die  Focaleigenschaften  wird  dann  noch  weiter  ein- 
gegangen, um  die  Brücke  vollständig  herzustellen,  welche  die  hier 
durchgeführte  Auffassung  der  Kegelschnitte,  mit  der  mehr  elemen- 
taren Behandlung  derselben  verbindet,  bei  der  die  metrischen  Eigen- 
schaften der  Brennpunkte  den  Ausgangspunkt  bilden.  Der  Schluss 
dieses  Abschnitts  über  den  Krümmungshalbmesser  der  Kegelschnitte 
ist  mehr  als  ein  Anhang  zu  betrachten,  bestimmt,  die  Nützlichkeit 
des  Princips  der  projectivischen  Beziehung  an  einem  besonderen  Bei- 
spiel vor  Augen  zu  führen. 

Der  dritte  Abschnitt  ist  dem  Kegelschnittbüschel  und  der  Kegel- 
schnittschaar  gewidmet.  Von  den  drei  mitgetheilten  Entstehungs- 
arten dieser  Gebilde  ist  die  erste  (Steiner' sehe)  die  anschaulichste,  er-, 
fordert  aber  die  Realität  der  vier  Grundpunkte  des  Büschels;  bei  der 
zweiten  können  auch  zwei  von  diesen  Punkten  imaginär  sein;  die  dritte 
ist  die  allgemeinste  und  liefert  auch  das  Kegelschnittbüschel  mit  vier 
imaginären  Grundpunkten  durch  reelle  Construction.  Die  charakte- 
ristische Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels,  jede  Gerade  in  den 
Punktpaaren  eines  Punktsystems  zu  treffen,  tritt  bei  allen  drei 
Entstellungsarten  unmittelbar  hervor.  Die  Untersuchung  der  ver- 
schiedenen Arten  von  Kegelschnitten,  welche  in  einem  Büschel  und 
einer  Schaar  vorkommen,  und  wie  sich  dieselben  in  Gruppen  ver- 
theilen,  lässt,  wie  mir  scheint,  den  Vorzug  der  synthetischen  Me- 
thoden recht  deutlich  erkennen;  hieran  knüpfen  sich  die  Polar-Eigen- 
schaften  dieser  Gebilde  und  einige  besondere  Fälle.  Einen  neuen  oder 
doch  wenig  bekannten  Gegenstand:  „drei  conjugirte  Kegelschnittbüschel" 
behandelt  ein  besonderer  Paragraph.  Endlich  werden  die  gemein- 
schaftlichen Punkte  und  Tangenten  zweier  beliebig  gegebenen  Kegel- 
schnitte  ermittelt   und    die    verschiedenen    Fälle,    welche    hinsichtlich 
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der  Realität  dieser  Elemente  eintreten  können,  genauer  discutirt.  Der 
letzte  Paragraph  dieses  Abschnittes  behandelt  einen  bisher  wenig  unter- 
suchten Gegenstand:  Die  harmonisch  -  zugeordneten  oder  sich  polar 
selbst  -  entsprechenden  Kegelschnitte,  mit  denen  im  Zusammenhange 
die  Aufgabe  gelöst  wird:  „Zu  zwei  gegebenen  Kegelschnitten  einen 
solchen  dritten  zu  finden,  in  Bezug  auf  welchen  als  Basis  der  eine 
die  Polarfigur  des  andern  ist."  Hier  tritt  schon  der  imaginäre  Kegel- 
schnitt auf  und  verlangt  eine  Erweiterung  des  Begriffes,  welche  in 
dem  vierten  Abschnitt  durch  das  Involutions-Netz  (Polarsystem)  gegeben 
wird.  Die  Polareigenschaften  eines  Kegelschnitts  werden  unabhängig 
von  demselben  aufgefasst  und  liefern  ein  stets  reelles  Gebilde,  das 
Involutions-Netz,  welches,  je  nachdem  es  hyperbolisch  oder  elliptisch 
ist,  einen  reellen  oder  imaginären  Kegelschnitt  vertritt,  ebenso  wie 
das  Punktsystem  auf  einer  Geraden  ein  reelles  Punktpaar  (Asymptoten- 
punkte) oder  ein  imaginäres  vertritt.  Von  den  verschiedenen  Be- 
stimmungsarten des  Netzes,  deren  Zahl  durch  Hinzunahme  anderer 
Elemente  leicht  beträchtlich  vermehrt  werden  kann,  ist  die  allge- 
meinste vermittelst  fünf  beliebiger  Paare  conjugirter  Punkte  durch 
eine  zwar  umständliche  aber  lineare  Construction  bewerkstelligt.  Die 
folgenden  Paragraphen  enthalten  zum  Theil  eine  Wiederholung  früherer 
Betrachtungen  auf  der  allgemeineren  Grundlage,  indem  die  ausge- 
zeichneten Elemente  des'  Netzes:  Durchmesser,  Mittelpunkt,  Axen, 
Brennpunkte  mit  ihren  hervorragendsten  Eigenschaften  für  das  Netz 
ähnlich,  wie  für  den  reellen  Kegelschnitt  ermittelt  werden.  Die  An- 
nahme zweier  beliebig  in  der  Ebene  gegebenen  Netze  führt  zum  Netz- 
Büschel  und  zur  Netz-Schaar;  dadurch  werden  die  früheren  Gebilde 
des  Kegelschnitt-Büschels  und  der  Kegelschnitt-Schaar  vervollständigt, 
indem  auch  die  imaginären  Kegelschnitte,  welche  ihnen  angehören 
können,  zum  Vorschein  kommen.  Der  letzte  Paragraph  untersucht 
das  aus  drei  beliebig  angenommenen  Netzen  ■  oder  Kegelschnitten  ge- 
bildete Kegelschnitt  -  Netz  und  die  Tripelcurve  und  bildet  somit  den 
Ueb'ergang  zur  Theorie  der  Curven  dritten  Grades. 

Aus  der  vorstehenden  Inhaltsangabe  und  bei  einer  genaueren 
Durchsicht  des  Buches  wird  der  kundige  Leser  erkennen,  dass  ich 
manche  Resultate  aufzunehmen  mir  gestattet  habe,  welche  im  Laufe 
der  Zeit  hinzugekommen  sind  und  von  denen  ich  nicht  mehr  ermitteln 
konnte,  ob  Steiner  sie  früher  als  Andere  gefunden  hat,  oder  nicht, 
wenn  sie  sich  eben  in  dem  systematischen  Entwicklungsgange  natur- 
gemäss  darboten  und  der  Steiner' sehen  Anschauungsweise  ungezwungen 
anschlössen.  Ich  glaube,  dass  dies  nicht  zum  Nachtheil  eines  Buches 
geschehen  ist,  welches  seines  ganz  elementaren  Charakters  wegen  vor- 
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zugsweise  bestimmt  ist,  als  Lehrbuch  zur  Einführung  der  studirenden 
Jugend  in  die  synthetische  Geometrie  zu  dienen.  Aus  diesem  Grunde 
lag  mir  auch  weniger  daran,  die  in  Anwendung  gebrachten  Methoden 
bis  zur  äussersten  Grenze  auszubeuten  und  die  in  unerschöpflicher 
Menge  sich  darbietenden  Sätze  und  Eigenschaften  mit  möglichster 
Vollständigkeit  aufzureihen,  als  vielmehr  die  fruchtbaren  Betrachtungen 
selbst,  welche  zu  jenen  führen,  in  das  klarste  Licht  zu  setzen-,  dem 
Leser  sollte  auch  noch  Etwas  zu  thun  übrig  bleiben,  und  überall  da 
z.  B.,  wo  nach  dem  in  der  Natur  des  Gegenstandes  begründeten  Princip 
der  Dualität  einer  Betrachtung  sich  die  polar  gegenüberstehende  an- 
schloss,  ist  diese  entweder  blos  angedeutet,  oder  es  sind  die  abwei- 
chenden Punkte  allein  ausgeführt;  möchte  der  Leser  daher  noch  recht 
viel  Stoff  zur  Ergänzung  und  Erweiterung  und  besonders  die  Auf- 
munterung zur  eigenen  Forschung  aus  dem  Vorgetragenen  entnehmen. 

Was  meinen  eigenen  bescheidenen  Antheil  an  diesem  Buche  be- 
trifft, so  verzichte  ich  selbstverständlich  in  Anbetracht  der  Entstehung 
desselben  auf  jeden  Anspruch,  wie  auf  jede  Priorität,  ohne  darum 
die  Verantwortlichkeit  für  Dasjenige,  was  etwa  Irriges  in  demselben 
vorkommen  sollte ,  von  mir  abzulehnen.  Ich  halte  meine  Arbeit  für 
hinreichend  belohnt,  wenn  dadurch  das  Studium  der  Steiner' scheu 
Schriften  erleichtert,  das  Interesse  für  synthetisch-geometrische  For- 
schungen von  Neuem  angeregt  und  insbesondere  die  studirende  Jugend 
zu  einem  der  interessantesten  imd  fruchtbarsten  Felder  mathematischer 
Speculation  hingeführt  wird. 

Schliesslich  bleibt  mir  noch  übrig,  Herrn  Dr.  Geiser  hiermit 
öffentlich  meinen  Dank  auszusprechen  für  die  freundlichst  gestattete 
Einsicht  in  die  Steiizer' sehen  Manuscripte  und  das  bereitwillige  Ab- 
treten seines  Anrechtes  zur  Veröffentlichung  dieser  Vorlesung. 

Breslau,  im  September  1866. 

Heinrich  Schröter. 


Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 

Die  in  zweiter  Auflage  vorliegende  „Theorie  der  Kegelschnitte,  cfcstütM 
auf  projectivische  Eigenschaften"-  hat  hinsichtlich  der  Anordnung  und  Be- 
handlung des  Stoffes  keine  wesentliche  Aenderung  erfahren.  Hinzu- 
gekommen ist  im  ersten  Abschnitt  die  Einführung  des  äquianharmoni- 
schen  Systems  von  fünf  Elementen,  im  zweiten  Abschnitt  (§.  37)  eine  zu- 
sammenhängende Darstellung  des  Normalenproblems,  welches  bei  der 
ersten  Auflage  nur  in  einer  Anmerkung  beiläufige  Erwähnung  fand,  im 
vierten  Abschnitt  die  Untersuchung  der  Lage  und  Realität  der  Wendepunkte 
einer  Curve  3.  0.,  sowie  an  vielen  Stellen  Ergänzungen  und  Bemerkungen, 
die  eine  wiederholte  Betrachtung  des  Gegenstandes  an.  die  Hand  gab. 
Ferner  sind  jedem  der  drei  ersten  Abschnitte  eine  Anzahl  von  Aufgaben 
und  Sätzen  hinzugefügt,  welche  den  Zweck  haben,  den  Leser,  zur 
selbständigen  Forschung  aufzufordern  und  ihm  Gelegenheit  zu  geben, 
die  in  dem  Buche  vorgetragenen  Methoden  und  Betrachtungen  an- 
zuwenden. Eine  solche  selbstthätige  Uebung  entspricht  durchaus 
dem  Sinne  Steinef's,  wie  der  seinem  ursprünglichen  Werke  (Syst. 
Entw.  d.  Abh.  geom.  Gest.)  beigefügte  Anhang  von  Aufgaben  und 
Lehrsätzen  zeigt,  welche  denselben  Zweck  haben.  Dass  die  von  mir 
gewählten  Aufgaben  und  Sätze  nicht  durchweg  neu  sind,  kann  nach 
der  Natur  des  Gegenstandes  nicht  befremden;  viele  schliessen  sich  un- 
mittelbar dem  im  Buche  Vorgetragenen  an  und  sind  daraus  hervor- 
gegangen oder  späteren  Mittheilungen  Steiners  entnommen;  andere 
fanden  sich  anderswo  und  sind  ohne  streng-pädagogische  Reihenfolge 
lose  aneinandergereiht.  Eine  Angabe  der  Quelle,  wo  dieser  oder  jener 
Satz  gelegentlich  oder  zuerst  ausgesprochen  ist,  würde  dem  Zweck  dieser 
Uebungen  geradezu  widersprochen  haben.  Ich  führe  daher  an  dieser  Stelle 
die  Namen  derjenigen  Geometer  an,  denen,  soweit  es  mir  bekannt  ist, 
das  eine  oder  das  andere  Resultat  zukommt;  es  sind  folgende:  Bauer, 
Cayley,  Chasles,  Faure,  Heilermann,  Hesse,  Joachimsthal ^  Kirhnan, 
M'öbius,  Salmon,  P.  Serret,  Steiner,  B.  Sturm  u.  A. 

Möglichst  grosse  Aufmerksamkeit  ist  auf  Correctheit  und  Deutlich- 
keit der  Darstellung  gerichtet  worden,  und   eine   sorgfältige  redactio- 
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nelle  Durchsicht  hat  an  vielen  Stellen  Mängel  der  ersten  Auflage  im 
Satzbau,  in  der  Wortstellung,  Rechtschreibung  und  Interpunction  zu 
bessern  gesucht;  auch  schien  die  Veränderung  einiger  Bezeichnungen 
geboten;  so  ist  durchweg  anstatt  Kreissystem  —  circulares  Strahl- 
system, anstatt  Kreisschaar  —  Kreisbüschel,  anstatt  Mittelpunkte  — 
Grundpunkte  des  Kegelschnittbüschels,  anstatt  Tripel  conjugirter  Punkte 
und  Strahlen  öfters  kürzer  —  Polardreieck  u.  a.  m.  gesetzt  worden. 
Ausdrücke,  die  sich  selbst  rechtfertigen. 

Diese  durchgehenden  Aenderungen,  sowie  manche  Zusätze  und 
Verbesserungen,  welche  im  Laufe  der  Zeit  entstanden  und  sich  mitunter 
erst  bei  der  Correctur  aufdrängten,  haben  den  Druck  des  Buches 
nicht  selten  erschwert;  ich  fühle  mich  der  Verlagshandlung  für  ihr 
bereitwilliges  Entgegenkommen  in  dieser  Beziehung  zu  aufrichtigem 
Danke  verpflichtet.  Ebenso  spreche  ich  einigen  wissenschaftlichen 
Freunden,  den  Herren  Director  Killmann,  Dr.  Gärtner  und  Dr.  Bosenow 
für  ihre  hülfreiche  Unterstützung  bei  der  Correctur  meinen  besten  Dank 
aus.  Dadurch  ist  es  gelungen,  den  Druck  dieser  Auflage  fast  fehler- 
frei herzustellen. 

Breslau,  im  April  1876. 

H.  S. 
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Erster  Abschnitt. 


Projectivische  Beziehung  gerader  Punktreihen  und  ebener 
Strahlbüschel  auf  einander. 


§.  1.    Grundgebilde. 

Die  sämmtlichen  auf  einander  folgenden  Punkte  einer  (unendlich 
langen)  geraden  Linie  nennt  man  eine  gerade  PunMreihe  oder  sclilecht- 
weg  Punktreihe,  wenn  nur  von  geraden  Punktreihen  die  Rede  ist. 
Die  Gerade  selbst,  deren  Punkte  aufgefasst  werden,  soll  der  Trüger 
der  Punktreihe  heissen.  Die  sämmtlichen  durch  einen  Punkt  in  einer 
Ebene  gehenden  Strahlen  (unendlich  lange  gerade  Linien)  nennt  man 
ein  ebenes  Strahlhiischel  oder  schlechtweg  Strahlbüschel,  wenn  nur  von 
ebenen  Strahlbüschehi  die  Rede  ist.  Der  Punkt,  durch  welchen  s'ammt- 
liche  Strahlen  gehen,  heisst  der  3IittelpimM  des  Strahlbüschels.  Die 
Punkte  der  Punktreihe  und  die  Strahlen  des  Strahlbüschels  heissen 
Elemente  dieser  geometriscJien  Gebilde. 


§.  2.    Projectivische  Beziehung  der  Grundgebilde  auf  einander. 

Diese  beiden  einfachsten  geometrischen  ^''»-  ^• 

Gebilde  (Punktreihe  und  Strahlbüschel)  sind 
von  gleicher  Mächtigkeit  und  einfacher  Un- 
endlichkeit, d.  h.  es  giebt  ebenso  viel 
Punkte  auf  einer  Geraden,  als  Strahlen 
durch  einen  Punkt.  Dies  erkennen  wir, 
indem  wir  die  beiden  Gebilde  zu  einander  s^ 
in  Beziehung  setzen.  Sämmtliche  durch  einen 
Punkt  B,  den  Mittelpunkt  eines  Strahl- 
büschels gehende  Strahlen  a,b,  c,  d  .  .  .  x  .  .  treffen  eine  beliebige  (nicht 
durch  B  gehende)  Gerade  51  in  den  gleichnamigen  Punkten  a  b  C  b  .  .  .  .  j  .  . 
(Fig.  1)  und  stellen  eine  derartige  Beziehung  zwischen  den  Elementen 

Steiner,  Vorlesungen  II.     2.  Aufl.  •  1 
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beider  Gebilde  her,  dass  jeder  Strahl  des  Strahlbüschels  durch  den 
gleichnamigeu  Punkt  der  Punktreihe  geht  und  umgekehrt  jeder  Punkt 
der  Punktreihe  auf  dem  gleichnamigen  Strahl  des  Strahlbüschels  liegt. 
Zwei  solche  zusammenliegende  Elemente  heissen  entsprechende  Elemente 
und  diese  Lage  der  beiden  Gebilde,  bei  welcher  jeder  Strahl  des 
Strahlbüschels  durch  den  entsprechenden  Punkt  der  Punktreihe  geht, 
nennt  man  die  pefspectiviscJie  Lage.  Die  durch  die  perspectivische  Lage 
beider  Gebilde  hergestellte  eindeutigeBeziehung  der  Elemente  aufeinander 
kann  nun  festgehalten  werden,  während  die  perspectivische  Lage  aufge- 
hoben wird  (etwa  dadurch,  dass  das  Strahlbüschel  B  und  die  Punktreihe 
St  beliebig  in  der  Ebene  verschoben  werden),  aber  die  entsprechenden 
Elemente  in  irgend  einer  Weise,  z.  B.  durch  Bezeichnung  mit  gleich- 
lautenden Buchstaben,  fixirt  werden.  Die  auf  diese  Art  von  der  per- 
spectivischen  Lage  unabhängig  gemachte  eindeutige  Beziehung  der 
Elemente  beider  Gebilde  auf  einander  heisst  projectivische  Beziehung, 
und  die  Gebilde  selbst  heissen  projectivisch,  wenn  ihre  entsprechenden 
Elemente  so  liegen,  dass  jene  in  perspectivische  Lage  gebracht 
werden  können. 

§.  3.    Unendlicli- entfernter  Punkt  der  Pnnktreihe  und  Parallelstrahl 

des  Strahlbüschels. 

Die  Zusammengehörigkeit  entsprechender  Elemente  lässt  sich  bei 
der  perspectivischen  Lage  der  beiden  Grundgebilde  auch  so  auffassen, 
dass  man  einen  veränderlichen  Strahl  x  des  Strahlbüschels  um  den 
Mittelpunkt  B  dreht,  wodurch  sein  Schnittpunkt  j  mit  dem  Träger  % 
auf  demselben  fortrückt.  Dabei  tritt  nun  einmal  der  besondere  Fall 
ein,  dass  der  Strahl  x  in  parallele  Lage  zu  dem  Träger  31  gelangt 
und  dadurch  der  Schnittpunkt  j,  welcher  sonst  immer  eine  bestimmte 
angebbare  Lage  auf  %  hatte,  der  Wahrnehmung  entschwindet  oder, 
wie  man  sich  ausdrückt,  ins  Unendliche  rückt.  Betrachten  wir  den 
Strahl  X  kurz  vor  und  kurz  nach  dieser  parallelen  Lage,  so  wird  der 
entsprechende  Punkt  j  einmal  nach  der  einen  Seite  und  das  andere 
Mal  nach  der  andern  Seite  hin  sehr  weit  entfernt  liegen,  während 
es  bei  der  parallelen  Lage  selbst  unentschieden  bleibt,  ob  er  nach  der 
einen  oder  nach  der  andern  Seite  hin  liegt.  Trotzdem  nehmen  wir 
der  Uebereinstimmung  wegen  an,  dass  auch  der  Parallelstrahl  den 
Träger  21  nur  in  einem  Punkte  treffe,  und  nennen  diesen  (obwohl  er 
sich  der  Wahrnehmung  entzieht)  den  unendlich -entfernten  PunJct  der 
Punktreihe,  den  wir  uns  sowohl  nach  der  einen  Seite  als  auch  nach 
der  andern  Seite  hin  liegend  vorstellen  können.     Der  unendlich -ent- 
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fernte  Punkt  der  Geraden  %  ist  ein  ausgezeichneter  und  bei  Ver- 
rückung derselben  unveränderlicher  Punkt,  welcher  die  charakteristische 
Eigenschaft  besitzt,  dass  jeder  nach  ihm  hingehende  Strahl  mit  der 
Geraden  parallel  ist. 

Der  unendlich  entfernte  Punkt  verbindet  gewissermassen  die  nach 
entgegengesetzten  Seiten  hin  verlaufenden  Enden  der  geraden  Linie 
und  stellt  eine  Continuität  her  entsprechend  der  continuirlichen  Drehung 
des  Strahles  im  Strahlbüschel. 

§.  4.    Uebereinstimmung  der  Aufeinanderfolge  der  Strahlen  des  Strahl - 
büschels  mit  den  entsprechenden  Punkten  der  Punktreihe. 

Aus  der  eben  betrachteten  zusammengehörigen  Bewegung:  der 
Drehung  des  Strahles  x  um  B  und  dem  Fortrücken  des  entsprechenden 
Punktes  J  auf  5(  ergiebt  sich  zugleich  eine  Uebereinstimmung  der 
Aufeinanderfolge  entsprechender  Elemente  oder  des  Drehungssinnes 
mit  dem  Richtungssinn.  Der  Strahl  x  kann  sich  um  den  Mittelpunkt 
B  entweder  in  dem  einen  oder  entgegengesetzten  Drehungssinne 
herumbewegen  (^-^  ^  entweder  wie  der  Zeiger  einer  Uhr,  auf  welche 
man  sieht,  oder  entgegengesetzt);  dem  entsprechend  muss  der  Punkt 
J  entweder  in  dem  einen  (von  rechts  nach  links)  oder  in  dem  ent- 
gegengesetzten Richtungssinne  (von  links  nach  rechts)  auf  dem  Träger 
S(  fortrücken.  Sind  a  und  h  zwei  besondere  Lagen  des  sich  drehen- 
den Strahles  x,  so  kann  x  auf  doppelte  Weise  aus  der  Lage  a  in  die 
Lage  h  übergeführt  werden,  entweder  in  dem  einen  oder  entgegen- 
gesetzten Drehungssinne.  Diese  Zweideutigkeit  hört  aber  auf,  sobald 
wir  drei  besondere  Lagen  ahc  annehmen  und  verlangen,  der  veränder- 
liche Strahl  solle  von  a  durch  b  nach  c  gelangen  (ohne  indessen, 
während  er  sich  von  a  nach  h  bewegt,  in  die  Lage  von  c  gekommen 
zu  sein).  Durch  die  Aufeinanderfolge  ahc  ist  der  Drehungssinn  von 
x  mitbestimmt  (Fig.  2). 

Sind  0  und  b  zwei  besondere  Lagen  ^ 
des  fortrückenden  Punktes  J,  so  kann  £ 
von  0  nach  b  auf  doppelte  Weise  gelangen, 
■entweder  direct  oder  durch  den  unendlich- 
entfernten Punkt  (§  3).  Diese  beiden  Wege 
haben  entgegengesetzten  Richtungssinn. 
Die  Zweideutigkeit  hört  aber  auf,  sobald  wir  drei  besondere  Lagen  ob  C 
annehmen  und  festsetzen,  der  Punkt  j  solle  von  0  durch  b  nach  C 
gelangen  (ohne  auf  dem  Wege  von  a  nach  b  die  Lage  c  eingenommen 
zu  haben);   durch  die  Aufeinanderfolge  abc  ist  der  Riclitungssinn  von 

1* 
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l  mitbestimmt  (Fig.  3),     Da  nun  ahc  und  06  c  entsprechende  Elemente 
Fig.  3.  der  beiden  projectivischen  Gebilde  sind,  so  wird, 

sobald  durch  die  Aufeinanderfolge  ahc  der 
Drehungssinn  des  Strahlbüschels  festgestellt  ist, 
durch  die  zugehörige  Aufeinanderfolge  oBc  der 
Richtungssinn  der  Punktreihe  unzweideutig  mitbestimmt,  und  nehmen 
wir  im  Strahlbüschel  den  entgegengesetzten  Drehungssinn  durch  die 
Aufeinanderfolge  acb,  so  wird  durch  die  Aufeinanderfolge  ach  auch 
der  zugehörige  Richtungssinn  in  der  Punktreihe  entgegengesetzt. 
Durch  diese  Bemerkung  wird  später  jede  Zweideutigkeit  hinsichtlich 
der  Lage  entsprechender  Elemente  aufgehoben. 

§.  5.    Doppelverhältniss.    (Anharmonisclie  Function.) 

Um  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  Elemente  der  beiden  Grund- 
gebilde, welche  durch  die  perspectivische  Lage  derselben  hervorgerufen 
wird,  unabhängig  von  letzterer  darzustellen,  suchen  wir  Beziehungen 
auf  zwischen  den  Abständen  beliebiger  Punkte  der  Punktreihe  und 
den  Winkeln,  welche  die  entsprechenden  Strahlen  mit  einander  bilden, 
solchergestalt,  dass  diese  Beziehungen  von  der  Lage  der  beiden  Ge- 
bilde zu  einander  unabhängig  sind. 

Seien  aBcb  .  .  .  beliebige  Punkte  der  Punktreihe  31,  so  soll  nach 
dem  Vorgange  von  Möhiits  durch  die  Nebeneinanderstellung  der  Buch- 
staben 

nicht  allein  die  Strecke  zwischen  den  Punkten  0  und  6  (ihr  Abstand) 
bezeichnet  werden,  sondern  auch  der  Richtungssinn,  in  welchem  die 
Strecke  von  a  nach  b  hin  auf  directem  Wege  durchlaufen  wird,  so 
dass  also 

L      ab  +  ba  =  0 ,  d.  h,  ba  =  —  ah 

ist,  wonach  dann  für  irgend  drei  Punkte  abc  der  Geraden  die  Gültig- 
keit der  Gleichung 

IL      ab -f  bc  =  ac  oder  ab  +  bc -f  ca  =  0 

allgemein  stattfindet,  mag  der  Punkt  c  zwischen  a  und  b  oder  ausser-* 
halb  der  Strecke  liegen,  und  für  irgend  vier  auf  der  Geraden  befind- 
liche Punkte  abcb  nachfolgende  Beziehungen  gelten,  die  wir  anführen, 
weil  wir  später  von  ihnen  Gebrauch  machen  werden;  da  nämlich- 

ab  -f  bc  =  ac 

ah     =ah-{-hh, 
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so  folgt: 

ab  .  ab  -f-  bc .  ab  =  ac .  ab  +  ac .  bb 

ob  {ab  —  ac}  =  ac  .  bb  —  bc .  ab 
III.      ab.cb  +  bc.ab  + co.bb  =  0, 

oder  auch  so  geschrieben:  ^-^^-"-^^  +  ,^^\^  +  ~Vc  =  ^  ' 

Eine  weitere  Beziehung  zwischen  vier  Punkten  einer  Geraden  folgt 
aus  den  beiden  vorigen;  da 

ab  .  cb  =;=  ac .  bb  +  ^^6  •  (^^ 
bc+    cb=        hb 

ob  .  b  c .  cb  +  ab  .  (cb)'-^  -=  oc .  (bb)'-^  +  ob  :  bh  .  bc , 

und  hieraus 

1 
/ 


oder 


ob  .  (cb)^  H-  CO  (Uy  =-  bc  (ob  .  bb  +  ob  .  bc 

=  bc  {ab(bo  +  ßt))  +  aö.bc} 
=  cb  .  (ob)^  +  bc.  ob  .  oc, 

IV.   si^  +  ^  +  s^'Li. 

ba  .  ca    '    cb  . ab    '    ac . bc 


Seien  nun  ahcd  . .  .  die  entsprechenden  Strahlen  des  mit  der  Punkt- 
reihe abcb..  perspectivisch  liegenden  Strahlbüschels  j5,  und  bezeichne 

(ah) 
den  Winkel   zwischen  den  beiden  Strahlen  a  und  b  von   einem  ver- 
änderlichen Strahl  X  in  demjenigen  Drehungssinne  von  a  nach  h  hin 
beschrieben,  welcher  übereinstimmt  mit  dem  Richtungssinne  der  Strecke 
ob   (§.   4),    dann  lassen  sich    leicht  Beziehungen  er-             i"ig.  i- 
mittein    zwischen    den    Winkeln    des    Strahlbüschels 
und  den  entsprechenden  Abschnitten   auf  der  Punkt- 
reihe,   indem    man  nach  bekannten   Sätzen  der  Ele-   ^. ^_ 

mentargeometrie    die  Fläche    des   Dreiecks   Bah    auf         p     o      a 
doppelte  Weise  ausdrückt;  das  aus  B  auf  21  gefällte  Perpendikel  treffe 
in  p,  dann  wird 

JBo  .  ^b  .  sin  («Z^)  =  I)'p  .  ob, 
oder 

^       sin  {ab)  ~       Bp 

Nimmt  man  ein  drittes  Paar  c  und  c  entsprechender  Elemente  hinzu, 
so  treten  in  gleicher  Weise  zwei  neue  Relationen  hinzu: 
ac  Ba.Bc  bc  Bh  .  Bc 


2) 


sin  {ac)  B\)      '  sin  {bc)  Bp 


6  Erster  Abschnitt.     Projcctivischc  Beziehung  gerader 

Nur  die  rechten  Seiten  dieser  Beziehungen  enthalten  Stücke,  welche 
von  der  perspectivischen  Lage  beider  Gebilde  abhängen,  während  die 
linken  Seiten  frei  davon  sind;  es  gelingt  aber  nicht,  aus  diesen  drei 
Gleichungen  1)  und  2)  jene  Stücke  zu  eliminiren;  wir  ziehen  daher 
noch  ein  viertes  Paar  entsprechender  Elemente  d  und  b  in  die  Be- 
trachtung und  erhalten  drei  neue  Relationen: 

OS  o.'Si       _  -Bg  ■  -Bb  ^        bb       ^  Bh  .  B1>  ^         cb       _  Bc  .  Bt> 

^^        sin  {ad)  ~       Bp       '   sin  (bd)  Bp       '   sin  (cd)  Bp 

Aus  diesen  6  Relationen  1)  2)  3)  können  wir  nun  in  mehr- 
facher Weise  andere  ableiten,  die  unabhängig  sind  von  den  Stücken 
Ba,  Bh,  Bc,  Bb,  Bp,  also  bestehen  bleiben,  wenn  die  perspectivische 
Lage  aufgehoben  wird;  es  folgt  nämlich  u.  a.  die  Beziehung: 

,N         ac     ab  sin  (ac)   ^  sin  (ad) 

^        bc  *  bb        sin  {bc)    '  sin  {bd)  ' 

und,  wenn  wir  in  irgend  einer  Weise  die  vier  Punkte  abcb,  in  der- 
selben Weise  aber  auch  abcd  permutiren,  so  ergeben  sich  ähnliche 
Relationen. 

Der  Ausdruck   r-  r^  ,  welchen  wir  der  Kürze  wegen  mit 

bc    bb  '  ° 

(abcb) 
bezeichnen  wollen,  heisst  das  Boppelverhältniss  (oder  das  anharmonische 
Yerhältniss ,  die  anharmonische  Function)  von  vier  Punkten,  und  um 
die  Bildungsweise  desselben  leichter  zu  übersehen,  nennen  wir  a  und  b 
ein  Paar  zugeordneter  Punkte,  c  und  b  das  andere  Paar  zugeordneter 
Punkte;  dann  sind  zur  Bildung  des  Doppelverhältnisses  die  einfachen 
Verhältnisse  der  Abstände  jedes  Punktes  des  einen  Paares  zugeordneter 

Punkte  von  den  beiden  Punkten  des  anderen  Paares :  z—  und  ^-c  durch 

bc  bb 

einander  zu  theilen;  welche  von  den  vier  Punkten  übrigens  auf  diese 
Weise  einander  zugeordnet  werden,  ist  an  sich  gleichgültig,  nur  sollen 
bei  der  Bezeichnung  (abcb)  die  beiden  ersten  und  die  beiden  letzten 
als    zugeordnete    Punktenpaare    festgehalten    werden.      Ebenso    heisst 

der  Ausdruck: 

sin  {ac)  ^  sin  {ad) 
sin  {bc)  '  sin  {bd)  ' 
welchen   wir  mit  {ah cd)  bezeichnen,  das  Doppelverhältniss  von  vier 
Strahlen  des  Strahlbüschels,  und  es  werden  dabei  ebenfalls  a  und  h,  c 
und  d  als  zugeordnete  aufgefasst. 

Die  gefundene  Beziehung  (4)  sagt  also  aus: 
Bei  sivei  iirojectivisclien  Gebilden:  einer  Ptojldreilie  und  einem  Strahl- 
hiischel  findet  zwischen  irgend  vier  entsprecJicnden  Elementenpaaren  obcb 
mid  ah  cd  immer  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  statt: 

(abcb)  =  (a&cfZ) . 
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§.  6.    Verschiedene  Werthe  eines  DoppelverMltnisses  durcli  Ver- 
tauschung  der  Elemente. 

Eh^  wir  aus  dem  gefundenen  Resultat  Folgerungen  ziehen,  wollen 
wir  untersuchen,  in  welchem  Zusammenhange  die  24  Werthe  des 
Doppelverhältnisses  mit  einander  stehen,  welche  Avir  erhalten,  wenn 
wir  die  Elemente  desselben  auf  alle  möglichen  Arten  unter  einander 
vertauschen.     Sei  der  Werth  des  Doppelverhältnisses: 


ac  ^  ab 
bc  'bi> 


(aBcb)  =  /t, 

so  erkennen  Avir  zunächst  aus  der  Bildungsweise  desselben,  dass 

1)      (abcb)  =  (babc)  =  (cbab)  =  (bcba)    ist; 
ferner,  da 


ac  ^  ab 
bc  '  bb 


ab  ^  ac ' 
bb'bc 


so  ist 


2)      (abcb).(abbc)  =  l.      • 
Endlich  giebt  die  Relation  III.  in  §.  5  zwischen    irgend  vier  Punkten 

einer  Geraden: 

ab  .  cb  +  bc .  ab  +  ca  .  bb  =  0 

folgende  Beziehung  zwischen  Doppelverhältnissen: 

ac  _  ob  _,    ob  _  ab ^ 

bc '  bb  "'    cb  ■  cb 
oder: 

3)      (abcb)  +  (acbb)  =  1, 

und  hieraus  lassen  sich  die  Werthe  des  Doppelverliältnisses  für  alle 
24  möglichen  Vertauschungen  folgendermassen  durch  einen  Werth  Je 
desselben  ausdrücken: 

(abcb)  =  (babc)  =  (cbab)  =  (bcbo)  =  7;; 
(abbc)  =  (bacb)  ==  (cbba)  =  (bcab)  =  -p- 
(acbb)  =  (bbac)  =  (cabb)  =  (bbca)  =  l  —  ]c 
(acbb)  =  (bbco)  =  (cabb)  =  (bbac)  =  ^ 

k—l 


(abbc)  =  (bcab)  =  (cbba)  =  (bacb)  = 
(abcb)  =  (bcba)  ==  (cbab)  =  (babc)  =  j- 


k 

k_ 
k—l 


Dieselben  Beziehungen  ergeben  sich  für  das  Doppelverhältniss 
von  vier  Strahlen  (ahcd)  aus  der  in  §  5  nachgewiesenen  Gleichheit 
der  Doppelverhältnisse: 
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(ahch)  =  (ahcd)  . 

Siud  fünf  Punkte  auf  einer  Geraden  gegeben,  so  lassen  sich 
zwischen  denselben  mehrere  Doppelverhältnisse  bilden,  die  in  einfachem 
Zusammenhange  mit  einander  stehen;  da  nämlich 

(ODCb)  =  ^  :  ^r 
^  ^        bc    bb 

(obce)  ==  ^  ;  7—  ist,  so  folgt: 

^  -^        bc    be  '  = 


(obcb)        oe    ab         /    <-    <.\ 
(abce)        be    bb        ^  ^ ' 

also  haben  wir  die  Relation: 

(abcb).  (abbe).(abec)  =  1.*) 

Aus  dieser  Relation  ergiebt  sich  der  Werth  eines  Doppelverhält- 
nisses, dessen  vier  Elemente  gegeben  sind  durch  die  Werthe  der  vier 
Doppelverhältnisse,  welche  sie  mit  drei  anderen  (Fundamental-)Elementen 
bilden;  wenn  nämlich 

(abcbi)  =  /^  ,  (abcbj  =  k^    ist, 

so  wird  nach  dem  vorigen  Satze: 

(abb,b,)  =  | 

Ist  (abcbg)  ==  Jc^,  so  folgt  (obibgb) .  (ab^bbg)  .  (ab^ bgbg)  =  1  d.  h. 

h/t  fit       Aq 


kl  — ^2  ^i 


(abibsb,) 


Ist  endlich  (abcb^)  ==  7c^,  so  haben  wir  (bib^baa)  .  (bib2ab4)  (bibab4b3) 
=  1  d.  h. 

F4'-ra-Hbxb,b,b3)  =  l 

fVa  /to  /Vj  fVt 

(b,b,b,bj=|i4^.t-^. 


§.  7.    Veränderung  des  Werthes  eines  DoppelverMltnisses  bei  der  Be- 
wegung eines  seiner  Elemente. 

Für  die  Folge  ist  es  nützlich  zu  wissen,  wie  sich  der  Werth 
eines  Doppelverhältnisses  verändert,  wenn  eines  seiner  Elemente  alle 
möglichen   Lagen    annimmt,    während    die    drei    andern    festgehalten 


")  Der  barycentrische  Calcul  von  A.  F.  Moebius,  Leipzig  1827.     S.  250. 
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werden.     Nehmen  wir  das  Doppelverliältiiiss  von  vier  Punkten  (abcb) 
und  lassen  den  Punkt  b   sich   bewegen,    so   bleibt  von   dem  Doppel- 
verhältnisse T-  '-  rx  das   erste  Verhältniss   unverändert,  imd   es  variirt 
bc     DO  ' 

nur  das  zweite.  Untersuchen  wir  daher  zunächst,  wie  sich  das  Ver- 
hältniss ^  verändert,  während  j  alle  möglichen  Lagen  auf  der  Geraden 

a^  einnimmt.  Es  treten  hierbei  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle 
ein:  entweder  liegt  g  auf  der  endlichen  Strecke  zwischen  ah,  oder  auf 
einer  der  beiden  unendlichen  Strecken  ausserhalb  ab;  im  ersten  Falle 
haben  die  Strecken  aj  und  b£  entgegengesetzten,  im  zweiten  Falle 
gleichen  Richtungssinn  (§  5);   wir  nehmen  daher  im  ersten  Falle  den 

absoluten  Werth  des  Verhältnisses  ~    mit  dem  negativen  Vorzeichen 

( — ),  im  zweiten  Falle  mit  dem  positiven  Vorzeichen  (-f-)  und  unter- 
scheiden durch  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  des  Verhältnisses  die 
beiden  Gebiete  auf  der  geraden  Linie,  in  welchen  der  Punkt  j  liegen  iann. 

Wenn  nun  r  mit  a  zusammenfällt,  so  ist  der  Werth  des  Verhältnisses  e^ 

gleich  0;  er  bleibt  negativ,  so  lange  sich  J  von  a  nach  B  hin  bewegt;  er 
wird  ==  —  1 ,  wenn  J  in  die  Mitte  nt  zwischen  a  und  b  fällt,  wächst  (absolut 
genommen),  während  J  von  TU  nach  b  geht,  und  wird,  wenn  J  in  b  hinein- 
fällt, unendlich  gross  (oo);  dabei  liegen  die  absoluten  Werthe  des  Ver- 

hältnisses  r^  ,  während  j  zwischen  a  und  m  liegt,  zwischen  0  und  1 ; 

während  g  zwischen  m  und  b  liegt,  zwischen  1  und  oo,  und  keine 
zwei  gleichen  Werthe  können  vorkommen;  das  Verhältniss  nimmt 
also   alle  negativen  Werthe   von  0  bis  oo  und  jeden  nur   einmal  an; 

geht  J  weiter,  über  b  hinaus,  so  wird  —"  positiv    und  nimmt  ab   von 

i 

dem  Werth  oo  an,  welchen  es  in  b  hatte;  je  weiter  J  gelangt,  desto 
mehr  nähert  sich  der  Werth  des  Verhältnisses  dem  Werthe  -f-   Ij  da 

e^  =  1  +  ^-  ;  für  den  unendlich    entfernten  Punkt  selbst  wird  daher 

das  Verhältniss  den  Grenzwerth  -f-  1  annehmen;  gehen  wir  durch  den 
unendlich  entfernten  Punkt  auf  die  andere  Seite  der  Geraden  über  (§.  3), 

so  wird  der  Werth  des  Verhältnisses  r^  <  1 ,  weil  jetzt  b  von  J  ent- 
fernter liegt  als  a,  während  es  vorher  umgekehrt  war;  nähert  sich  J 
mehr  und  mehr  dem  Punkte  a,   so  nimmt  der  Werth  ^^  immer  mehr 

ab  bis  zum  Werthe  0,  der  dann  eintritt,  wenn  J  wieder  mit  a  zu- 
sammenfällt. Für  das  ganze  Gebiet  ausserhalb  der  Strecke  ah,  welches 
durch  den  unendlich  entfernten  Punkt  in  zwei  Abschnitte  zerfällt,  ist 


10  Erster  Abschnitt.     Projectivische  Beziehung  gerader 

demnach  der  Werth  des  Verhältnisses  positiv  und  zwar  auf  dem  einen 
Abschnitte  >  1  (nimmt  von  oo  bis  1  ab),  auf  dem  andern  Abschnitte 
<  1  (nimmt  von  1  bis  0  ab),  für  den  unendlich  entfernten  Punkt 
selbst  -f-,  1 ;  jeder  positive  Werth  des  Verhältnisses  kommt  aber  nur 

einmal   vor.     Im  Ganzen  nimmt  also  das  Verhältniss  r^   bei   der  Be- 

wegung  von  j  alle  positiven  und  alle  negativen  Werthe  von  +  0 
bis  +  oo  und  jeden  nur  einmal  an.  Will  man  vom  Vorzeichen  ab- 
sehen und  nur  den  absoluten  Werth  des  Verhältnisses  auffassen,  so 
tritt  ein  solcher  immer  zw^eimal  auf,  einmal  für  eine  bestimmte  Lage 
zwischen  ab,  das  andere  Mal  ausserhalb  üb;  die  Punkte  gruppiren 
sich  demgemäss  paarweise,  wie  z.  B.  der  Mittelpunkt  m  und  der 
unendlich  entfernte  Punkt  dem  Werthe  1  entspricht;  durch  das  hinzu- 
gefügte Vorzeichen  wird  aber  diese  Zweideutigkeit  aufgehoben. 

Hieraus    ergiebt    sich    nun    auch    die    Veränderung    des    Doppel- 
verhältnisses (abcb),  wenn   eines   seiner  Elemente   sich  bewegt.     Sei 

b  dies  veränderliche  Element,  so  wird  in  dem  Doppelverhältnisse  |-  :  ^ 

allein  das  Verhältniss  p-  sich  ändern  und  alle  positiven  und  negativen 

Cl  c 

Werthe  durchlaufen;  die  mit  dem  constanten  Werthe  ,     multiplicirten 

reciproken  Werthe  dieses  Verhältnisses  werden  daher  auch  alle  posi- 
tiven und  negativen  Werthe  in  stetiger  Aufeinanderfolge  annehmen 
und  jeden  nur  einmal.  Wie  die  positiven  und  negativen  Werthe  mit 
der  Veränderung  von  b   einander  folgen,  hängt  von  dem  Werthe  des 

Verhältnisses  r-  ab,  welcher  positiv   oder  negativ  ist,  je  nachdem  c 

ausserhalb  ab  oder  zwischen  ah  liegt: 

ö  c 

1)  Liegen*  ab  c  der  Art:  — i 1 — i — ,  so  ist  ^- positiv,  und  der 

Werth  des  Doppelverhältnisses  (abcb) 

CIC 

wird  für  b  im  Unendlichen  ^  =  + 

DC 

während  b  von  c»  bis  a  geht       + 
wenn        b  in  a  hineinfällt         =  oo 

während  b  von  ü  bis  b  geht 

wenn         b  in  b  hineinfällt       =    0 
während  b  von  b  bis  C  geht  -[- 

wenn        b  in  c  hineinfällt        =:  -f-  1 
Avährend  b  von  c bis  ins Unendl. geht  -f-  • 

2)  Liegen  abc  der  Art:  — i 1 — i — ,  so  ist  .-    negativ,  und 

a  c     b  '^'- 

der  Werth  des  Doppelverhältnisses  (abcb) 
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wird  für  b  im  Unendlichen  ^  ==  — 

bc 

während  b  von  oo  bis  a  geht       — 

wenn        b  in  a  hineinfällt       =00 

während  b  von  a  bis  c  geht  + 

wenn         b  in  c  hineinfällt        =  -f-  1 

während  b  von  c  bis  b  geht  -f- 

wenn         b  in  16  hineinfällt        =  0 

während  b  von  b  bis  00  geht  — . 
Die  beiden  zugeordneten  Punkte  a  und  b,  für  welche,  wenn  b 
hineinfällt,  das  Doppelverhältniss  die  Werthe  00  und  0  annimmt,  bil- 
den die  Uebergänge  von  den  positiven  zu  den  negativen  Werthen  des- 
selben; ausserdem  tritt  einmal  der  besondere  Werth  -j-  1  auf,  wenn 
b  in  c  hineinfällt,  also  das  andere  Paar  zugeordneter  Punkte  zusammen- 
fällt, und  für  den  unendlich  entfernten  Punkt  geht  das  Doppelverhält- 
niss in  das  einfache  Verhältniss  ir-  über. 

bc 

Aus  der  Gleichheit  ^er  Doppelverhältnisse  zwischen  irgend  vier 
Paaren  entsprechender  Elemente  einer  Punktreihe  und  eines  mit  ihr 
projectivischen  Strahlbüschels  können  wir  auf  einen  ganz  gleichen 
Verlauf  des  Werthes  von  (ahcd)  schliessen,  wenn  von  den  vier 
Strahlen  drei  fest  bleiben  und  der  vierte  d  sich  um  den  Mittelpunkt 
drehend  das  ganze  Strahlbüschel  durchläuft. 

§.  8.    Harmonische  Elemente. 

Unter  allen  Werthen,  welche  ein  Doppelverhältniss  annehmen  kann, 
giebt  es  einen,  welcher  seines  häufigen  Vorkommens  wegen  von  be- 
sonderer Wichtigkeit  ist;  ehe  wir  daher  in  den  allgemeinen  Betrach- 
tungen fortfahren,  wollen  wir  diesen  besonderen  Fall  näher  ins  Auge 
fassen.  Dieser  wichtigste  specielle  Werth  eines  Doppelverhältnisses 
ist  —  1,  und  wenn  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten 

(abcb)-=—  1 
ist,  so  heissen  diese  vier  harmonische  PimMe,  und  zwar  a  und  b  zu- 
geordnete harmonische  Punkte,  ebenso  C  und  b  siigeordnete\  da  das 
Doppelverhältniss  von  vier  harmonischen  Punkten  —  1  ist,  so  folgt 
(§.  7),  dass,  wenn  c  zwischen  a  und  b  liegt,  nothwendig  b  ausserhalb 
ah  liegen  muss  und  umgekehrt,  dass  also  bei  vier  harmonischen 
Punkten  ein  Paar  zugeordneter  Punkte  durch  das  andere  Paar  ge- 
trennt wird  und  zwischen  ihren  Abständen  die  Bedingung  stattfindet: 

-r        ac    ,    ob        ^      -,       ca    ,    cb        ^ 
i'       z — r  ^-^  =  ^  oder  r — h  c^  ==  v) , 
bc    '    bb         .  ba    '    bb  ' 
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oder  die  Verhältnisse  g-  und  ^^  haben  gleichen,  aber  entgegengesetzten 

Werth.     Aus  den  Beziehungen  in  §.  6  ergiebt  sich  für  ^  =  —  1,  dass, 
wenn 

(aficb)  =  —  1  ist, 

(aBcb)  =  (a6bc)  =  (babc)  =  (bacb) 
=  (cbob)  =  (cbBa)  =  (bcal))  =  (bcba)  =  —  1  wird. 

Man  kann  also  sowohl  ein  Paar  zugeordneter  harmonischer  Punkte 
unter  sich,  als  auch  mit  dem  andern  Paar  vertauschen,  ohne  die 
harmonische  Eigenschaft  aufzuheben.  Ferner  ergiebt  sich  aus  §.  7, 
dass,  wenn  man  irgend  drei  Punkte  obc  auf  einer  Geraden  willkürlich 
annimmt  und  zwei  z.  B.  a  und  6  als  zugeordnet  auffasst,  nur  ein  ein- 
ziger bestimmter  vierter  dem  c  zugeordneter  harmonischer  Punkt  b 
existirt,  welcher,'  wenn  c  zwischen  ab  liegt,  ausserhalb  ab  liegen 
muss  und  umgekehrt;  eine  einfache  Construction  desselben  allein 
mittels  des  Lineals  ergiebt  sich  später  (§.  9).  Hier  erwähnen  wir 
nur  noch  einige  metrische  Beziehungen,  welche  aus  dem  besonderen 
Werthe  —  1  des  Doppelverhältnisses  folgen. 
Wenn  nämlich 

(abcb)  =  — 1, 
so  ist  (§.  6) 

das  heisst: 


(acbb)  =  ^ 


ob 1  ob 

cb        Tcit' 

Schreiben  wir  diese  Beziehung  dergestalt: 

oc  +  cb 1  oc  +  cb 

cb  2~      cb       ' 

so  folgt: 

II  I=lfl4-Al 

cb        2|co    '    cbj 

d.  h.  der  reciproke  Werth  des  Ähstandes  eines  Punktes  von  dem  zugeordneten 
harmonischen  FiinJde  ist  (jlcich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  reeiproken 
Werthcn  der  Abstände  des  ersten  von  den  heiden  andern  myeordnetcn  FunJcten. 
Femer  führen  wir  die  Mitte  nt  zwischen  zwei  zugeordneten  Punkten 
a^  ein,  also 


am  = 

lab 

=  mb , 

dann  wird 

die 

vorige 

Relation : 

ob 

om 

mb 

cb  ~ 

"Tb"  " 

"7  Tb  ' 
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woraus  folgt: 

nta bc 

ab         cb 

und  durch  Vertauschuno;  von  a  und  h: 


mb ac nto 

bb  ~"  cb  ~"  bh 


aus  den  beiden  Beziehunsjen; 


nto bc        mg        bb 

ob        cb  '       oc         cb 

folgt  durch  Hinzufügung  von  1  auf  beiden  Seiten: 

mb bb       mc cb 

^  cb  '  -    OC  cb  ' 

und  hieraus  folgt: 

III.    (nta)^=  (m6y  =  mc .  mb 
TV  mx  __  /bcy  ^  facV 

^^'  mb  ~  \h\>)   ~  \a\)) 

Auch  kann  u.  A.  noch  die  Relation  bemerkt  werden: 

CO  .  cb  =  cb  .  cm 
.ta  .  bb  =  bc .  bm, 

woraus  durch  Addition  beider  Gleichungen  folgt: 

VI.      ca.cb  +  ba.bb  =  (cb)% 

welche  alle  sich  leicht  in  Worten  ausdrücken  lassen;  ähnliche  me- 
trische Relationen  ergeben  sich,  wenn  wir  die  Mitte  n  zwischen  den 
l)eiden  andern  zugeordneten  Punkten  c  und  b  einführen. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Beziehung  III.  für  vier  harmo- 
nische Punkte:  das  Quadrat  des  Äbstandes  der  Mitte  zwischen  zwei  m- 
geordneten  Punkten. von  einem  derselben  ist  gleich  dem  Rechtech  aus  den 
Abständen  derselben  Mitte  von  den  beiden  andern  zugeordneten  Punkten. 

Halten  wir  bei  vier  harmonischen  Punkten  ein  Paar  zugeordneter 
Punkte  ab  fest,  so  bleibt  auch  deren  Mitte  m  unverändert;  bewegen 
wir  dann  C,  so  verändert  sich  mit  ihm  der  vierte  harmonische  Punkt 
b  in  der  Weise,  dass  das  Rechteck  mc.mb  constant  bleibt.  Wir 
können  hierdurch,  während  wir  von  vier  harmonischen  Punkten  das 
eine  Paar  zugeordneter  Punkte  festhalten,  das  ganze  System  von 
Paaren  zugeordneter  Punkte  verfolgen,  welche  mit  den  beiden  festen 
harmonisch  liegen,  und  merken  insbesondere  zwei  specielle  Fälle: 
1)  wenn  c  in  m  liegt,  so  liegt  b  im  Unendlichen,  d.  h.  zwei  beliebige 
Punkte  einer  Geraden,  die  Mitte  zwischen  ihnen  und  der  unendlich  ent- 


14  Erster  Abschnitt.    Projectivische  Beziehung  gerader 

fcrnte  Punkt  sind  immer  vier  harmoniscJie  Punkte  und  zwar  die  beiden 
ersten  zugeordnet,  die  beiden  letzten  zugeordnet;  2)  wenn  c  in  b  oder 
in  Q  liineinrällt,  so  muss  auch  b  hineinfallen,  d.  h.  wenn  von  vier  har- 
monisdien  Punkten  ein  Paar  mgeordnete  zusammenfallen,  so  muss  in 
diesem  Punkte  auch  eine)"  des  andern  Paares  zugeordneter  Punkte  liegen, 
oder:  vier  harmonische  Punkte  können  insbesondere  so  liegen,  dass 
drei  zusammenfallen  und  einer  abgesondert  ist.  Weil  endlich  m  C  .  m  b 
==  (ina/  positiv  ist,  so  müssen  mc  und  mb  gleichen  Richtungssinn 
haben,  d.  h.  c  und  b  immer  auf  derselben  Seite  von  m  liegen;  wäh- 
rend also  c  von  m  nach  a  fortschreitet,  geht  der  vierte  harmonische 
Punkt  b  vom  Unendlichen  im  entgegengesetzten  Richtungssinne  nach  a 
(delm  je  grösser  von  dem  constanten  Rechteck  die  eine  Seite  wird, 
desto  kleiner  muss  die  andere  werden),  und  wenn  c  von  in  nach  b 
fortrückt,  bewegt  sich  b  vom  unendlich  entfernten  Punkt  ebenfalls 
nach  b  hin  [vergl.  §.  7]*). 

Dieselben  Betrachtungen  können  wir  leicht  übertragen  auf  vier 
Strahlen,  deren  Doppelverhältniss  den  Wertli  —  1  hat.  Solche  vier 
Strahlen  ah  cd  eines  Strahlbüschels,  für  welche 

(ahcd)  ==  —  1 

ist,  heissen  vier  harmonische  Strahlen  und  zwar  ah  zugeordnete,  cd  zu- 
geordnete Strahlen-^  der  Werth  des  Doppelverhältnisses  zwischen  den  Sinus 
der  Winkel  liefert  die  Beziehung: 

^  sin  {ac)  j^  sin  {ad)  ^ 

sin  (&c)    '    sin  {hd) 


*)  Die  Erweiterung  dieser  Betrachtung  führt  zu  dem  für  geometrische  Be- 
trachtungen nützlichen  Princip  der  Transformation  durch  reciproke  Badien.  , Be- 
zeichnen wir  die  beiden  von  einander  abhängigen  veränderlichen  Punkte  c  und  b 
besser  durch  x  und  | ,  ihre  feste  Mitte  durch  m,  so  wird  vermittelst  der  Relation : 

mx  .  m|  =  const. 

auf  dem  geradlinigen  Träger  jeder  Punkt  x  in  einen  neuen  Punkt  |  transformirt, 
oder  die  ganze  gerade  Linie  wird  auf  sich  selbst  abgebildet.  Denken  wir  uns 
nun  diesen  Träger  um  den  festen  Punkt  m  gedreht  durch  180",  so  dass  er  die 
ganze  Ebene  durchstreift  und  seine  Punkte  x  und  |  dieselbe  doppelt  bedecken, 
dann  ist  dadurch  die  ganze  Ebene  auf  sich  selbst  abgebildet  d.  h.  jedem  Punkte 
X  der  Ebene  entspricht  ein  bestimmter  Punkt  |  auf  dem  Strahle  mx  vermöge  der 
obigen  Relation.  Jrgend  einer  Figur,  welche  der  Punkt  x  in  der  Ebene  beschreibt, 
entspricht  eine  transformirte  Figur,  die  der  Punkt  |  beschreibt  z.  B.  einer  geraden 
Linie  ein  Kreis,  einem  Kreise  im  Allgemeinen  wieder  ein  Kreis  u.  s.  f.  Aus  me- 
trischen und  Lagen-Verhältnissen  der  ersten  Figur  entspringen  neue  Beziehungen 
der  transformirten  P'igur  und  bilden  eine  reiche  Quelle  geometrischer  Forschung. 
(Vgl.  Einleitung  in  die  synthetisclfe  Geometrie  von  ü.  F.  Geiser  S.  159.) 
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Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  (§.  5)  folgt,  dass, 
wenn  man  irgend  vier  harmonische  Punkte  mit  einem  Punkt  B  durcli 
Strahlen  verbindet,  diese  vier  harmonische  Strahlen  sind,  und  wenn  man 
irgend  vier  harmonische  Strahlen  durch  eine  heliehige  Gerade  schneidet, 
die  vier  Schnittpunkte  vier  harmonische  Punkte  sind,  zugleich  auch  zu- 
geordnete Strahlen  die  zugeordneten  Punkte  enthalten  und  umgekehrt. 

Hiernach  ergiebt  sich  die  relative  Lage  von  vier  harmonischen 
Strahlen  aus  der  von  vier  harmonischen  Punkten.  Zwei  zugeordnete 
Strahlen  ah  theilen  nämlich  die  ganze  Ebene  in  vier  Winkelräume, 
von  denen  zwei  und  zwei  (Scheitel winkelräume)  gleich  sind;  das  andere 
Paar  zugeordneter  Strahlen  kann  nun  nicht  in  dieselben  Scheitel- 
winkelräume  fallen,  sondern  wenn  der  Strahl  c  in  das  eine  Paar 
Scheitelräume  fällt,  so  muss  der  zugeordnete  d  in  das  andere  Paar 
Neben-Scheitelräume  fallen,  oder  wie  man  sich  kürzer  ausdrückt:  bei 
vier  harmonischen  Strahlen  wird  ein  Paar  zugeordneter  Strahlen  durch 
das  andere  Paar  getrennt.  Ferner  giebt  es  zu  drei  beliebig  gewählten 
Strahlen  nur  einen  bestimmten  vierten  harmonischen,  der,  wenn  zwei 
als  zugeordnet  festgesetzt  sind,  dem  dritten  zugeordnet  ist.  Ebenso 
übertragen  sich  die  metrischen  Relationen  II.  IIL  IV.  auf  vier  har- 
monische Strahlen: 

Da 

sin  (da)     .    sin  (db)  ^  .   , 

""= — '/ — r  "T"  '^- — 7 — TV  —  ^  ist 

sin  (ca)     '    sm  {cb) 

und  * 

{da)  =  (de)  -\-  (ca)  ;     (db)  =  {de)  -}-  {cb) 

bei  festgehaltenem  Drehungssinn,  so  ergiebt  sich  durch  Auflösung  der 

sin  der  Summen: 

2.       cotg  {cd)  ==  —   { cotg  {ca)  +  cotg  {cb) }  • 

Auch  die  übrigen  metrischen  Beziehungen  zwischen  vier  liarmo- 
nischen  Strahlen,  analog  III.  und  IV.  ergeben  sich,  wenn  man  mit  m 
einen  Halbirungsstrahl  des  Winkels  (f/7>)  bezeichnet,  also 

{am)  =  {mb)  =  — •  ibm)  =  —  (w«)  ; 
die  Relation  1.  lässt  sich  dann  so  schreiben: 

sin  { i^am')  -{-  {mc)]  ^^  sin  { <^am)  -\-  (md) }  ^ 

sin  {{hm)  -f-  {mc)  }     '    sin  {(6w)  -f-  (md)} 

und  giebt  aufgelöst  mit  Berücksichtigung  der  vorigen  Relationen: 

tg  (mc)  —  tg  (ma)  j.    tg  (md)  —  tg  (ma)  ^ 

tg  (m<?)  -}-  tg  {ma)  "•"  tg  {md)  -f  tg  {ma)  ' 

tg  {mc)         tg  {ma) 


tg  {ma)         tg  {md) 
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3.       tg^  (ma)  =  tg^  {mh)  =  tg  (wc)  •  tg  {md)  . 
Ferner: 
sin  {  (ani)  -\-  (mc)  ]  -|-  sin  { (hm)  -\-  (mc) }  =  sin  («c)  -|-  sin  (&c) 

aufgelöst : 

2  cos  {am)  •  sin  (mc)  =  sin  («c)  -|-  sin  (hc)  ; 


ebenso : 
anderseits : 


2  cos  (am)  •  sin  (md)  =  sin  (ad)  -}-  sin  (hd)  ; 


2  sin  (am)  cos  (mc)  =  sin  (ac)  —  sin  (hc)  ; 
2  sin  (am)  cos  {md)  =  sin  (rt(^)  —  sin  {hd)  . 

Es  folgt  aber  aus  1.:  • 

sin  (ac)  -\-  sin  (&c)    sin  (&c)  ^  sin  (a«^)  -|-  sin  (bd) sin  (bd) 

sin  (bd)  —  sin  (ad)         sin  {bd)  '   sin  (&c)  —  sin  {ac)  sin  (fcc)  ' 

woraus  dann  folgt: 

-  sin  2  (mc";  [sin(&c)"l^  [sin  (ac)!  * 

sin  2  (m<Z)         [sin(6rf)J  |sin  (a(?)j 

Weitere  Beziehungen  zwischen  vier  harmonischen  Strahlen  siehe  unter 
„Aufgaben  und  Sätze"  am  Ende  des  ersten  Abschnitts. 

Die  Beziehung  3.  lässt  ähnlich  wie  III.  die  Abhängigkeit  eines 
Paares  zugeordneter  Strahlen  von  dem  andern  und  der  Halbirungs- 
linie  ihres  Winkels  erkennen;  halten  wir  ah  und  also  auch  die  Hal- 
birungslinie  m  des  Winkels  {ah)  fest  und  verändern  c,  so  wird  auch 
der  vierte  harmonische  Strahl  d  sich  bewegen,  aber  das  Product 
tg  {mc)  .  tg  {md)  constant  bleiben;  fällt  insbesondere  c  auf  m,  so 
muss  tg  {md)  =  oo  werden,  also  d  zn  m  senkrecht  stehen,  oder  was 
dasselbe  sagt:  d  Avird  der  Halbirungsstrahl  des  Nebenwinkels  von  {ah). 
Wir  schliessen  also:  Wenn  zwei  Strahlen  den  Winkel  und  NehenwinJcel 
zweier  andern  halhiren,  so  hilden  sie  mit  jene)i  vier  harmonische  Strahlen 
und  sind  einander  zugeordnet;  aber  auch  umgekehrt:  Wenn  von  vier 
harmonischen  Strahlen  zwei  zugeordnete  zu  einander  rechtwinklig  sind, 
so  halhiren  sie  die  Winkel  der  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen. 
(Wir  erkennen  ferner  leicht,  dass  dieselbe  Relation  3.  bestehen  bleibt, 
wenn  wir  statt  der  einen  Halbirungslinie  m  des  Winkels  {ah)  die 
andere,  zu  ihr  senkrechte  Halbirungslinie  des  Nebenwinkels  setzen.) 
Fällt  zweitens  bei  der  Bewegung  von  c  dieser  Strahl  auf  a  oder  &, 
so  muss  auch  d  auf  denselben  fallen,  also:  Wemi  von  vier  harmonischen 
Strahlen  ein  Paar  zugeordneter  zusammenfallen,  so  muss  auch  einer  des 
andern  Paares  hineinfallen,  oder:  vier  harmonische  Strahlen  können 
die  besondere  Lage  haben,   dass   drei  zusammenfallen   und   der  vierte 
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abgesondert  liegt.  Hinsichtlich  der  Bewegung  sehen  wir  endlich,  dass, 
während  c  das  Gebiet  zweier  Scheitelräume  des  Winkels  (ah)  durch- 
streift, der  zugeordnete  Strahl  d  das  Gebiet  der  beiden  andern  Neben- 
Scheitelräume  in  entgegengesetztem  Drehungssinne  durchstreift,  und 
dass  beide  einmal  auf  a,  das  andere  Mal  auf  h  zusammenfallen. 

§.  9.    Vorkommeii  harmonisclier  Elemente  beim  vollständigen  Viereck 

und  Vierseit. 

Harmonische  Punkte  und  Strahlen  bieten  sich  bei  sehr  vielen 
geometrischen  Untersuchungen  dar;  des  Folgenden  wegen  müssen  wir 
auf  ihr  Vorkommen  beim  vollständigen  Viereck  und  Vierseit  aufmerk- 
sam machen.  Sind  nämlich  cb  C^  b^  irgend  vier  Punkte  der  Ebene 
(Fig.  5)  (ein  vollständiges  Viereck),  so  giebt  es 
drei  Paare  Verbindungslinien  je  zweier  derselben 
(drei  Seitenpaare)  nämlich: 

cb     qbi,  die  sich  in  a  treffen  mögen 

cq    bbi,     -       -      '    B       -       ■    -    .^'''■ 

cbi  qb,  -  -  -  Bi  -  -  . 
•  Diese  drei  Schnittpunkte  bilden  das 
Diagonaldreieck  des  vollständigen  Vierecks, 
und  'die  drei  Seiten  desselben  heissen  die  drei 
Diagonalen  des  vollständigen  Vierecks,  die  drei  Ecken  die  Diagonal- 
punlie  desselben;  ziehen  wir  BB^^,  welche  Linie  cb  und  c^b^  resp.  in 
h  und  bi  treffe,  so  ist,  Weil  die  vier  -Strahlen  Ba,  Bh,  Bc,  Bh  die 
Gerade  c^bi  resp.  in  ob^qb!  treffen,  das  Doppelverhältniss  der  vier 
Strahlen  einmal  gleich  (obcb)  und  zweitens  gleich  (abtqbi)  (§.  5), 
mithin 

(abcb)  =  (abjqbi). 

Die  vier  Strahlen  B^^a,  B^h^,  B^c^,  -B^bi  treffen  aber  die  Gerade  cb 
in  den  resp.  Punkten  obbc  und  qb^  in  abi^bi,  mithin  ist 

(abiqbi)  =  (obbc) ; 
folglich  auch 

(obcb)  =  (abbc). 

Allgemein  aber  ist  (§.  6,  2): 

(ab cb)  •  (abbc)  =  1,  folglich 
(obcb)2  =  l, 
(abcb)  selbst  also  +  1  oder —  1;  den  Werth  -f  1  kann  dies  Doppel- 
verhältniss   nach   §.   7   nicht  haben,    weil  derselbe  nur  dann   auftritt, 
wenn    zwei    zugeordnete    Punkte    zusammenfallen,    was    hier    offenbar 
nicht  der  Fall  ist,  mithin  muss 

Steiner,  Vorlesungen  II.     2.  Aufl.  2 
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(abcb)  =  -  1 

sein,  d.  h.  (§.  8)  die  vier  Punkte  aöcb  sind  harmonisch  gelegen, 
ebenso  abi^bi;  folglich  sind  auch  die  vier  von  i?  ausgehenden  Strahlen 
vier  harmonische  Strahlen  und  ebenso  die  vier  durch  JB^  laufenden  Strahlen; 
da  von  den  letzteren  sowohl  die  Gerade  cq  als  auch  hb^  in  vier  har- 
monischen Punkten  getroffen  wird,  durch  welche  die  vier  von  a  aus- 
gehenden Strahlen  laufen,  so  sind  auch  die  letzteren  vier  harmonische 
Strahlen.     Wir  können  daher  folgenden  Satz  aussprechen: 

Beim  vollständigen  Viereck  bilden  in  jedem  der  drei  Diagonalpunkte 
die  beiden  Seiten  und  die  beiden  Diagonalen,  ivelche  durch  denselben  gehen, 
vier  harmonische  Strahlen  und  zwar  cntliält  jedes  Paar  zwei  zugeordnete. 

Dieselbe  Figur  lässt  sich  auch  anders  auffassen:  Wir  können  die 
vier  Verbindungslinien  cb,  C^bi,  CCj,  'b'Q^  als  vier  beliebige  Gerade  in 
der  Ebene,  ein  vollständiges  Vierseit,  ansehen;  diese  vier  Geraden 
schneiden  sich  in  drei  Punktenpaaren,  den  sechs  Ecken  des  voll- 
ständigen Vierseits  oder  den  drei  Paar  Gegenecken,  nämlich  B  und 
a,  c  und  bi,  b  und  Cj;  die  drei  Verbindungslinien  dieser  drei  Paare 
Gegenecken  heissen  Diagonalen  des  vollständigen  Vierseits,  ihre  Schnitt- 
punkte DiagonalpunJcte.     Hiernach  lautet  der  vorige  Satz: 

Beitn  vollständigen  Vierseit  bilden  auf  jeder  der  drei  Diagonalen  die  beiden 
Ecken  des  Vierseits  und  die  Schnittpunkte  der  beiden  andern  Diagonalen 
vier  harmonische  Punkte  und  zwar  besteht  jedes  Paar  aus  zwei  zugeordneten. 

Es  folgt  hieraus  leicht  eine  Construction  sowohl  des  vierten  har- 
monischen Punktes,  als  auch  Strahles  zu  drei  gegebenen  allein  mit 
Hülfe  des  Lineals,  wenn  zwei  als  zugeordnete  angenommen  sind: 

1)  Sind  auf  einer  Geraden  drei  Punkte  abc  gegeben,  und  soll  der 
vierte  harmonische  dem  c  zugeordnete  Punkt  b  gefunden  werden,  wäh- 
rend a  und  h  das  eine  Paar  zugeordneter  Punkte  ist,  so  ziehe  man 
durch  c  einen  -  beliebigen  Strahl  und  nehme  zwei  beliebige  Punkte  x 
und  y  auf  demselben,  verbinde  ogü,  xh,  ya,  yh  und  bestimme  die 
Schnittpunkte : 

(xa,  y'b)  und  {xh,  ya) , 

deren  Verbindungslinie   die  Gerade   in  dem  gesuchten  Punkte  b  trifft. 

2)  Sind  drei  durch  einen  Punkt  0  gehende  Strahlen  abc  gegeben, 
und  man  soll  den  vierten  harmonischen  dem  c  zugeordneten  Strahl  d 
finden,  während  ab  das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  ist,  so 
ziehe  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  von  c  irgend  zwei  Gerade, 
welche  a  und  b  resp.  in  ab  und  a^^hi  treffen;  dann  giebt  der  Schnitt- 
punkt (ahi,  ha^)  mit  0  verbunden  den  gesuchten  vierten  harmonischen 
Strahl  d. 
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§.  10.  Allgemeine  Folgerungen  aus  der  Gleichlieit  der  Doppelverhältnisse. 
Construction  entsprechender  Elemente'zweier  projectivischer  Gebilde. 

Die  am  Ende  des  §.  5  bewiesene  Gleichheit  der  Doppelverhält- 
nisse zwischen  irgend  vier  Punkten  einer  Geraden  und  vier  Strahlen 
eines  Strahlbüschels,  welche  durch  jene  gehen: 

(ab.cb)  =  (abcd) 

liefert  zuvörderst  zwei  allgemeine  Sätze,  deren  specielle  Fälle  für  har- 
monische Punkte  und  Strahlen  wir  bereits  angewendet  haben,  nämlich: 

1)  Zieht  man  durch  ein  beliebiges  Strahlbüschel  von  vier  Strahlen 
ab  cd  irgend  welche  Gerade  (Transversalen),  die  jene  resp.  in  den  Punhten 
abcb  treffen,  so  ist  der  Werth  des  Doppelverhältnisses  (aBcb)  immer 
derselbe 

(aBcb)  =  const, , 

zvelches   auch  die  Lage   der   hindurchgehenden   Transversale  sei,  nämlich 
gleich  dem   Werthe  des  Doppelverhältnisses  der  vier  Stralüen  (ab cd). 

2)  Verbindet  man  irgend  vier  PimMe  abcb  einer  Geraden  mit  be- 
liebigen Punkten  der  Ebene  durch  je  vier  Strahlen  abcd,  so  haben  diese 
Strahlbüschel  immer  dasselbe  Doppelverhältniss 

{abcd)  =  const, , 

welches  auch  die  Lage  ihres  Mittelpunktes  sei,  nämlich  das  Doppelverhält- 
niss der  vier  Punkte  (o6cb). 

Da  ferner  diese  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  zwischen  ent- 
sprechenden Elementen  der  beiden  in  perspectivischer  Lage  befind- 
lichen Gebilde  ganz  unabhängig  ist  von  der  perspectivischen  Lage,  indem 
sie  nur  die  Abstände  der  Punkte  von  einander  und  die  Winkel  zwischen  den 
entsprechenden  Strahlen  enthält,  so  bleibt  sie  auch  bestehen,  wenn 
die  perspectivische  Lage  aufgehoben  wird,  und  enthält  das  allgemeine 
Gesetz  für  die  projectivische  Besiehung  (§.  2)  eines  rig.  c. 

Strahlbüschels  und  einer  Punktreihe  auf  einander. 
Wenn  wir  also  die  Strahlen  eines  Strahlbüschels 
und  die  Punkte  einer  Punktreihe  projectivisch 
auf  einander  beziehen  wollen,  so  dürfen  wir  drei 
Paare  von  Elementen  abc  und  abc  willkürlich  als 
entsprechende  annehmen  (Fig.  6),  weil  erst  zwi- 
schen vier  Paaren  die  Bedingung  obwaltet:  a  c  5~ 

(abcd)  =  (abcb) . 
Durch  jene  drei  Paare  ist  aber  die  Beziehung  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt;    denn  nehmen  wir  jetzt   einen   beliebigen  vierten   Strähl  d 

2* 


20  Erster  Abschnitt.     Projectivische  Beziehung  gerader 

des  Strahlbüscliels ,  so  ist  der  Werth  von  (ahcd)  gegeben,  und  da 
(obcb)  denselben  gegebenen  Wertli  hat,  so  giebt  es  nur  einen  be- 
stimmten Punkt  b  (§.  7),  welcher  diesen  Werth  liefert,  wofern  man 
auch  das  Vorzeichen  des  Werthes  von  (abcb)  berücksichtigt.  (Will 
man  von  dem  Vorzeichen  absehen,  so  würde  durch  die  vorige  Gleichung 

das  Verhältniss  e-;-  nur  seinem   absoluten  Werthe  nach   gegeben  sein, 

und  die  Lage  des  Punktes  b  wäre  dann  zweideutig;  ob  aber  b  zwischen 
ab  oder  ausserhalb  ah  liegt,  entscheidet  alsdann  die  Uebereinstimmung 
des  Drehungssinnes  mit  dem  Richtungssinn  in  beiden  projectivischen 
Gebilden,  und  diese  gestattet  nur  eine  Lage  von  b;  siehe  §.  4.)  Dem- 
nach gehört  zu  jedem  Strahle  d  nur  ein  einziger  entsprechender  Punkt 
b  und  auch  umgekehrt;  lassen  wir  den  Strahl  d  das  ganze  Strahl- 
büschel durchstreifen,  so  wird  der  entsprechende  Punkt  die  ganze 
Punktreihe  durchlaufen.  Wir  können  also  den  oUgmieinen  Satz  aus- 
sprechen: 

Sämmtliche  Paare  entsprechender  Elemente  zweier  projectivischer  Ge- 
bilde (eines  Strahlhüschels  und  einer  PunktreiJie)  sind  vollständig  hestimmt 
durch  drei  Paare  entsprechender  Elemente,  welche  tviUkührlich  angenommen 
iverden  hönnen;  zu  jedem  vierten  Element  des  einen  Gebildes  kann  das 
entsprecliende  Element  des  andern  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhaltnisse 

(a&c^r)  ==  (abcj) 

unzweideutig  ermittelt  werden  und  die  beiden  Gebilde  lassen  sich  dadurch, 
ivenn  sie  in  beliebiger  (allgemeiner)  Lage  sich  befinden,  in  ihre  ursprüng- 
liclie  perspectiviscJie  Lage  zurückbringen. 

Wir  werden  bald  Constructionen  ermitteln,  um  entsprechende 
Elemente  bei  allgemeiner  Lage  der  Gebilde  allein  mittels  des  Lineals 
zu  erhalten,     (Siehe  Ende  des  §.) 

Die  beiden  im  Anfange  dieses  §.  ausgesprochenen  Sätze  lassen 
sich  in  dem  Sinne  erweitern,  dass  man  an  Stelle  von  vier  Strahlen 
und  vier  Punkten  das  ganze  Strahlbüschel  und  die  ganze  Punktreihe 
treten  lässt  und  an  Stelle  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  die 
durch  dieselbe  gegebene  projectivische  Beziehung  entsprechender  Ele- 
mente zweier  Gebilde. 

Wir  sagen,  zwei  Punktreihen  aöcb  ...  J  ...  und  HxbiCibi  ...  i\  ... 
befinden  sich  in  perspectivischer  Lage,  wenn  sie  sich  in  demselben 
Strahlbüschel  B  befinden,  d.  h.  die  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte    aOi,    bb^  .  .  .  jJi    sämmtlich    durch    einen    Punkt    B    laufen 
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Fig.  7. 


(Fig.7);  der  Punkt  B  heisst  dahei  Projectionsjnmld,  die  sämmtlichen  Strahlen 
aa,,,  hhi,  CC^  .  .  .  Projedionsstrahlcn,  diejenigen  Punkte,  welche  auf  dem- 
selben Projectionsstrahle  liegen,  entsprechende  PnnJäc.  Diese  Beziehung 
entsprechender  Punkte  der  beiden  Punktreihen 
ist  demselben  Gesetze  unterworfen,  wie  die 
früher  betrachtete  Beziehung  zwischen  Strahl- 
büschel und  Punktreihe,  derart,  dass  für  irgend 
vier  Paare  entsprechender  Elemente  die  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse  stattfindet: 
(oBcj)=-(a,biqjO. 

nach  §.  10,  jf). 

Diese  Beziehung  bleibt  also  bestehen, 
auch  wenn  die  perspectivische  Lage  aufge- 
hoben wird,  und  heisst  für  die  allgemeine  Lage  der  beiden 
Punktreihen  die  projectivische  Beziehung  derselben,  oder  die  Gebilde 
selbst  heissen  projectivisch.  Der  vorhin  für  Strahlbüschel  und  Punktreihe 
ausgesprochene  allgemeine  Satz  gilt  jetzt  in  ganz  gleicher  Weise 
für  zwei  projectivische  Puuktreihen.  'Anderseits  sagen  wir,  zwei 
Strahlbüschel  ahcd  .  .  .  x  .  .  .  .  und  aJ)^Cyd^  .  . .  x^  .  .  .  befinden  sich  in 
perspectivischer  Lage,  wenn  ihre  Strahlen  durch  die  Punkte  derselben 
Punktreihe  gehen  oder  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  (aa^ 
{hhy)  (t'q)  .  .  {xx^)  auf  derselben  Geraden 
%  liegen  (Fig.  8);  diese  Gerade  heisst  als- 
dann der  perspectivische  Durchschnitt  der 
beiden  Strahlbüschel,  und  immer  zwei  solche 
Strahlen  heissen  entsprechende,  welche  durch 
denselben  Punkt  des  perspectivischen  Durch- 
schnitts gehen.  Diese  Beziehung  ent- 
sprechender Strahlen  der  beiden  Strahl- 
l)üschel    auf   einander   ist    demselben    Ge-   • 

setze  unterworfen,  wie  die  früher  untersuchte  Beziehung  zwischen 
Strahlbüschel  und  Punktreihe,  derart,  dass  für  irgend  vier  Paare  ent- 
sprechender Elemente  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

(ahcx)  =  (a^Jji^c^Xi) 

stattfindet  (nach  §.  10,  U);  sie  bleibt  also  bestehen,  auch  wenn  die 
perspectivische  Lage  aufgehoben  wird,  und  heisst  ebenfalls  für  die 
allgemeine  Lage  zweier  Strahlbüschel  projectiviscJie  Beziehung  derselben, 
oder  die  Gebilde  selbst  heissen  projectivisch.  Der  vorhin  für  Strahl- 
büschel und  Punktreihe  ausgesprochene  allgemeine  Satz  gilt  jetzt 
in  ganz  gleicher  Weise  für  zwei  projectivische  Strahlbüschel. 


Fig.  8. 
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Wir  haben  hiedurch  eine  eindeutige  gegenseitige  Abhängigkeit 
der  Elemente  zweier  Gebilde,  mögen  diese  1)  Strahlbüschel  und  Punkt- 
reihe oder  2)  zwei  Punktreihen  -oder  3)  zwei  Strahlbüschel  sein,  aus 
der  perspectivischen  Lage  derselben  abgeleitet  und  durch  die  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse  zwischen  irgend  vier  entsprechenden  Ele- 
mentenpaaren unabhängig  von  der  perspectivischen  Lage  ausgedrückt, 
so  dass  wir  auch  umgekehrt  schliessen  können: 

Wenn  die  Elemente  zweier  Gehüde  in  der  Weise  einander  entsprechen, 
dass  zwiselien  irgend  vieren  des  einen  Gebildes  und  den  entsprechenden 
des  andern  die  Gleichheit  der  Boppelverhältnisse  stattfindet,  zugleich  aber 
auch  Uebcrcinstimmung  des  JDrehungssinnes  und  (oder)  lUchtungssinnes 
(§.  4)  herrscht,  dann  sind  die  beiden  Gebilde  projectiviseh  d.  h.  Icönnen 
in  perspectivische  Lage  gebracht  iverden. 

Hieraus  folgt  ein  allgemeiner  sehr  häufig  zur  Anwendung  kommen- 
der Satz: 

Wenn  eine  beliebige  Anzahl  von  Gebilden  (PunJdreihen  oder  Strahl- 
büsehel)  in  der  Verbindung  mit  einander  steht,  dass  das  erste  mit  dem 
zweiten,  das  zweite  mit  dem  dritten,  das  dritte  mit  dem  vierten  u.  s.  f. 
das  vorletzte  mit  dem  letzten  projectiviseh  ist,  so  ist  auch  das  letzte  mit 
dem  ersten  projectiviseh. 

Wir  können  hievon  eine  nützliche  Anwendung  machen  zur  Con- 
struction   entsprechender   Elemente  bei  zwei  projecti vischen  Gebilden, 
i'ig.  9.  deren  Beziehung  durch  drei  willkürlich  ge- 

wählte Elementenpaare  bestimmt  wird: 

a)  Sind  auf  zwei  Geraden  5t  51^  drei 
Paare  von  Punkten  abc  und  aiB^q  willkürlich 
gegeben  und  sollen  diese  entsprechende 
Punktenpaare  zweier  projectivischen  Punkt- 
,  reihen  %%^  sein,  so  ist  durch  sie  die 
ganze  projectivische  Beziehung  vollständig 
bestimmt,  und  es  können  beliebig  viele  an- 
dere Paare  entsprechender  Punkte  allein  mittels  des  Lineals  in 
folgender  Weise  construirt  werden:  Man  ziehe  oa^  und  nehme  in 
diesem  Strahl  zwei  beliebige  Punkte  B  und  B^  an  (Fig.  9),  dann 
treffen  sich  I:?b  und  B^^^  in  ß,  ferner  J5c  und  jB^q  in  y;  man  ziehe 
ßy  und  verbinde  irgend  einen  Punkt  |  dieser  Linie  einmal  mit  B  und 
das  andere  Mal  mit  J5^;  wo  diese  Strahlen  %  und  51^  treffen,  hat  man 
allemal  zwei  entsprechende  Punkte  J  und  x.i  ^^^  beiden  Punktreihen; 
bewegt  man  |  auf  der  Geraden  ßy,  so  erhält  man  dadurch  sämmtliche 
Paare  entsprechender  Punkte.     Die  Richtigkeit  dieser  Construction  ist 
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mit  Hülfe  des  vorigen  Satzes  evident,  denn  bezeichnen  wir  noch  den 
Schnittpunkt  von  ßy.  mit  QO^  durch  «,  so  ist  die  Punktreihe  aficj 
projectivisch  mit  der  Punktreihe  ccßy^,  weil  beide  perspectivisch  liegen 
(im  Strahlbüschel  i>*),  ferner  aßy^  projectivisch  mit  di^BiC^Ji,  weil 
beide  perspectivisch  liegen  (im  Strahlbüschel  B^),  folglich  auch  abcj 
projectivisch  mit  flibiC^Ji  w.  z.  b.  w. 

Ziveite  Construdion.     (Fig.  10,)     Man  nehme  in.  dem  Strahle  00^ 
einen  beliebigen  Punkt  JB  an  und  ziehe  durch  j,.    ^^, 

0^  eine  beliebige  Gerade,  welche  von  Bh  und 
J5c  resp.  in  ß  und  y  getroffen  wird;  dann 
mögen  sich  ßh^  und  yC^  in  J>\  treffen;  ver- 
bindet man  irgend  einen  Punkt  J  der  ersten 
Punktreihe  mit  B  und  trifft  i^E  in  |  die 
Gerade  ßy,  so  wird  JB^I  die  zweite  Punkt- 
reihe in  dem  gesuchten  entsprechenden  Punkte 
Ji  treffen. 

Dritte   Construdion.     Man    nehme    zwei 
willkürliche  Punkte  B  und  B^  an  und  bestimme  den  Schnittpunkt: 

(Ba,  B,a,)  =  a, 

ziehe  durch  a  zwei  beliebige  Gerade  2  und  2^  und  bezeichne  die 
Schnittpunkte  auf  denselben: 

iBh,ü)  =  ß-    {B,\,2,)  =  ßr, 
(Bc,ü)  =  y-     {B,c„2,)  =  yr, 
endlich  bestimme  man  den  Schnittpunkt: 

dann  wird  irgend  ein  Strahl  durch  0  die  Geraden  2  und  2^  in  |  und 
^i  treffen;  I?|  und  B^^^  schneiden  aber  auf  den  gegebenen  Trägern 
allemal  zwei  entsprechende  Punkte  j  und  j^  aus. 

b)  Sind  durch  die  Mittelpunkte  B  und  B^  drei  Strahlenpaare  ahc 
und  %&/q  willkürlich  gezogen,  und  sollen  dieselben  entsprechende 
Strahlen  zweier  projectivischer  Strahlbüschel  B  und  B^  sein,  so  ist 
durch  sie  die  ganze  projectivische  Beziehung  vollkommen  bestimmt, 
und  es  können  beliebig  viele  andere  Paare  entsprechender  Strahlen 
allein  mittels  des  Lineals  in  folgender  Weise  construirt  werden:  Durch 
den  Schnittpunkt  (a,  a^)  ziehe  man  zwei  beliebige  Gerade  5t  und  St^ 
und  bestimme  die  Schnittpunkte  (^h)  =  h,  (Stc)  =  c,  {'^i\)  =  ^i, 
(3liq)==q;  (bbi,  cq)==0.  Jeder  durch  0  gehende  Strahl  trifft  % 
und  51^  in  zwei  solchen  Punkten  j  und  j^,   dass  dieselben  mit  B  und 
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Bi  verbunden  zwei  entsprechende  Strahlen  xx^  der  beiden  Strahl- 
büschel liefern  und  wir  erhalten  durch  die  Drehung  der  Geraden  um 
0  die  sämmtlichen  Paare  entsprechender  Strahlen.  Der  Nachweis  der 
Richtigkeit  dieser  Construction  sowie  die  Uebertragung  der  anderen 
im  vorigen  Falle  a)  angegebenen  Cönstructionen  wird  für  den  Leser 
ohne  Schwierigkeit  sein, 

c)  Sind  drei  Strahlen  ahc  eines  Strahlbüschels  B  und  drei  Punkte 
a^bj^Ci  einer  Geraden  tl^  willkürlich  gegeben  und  sollen  diese  entsprechende 
Elemente  zweier  projectivischen  Gebilde  B,  St^  sein,  so  ist  durch  sie 
die  ganze  projectivische  Beziehung  vollständig  bestimmt  und  es  können 
beliebig  viele  andere  Paare  entsprechender  Elemente  allein  mittels  des 
Lineals  in  doppelter  Weise  construirt  .werden:  entweder  man  schneide 
das  Strahlbüschel  B  durch  eine  beliebige  Transversale,  wodurch  man 
drei  Schnittpunkte  oBc  auf  derselben  erhält,  suche  nach  a)  zu  abc 
und  OxbiCi  beliebig  viele  Elementenpaare  jji  und  ziehe  B^,  dann  ist 
dieses  der  jedesmal  entsprechende  Strahl  zu  j^;  oder  man  verbinde 
einen  beliebigen  Punkt  Bj^  mit  a^hiC^  durch  drei  Strahlen  «i&iq,  suche 
nach  b)  zu  ahc  und  a^^h^c^  beliebig  viele  Paare  entsprechender  Strahlen 
xXi]  der  Schnittpunkt  von  x^^  mit  31^  liefert  denjenigen  Punkt  Ji, 
welcher  dem  Strahle  x  entsprechend  ist. 

§.  11.    Bedingung  für  die  perspectivische  Lage  zweier  projectivischer 

,     Gebilde. 

Zwei  projectivische  Gebilde:  ein  Strahlbüschel  und  eine  Puiikt- 
reihe  befinden  sich  dann  in  perspectivischer  Lage,  wenn  jeder  Strahl 
des  Strahlbüschels  durch  den  ihm  entsprechenden  Punkt  der  Punkt- 
reihe geht  (§.  2)  oder  jeder  Punkt  der  Punktreihe  auf  dem  ihm  ent- 
sprechenden Strahl  des  Strahlbüschels  liegt.  Dies  ist  der  Fall 
für  jedes  Elementenpaar,  sobald  es  nur  für  irgend  drei  Paare  ent- 
sprechender Elemente  stattfindet,  weil  durcji  diese  drei  Paare  die 
gfinze  projectivische  Beziehung  bestimmt  wird.  Hat  man  daher  ein 
Strahlbüschel  und  eine  mit  ihm  projectivische  Punktreihe  in  irgend 
welcher  Lage,  so  dürfte  es  höchstens  zweimal  vorkommen,  dass 
Strahlen  durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  gehen;  denn  käme 
es  dreimal  vor,  so  müssten  sJlmmtliche  Strahlen  durch  die  ihnen 
entsprechenden  Punkte  gehen  und  die  beiden  Gebilde  lägen  perspec- 
tivisch. 

Zwei  projectivische  Punktreihen  befinden  sich  in  perspectivischer 
Lage,  wenn  die  Verbindungsstrahlen  sämmtlicher  Paare  entsprechender 
Punkte   (Projectionsstrahlen)  durch   einen   und   denselben  Punkt  (Pro- 
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jectionspunkt)  gehen  (§.  10);  dies  wird  auch  hier  für  sämmtliche  Paare 
der  Fall  sein,  sobald  es  für  irgend  drei  Paare  stattfindet,  weil  durch 
drei  Paare  die  ganze  projectivische  Beziehung  bestimmt  ist.  Der- 
jenige Projectionsstrahl,  welcher  bei  der  perspectivischen  Lage  der 
beiden  Punktreihen  nach  dem  Schnittpunkte  ihrer  Träger  hingeht, 
trifft  sie  in  zwei  zusammenliegenden,  im  Schnittpunkte  vereinigten 
Punkten,  welche  entsprechende  Punkte  sind;  umgekehrt:  wenn  im 
Schnittpunkte  der  Träger  beider  Punktreihen  zwei  entsprechende  Punkte 
vereinigt  sind,  so  wird  der  sie  verbindende  Projectionsstrahl  seiner 
Richtung  nach  unbestimmt  oder  kann  jede  Gerade  sein,  die  durch 
diesen  Schnittpunkt  geht;  suchen  wir  daher  den  Schnittpunkt  zweier 
beliebiger  anderer  Projectionsstrahlen  auf  und  verbinden  ihn  mit  dem 
Schnittpunkte  der  Träger,  So  können  wir  sagen,  dass  durch  ihn  drei 
Projectionsstrahlen  gehen,  dass  also  die  beiden  Punktreihen  perspecti- 
visch  liegen;  wir  können  daher  für  die  perspectivische  Lage  zweier 
Punk^reihen  folgende  einfachere  Bedingung  setzen: 

L  Wenn  zivei  projectivische  Punktrdlien  so  liegen,  dass  in  dem 
Schnittpunkte  ihrer  Träger  zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind,  so 
befinden  sie  sich  in  perspectivischer  Lage,  d.  h.  die  Verbindungslinien 
sämmtlicher  Paare  entsprechender  Punkte  laufen*  durch  einen  Punkt. 

In  gleicher  Weise  verhält  es  sich  mit  der  perspectivischen  Lage 
zweier  projectivischer  Strahlbüschel;  dieselbe  findet  dann  statt,  wenn 
die  Schnittpunkte  sämmtlicher  Paare  entsprechender  Strahlen  auf  der- 
selben Geraden  liegen,  und  dies  isf  der  Fall,  sobald  drei  von  diesen 
Schnittpunkten  in  einer  Geraden  liegen;  diese  Bedingung  wird  aber 
dadurch  erfüllt,  dass  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  zwei 
entsprechende  Strahlen  zusammenfallen,  weil  deren  Schnittpunkt  jeder 
beliebige  ihrer  Punkte  sein  kann;  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte 
zweier  beliebiger  anderer  Strahlenpaare  enthält  dann  also  drei  solcher 
Punkte  und  die  Gebilde  liegen  somit  perspectivisch;  also: 

IL  Wenn  zwei  projectivische  Strahlbiischel  so  liegen,  dass  in  der  Ver- 
bindungslinie ihrer  Mitteljyimkte  zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt  sind, 
so  befinden  sie  sich  in  perspectivischer  Lage,  d.  h.  die  Schnittpunkte 
sämmtlicher  Paare  entsprechender  Strahlen  liegen  auf  einer  Geraden. 

Diese  beiden  Sätze  werden  in  der  Folge  die  häufigste  Anwendung 
finden;  beispielsweise  wollen  wir  einen  geometrischen  Satz  aus  ihnen 
ableiten: 

Werden  zwei  Gerade,  die  sich  in  a  treffen,  von  drei  durch  einen 
Punkt  B  gehenden  Strahlen  in  den  Punkten  aby  und  a^b^y^  getroffen 
(Fig.  11),  und  nehmen  wir  auf  yy^  zwei  beliebige  Punkte  cq  an,  so 
werden,  weil  die  Punkte  cuiby  und  aa^j^^y^  perspectivisch  liegen,  wenn 
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Fig.  U. 


wir  c  mit  den  erster en  und  q  mit  den  letzteren  verbinden,   in  c  und 
Cj   zwei  projectivische   Strahlbüschel   von  je   vier    Strahlen  entstehen; 

diese  haben  aber,  weil  cy  und  c^y^  in 
cq  vereinigt  sind,  noth  wendig  per- 
spectivische  Lage  (II),  mithin  liegen  die 
drei  Schnittpunkte  (ca,  c^a^  {ch,  cj)^ 
und  a  oder  {ah,  a^l)^)  in  einer  Geraden 
d.  h. 

Wenn  zwei  Dreiecke  ahc  und  a^h^c^ 
so  liegen,  dass  die  Verbindungslinien  ihrer 
Ecken  aa^,  hh^,  cc^  durch  einen  Punkt 
laufen ,  dann  liegen  die  Schnittpunkte  ihrer 
correspondirmden  Seiten: 

{ah,  a^h^  {hc,  \c^  (ca,  c^a^ 
auf  einer  Geraden. 

Der  in  derselben  Weise  abzuleitende  gegenüberstehende  Satz  i^t  zu- 
gleich der  umgekehrte  von  diesem: 

Wenn  zivei  Breiecke  ahc  und  a^h^c^  so  liegen,  dass  die  drei  Schnitt- 
punkte ihrer  Seiten  {ah,aj)^  (Jbc,h^c^)  und  {ca,Cia^  auf  eitler  Geraden 
sich  finden^  so  laufen  die  Verhindungslinien  ihrer  correspondirenden  Ecken 
aa^,  h\,  ccy  durch  einen  Punkt*). 

Denkt  man  sich  noch  ein  drittes  Dreieck  a^h^c^  so  gelegen  (per- 
spectivisch) ,  dass  aa^a.^,  hhj).^,  cc^c^  in  je  einer  durch  den  Punkt  B 
gehenden  Geraden  liegen,  so  kofamt  der  vorige  Satz  dreimal  zur 
Anwendung  und  die  Schnittpunkte  correspondirender  Seitenpaare  liegen 
dreimal  tw.  je  dreien  'auf  einer  Geraden;  diese  drei  Geraden  laufen 
wieder  durch  einen  Punkt;  bezeichnen  wir  nämlich  diese  Schnittpunkte 
in  mehr  symmetrischer  Weise: 

(&iCi,   h^c.^  =  a     {h^c.^,  hc)  =  a^      {hc,  h^c^)  =  a^ 

{c^a^,  c^a.^  =  ß     {c^a^,  ca)  ==  ß^     {ca,  c^a^)  =  ß.^ 

{aj)^,  aM  =  7     (P'A,  (^^>)  =  Vi     («^;  «1^)  =  y-i , 

so   liegen  nach   dem  vorigen  Satze   sowohl   aßy  als  auch  cc^ß^yi  und 

^ißiY'i  i^i  J6  einer  Geraden;  fassen  wir  nun  die  beiden  Dreiecke  aa^^a.^ 

und  ßßiß^  auf,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Schema,  dass 

ß  ßi  identisch  mit  c^a^ 


a  a^  ic 

entis( 

;h  ist  mit  h^c.^ 

«1«2 

- 

-       -     hc 

«2« 

- 

-      -     hci 

c  a 
c,a. 


*)  Die  hieran  sich  knüpfende  Frage  „ob  zwei  Dreiecke  gleichzeitig  auf  mehr 
als  eine  Art  pers])ectivisch  liegen  können"  ist  von  Bosanes  und  Schröter  in  den 
Math.  Annalen  Bd.  II.  S.  549  u.  553  beantwortet  worden. 
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folglich  der  Schnittpunkt: 

(^a  a^,  ß  ßi)  identisch  mit  c^ , 

(«l«2;  /5i/32)  -  -     c    , 

(«2«  ,  ß2ß  )  -  -     Cf 

Da  nun  cCiC^  in« einer  Geraden  liegen,  so  müssen  nach  dem  vorigen 
Satze  aß,  cc^ß^,  «2/^2  ^^^^  ^^  einem  Punkte  treffen.  Wir  haben  daher 
folgenden  Satz: 

Wenn  auf  drei  durch  einen  Funkt  0  gehenden  Strahlen  die  EcJcen 
von  drei  Dreiecken  ahc,  a^b^c^,  a^K^c^,  so  gelegen  sich  vorfinden,  dass 
aa^a.^,  hhj}2,  cc^a^  in  je  einem  Strahle  liegen,  dann  werden  von  den 
Schnittpunkten  correspondirender  Seiten: 

{\c^,  \c^)  =  a  {\c.^,hc)  =  a^  (^c,  \c^)  =  a^ 
(qai,  c^a^)  =  ß  {c^a.^,  ca)  =  ß^  {ca,  c^a^)  =  ß^ 
(«i&i,  «2^2)  =  Y     («2^2^  ^^)  ==  Vi     {^^)  %^i)  =  7% 

die  Punkte:  ccßy,  cc^^ß^yx,  «2/^2^2  *^  j^  einer  Geraden  liegen  und  diese 
drei  Geraden  durch  einen  Punkt  Q  laufen. 

Diese  Figur  liefert  ein  eigenthümliches  Arrangement  von  15 
Geraden  und  20  Punkten  in  der  Art,  dass  immer  4  von  den  20  Punkten 
auf  einer  der  15  Geraden  liegen  und  immer  drei  von  den  15  Geraden 
durch  einen  der  20  Punkte  laufen.  Die  20  Punkte  entsprechen  sich 
ferner  paarweise  in  der  Art,  dass,  wenn  man  von  irgend  einem  aus- 
geht, die  drei  durch  ihn  gehenden  Geraden  und  die  auf  letzteren 
gelegenen  Ecken  dreier  Dreiecke  aufsucht,  die  angegebene  Construc- 
tion  zu  einem  bestimmten  anderen  Punkte  des  Systems  führt,  ebenso 
wie  man  von  0  zu  Q  gelangt.*)    (Siehe  die  Figur  «m  Ende  von  §.  28). 

§.  12.    Besondere  Elemente  bei  zwei  projectivischen  Punktreihen. 
Doppeltes  System  entsprechender  gleicher  Strecken. 

Unter  allen  Paaren  entsprechender  Punkte  bei  zwei  projectivischen 
Punktreihen  giebt  es  einige  von  besonderer  Eigenthümlichkeit,  welche 
ihrer  Bedeutung  wegen  näher  untersucht  werden  sollen;  bei  jeder 
Geraden  ist  der  unendlich  entfernte  Pimkt  von  besonderem  Interesse, 
weil  er  seine  Eigenthümlichkeit  nicht  verliert,  wenn  die  Gerade 
irgendwie  ihre  Lage  verändert  (§.  3).  Nennen  wir  bei  zwei  projecti- 
vischen Punktreihen  %%^  den  unendlich  entfernten  Punkt  der  einen  (\^ , 
den  der  andern  Xi,  so  werden  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  q^  und 


*)  Auf  diese  Figur  hat  zuerst  Hesse  (im  CreZZcschen  Journal  für  reine  und  an- 
gewandte Mathematik  Bd.  41  Seite  270)  aufmerksam  gemacht  und  gezeigt,  dass 
dieselbe  bei  der  /Sfemcr  sehen  Erweiterung  des  PascaZ  sehen  Satzes  auftritt  (§.  28). 
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Fig.   12. 


r  im  Allgemeinen  eine  bestimmte  Lage  im  Endlichen  haben.  Denken 
wir  uns  die  beiden  Punktreihen  in  perspectiyische  Lage  gebracht,  wo- 
durch die  unendlich  entfernten  Punkte  sich  nicht  ändern,  und  sei 
B  der  Projectionspunkt    für    die    perspectivische    Lage    (Fig.   12),    so 

treffen  die  durch  B  zu  den 
Trägern  der  beiden  Punkt- 
reihen gezogenen  Parallelen 
jene  in  den  beiden  Punkten 
r  und  q^.  Die  durch  diese 
Buchstaben  r,  q^  sanctionir- 
ten  ausgezeichneten  Punkte 
heissen  daher  die  Durch- 
sei mittspimläe  der  Parallel- 
strahlen  und  sind  nichts  an- 
deres, als  die  den  imendlieh  entfernten  Bunldeu  cntspreehcnden  Ftinlde;  sie 
bleiben  unverändert,  wenn  die  perspectivische  Lage  aufgehoben  wird, 
weil  die  unendlich  entfernten  PunJjte  q'^  und  rf  selbst  sich  nicht  ändern. 
Es  könnte  scheinen,  als  ob  das  bei  der  perspecti vischen  Lage  in 
dem  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  vereinigte  Paar  ee^  ein  aus- 
gezeichnetes Paar  entsprechender  Punkte  wäre;  dies  ist  aber  nicht  der 
Fall,  weil  es  seine  Eigenthttmlichkeit  mit  der  Aufhebung  der  perspec- 
tivischen  Lage  verliert  und  jedes  andere  Paar  entsprechender  Punkte  ver- 
einigt ebenfalls  perspectivische  Lage  hervorruft.  Nehmen  wir  irgend 
zwei  Paare  entsprechender  Punkte  Jji  und  ^^^  und  die  besonderen 
Paare  rrf,  q°^qi,  so  ist  wegen  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

(j^rq")  =  (jit)irfq,) 

da  nun  q''  der  unendlich-entfernte  Punkt  der  ersten  Geraden  ist  und 
allgemein 

'     ^5  =.  B 
l)q         t)q 

so  wird  für  q^q"^;  ^q"*  =  oo  und 


+  1, 


mithin 


oder 


^  =  1,  ebenso  ^'„ 


^^?-qi5i  =  n}-qilji-, 


1, 
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halten  wir  also  ein  Paar  l)^^  fest  und  verändern  das  andere  Paar  ^'fi, 
so  bleibt  dieses  Rechteck  constant: 

^S- ^1?!  =  const., 

und  wir  sehen  das  ganze  System  entsprechender  Punkte  vermittelst 
der  Durchschnittspunkte  der  Parallelstrahlen  durch  eine  viel  einfachere 
Relation  mit  einander  verbunden,  als  es  die  Gleichheit  der  Doppel- 
verhältnisse war,  denn  es  gilt  der  Satz: 

JBei  zwei  prqjectivischen  PunJctreihen  ist  das  Hechtech  aus  den  Jh- 
ständen  irgend  eines  Paares  entsprechender  Punkte  von  den  Durchschnitts- 
pimlctcn  der  Parallelstrahlen  unveränderlich. 

Dieses  constante  Rechteck  soll  „Potenz  der  projectivischen  Beziehung" 
genannt  werden. 

Sobald  man  also  zu  irgend  einem  Punkte  J  den  entsprechenden 
Punkt  j^  bestimmen  will,  wird  man  nur  nöthig  haben,  die  andere 
Seite  eines  Rechtecks,  dessen  eine  tj  ist  und  dessen  Inhalt  durch  die 
Potenz  derprojectivischen  Beziehung  gegeben  ist,  zu  ermitteln  und  dieselbe 
von  q^  auf  die  andere  Gerade  =  q^j^  abzutragen;  es  entsteht  dabei  aber 
noch  die  Zweideutigkeit,  ob  diese  Strecke  nach  der  einen  oder  andern 
Seite  hin  abzutragen  sei  oder  welcher  von  den  beiden  so  erhaltenen 
Endpunkten  der  wirklich  dem  J  entsprechende  Punkt  jj^  ^^i^i  wird. 
Diese  Zweideutigkeit  wird  gehoben  durch  die  Nothwendigkeit  der 
Uebereinstimmung  des  Richtungssinnes  bei  zwei  projectivischen  Punkt- 
reihen. Die  Punkte  r  und  q^  theilen  nämlich  jeder  seinen  Träger 
in  zwei  unendlich  lange  Hälften,  welche  einzeln  einander  entsprechen; 
dies  erkennen  wir,  indem  wir  von  der  perspectivischen  Lage  ausgehend 
um  den  Projectionspunkt  B  einen  ver-  j,.^  ^^ 

änderlichen  Strahl  drehen,  welcher 
immer  zwei  entsprechende  Punkte  auf 
den  beiden  Trägern  fixirt  (Fig.  13); 
während  also  g  die  eine  Hälfte  % 
von  r  bis  q"  durchläuft,  muss  j^ 
eine  bestimmte  Hälfte  ?l^  des  zweiten 
Trägers  von  rf  bis  q^  durchlaufen, 
und  wenn  j  die  zweite  Hälfte  33  von  q"^  bis 
r  durchläuft,  wird  j^  die  andere  entsprechende  Hälfte  von  qj  bis  r^^durch 
laufen;  diese  Hälften  entsprechen  einander  so,  dass  Punkte,  die  auf  der 
Hälfte  $t  liegen,  ihre  entsprechenden  nur  auf  der  Hälfte  51^  haben  (nicht  auf 
der  andern),  und  Punkte,  die  auf  der  Hälfte  33  liegen,  ihre  entsprechen- 
den nur  auf  33^  haben.  Die  vorhin  aufgetretene  Zweideutigkeit  ist 
dadurch  gehoben,  und  es  bleibt  nur  noch  zu  bestimmen,  wie  die  ent- 
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sprechenden  Hälften  aus  der  gegebenen  projectivischen  Beziehung  zu 
ermitteln  sind  bei  nicht  perspectivisclier  Lage.  Die  ganze  Beziehung 
ist  bestimmt,  sobald  rq^  und  irgend  ein  Paar  entsprechender  Punkte 
??i  gegeben  sind,  denn  diese  vertreten  in  der  That  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  rrf,  q'^qi,  J  Ji,  die  zur  Bestimmung  der  projectivischen 
Beziehung  erforderlich  sind  (§.  10);  verfolgen  wir  nun  den  unzwei- 
deutig bestimmten  Richtungssinn  (§.  4)  von  r  durch  j  nach  q*  und 
nennen  diese  Hälfte  %,  so  ist  dadurch  der  Richtungssinn  von  xT  durch 
TCi  nach  q^  unzweideutig  mitbestimmt,  also  die  entsprechende  Hälfte 
Stj  gefunden;  die  beiden  andern  Hälften  sind  dann  natürlich  auch  ent- 
sprechende 33  und  93^;  oder  kürzer,  diejenigen  Hälften,  auf  welchen 
das  eine  gegebene  Paar  Jji  liegt,  sind  entsprechende. 

Das  Rechteck  mit  constantem  Inhalt  und  veränderlichen  Seiten 
kann  insbesondere  ein  Quadrat  werden,  und  die  Seite  dieses  Quadrates, 
auf  die  entsprechenden  Hälften  von  r  und  von  q^  aus  aufgetragen, 
liefert  zwei  besondere  Punktenpaare,  welche  wir  PotenzinmMe  nennen 
und  durch  die  Buchstaben 

9  und  g^,  ^  und  \)^ 
(Fig.  12)  bezeichnen  wollen;  es  ist  also: 

tg  =  qi9i=^r==^iqi, 

Selbstverständlich  behalten  die  Potenzpunkte  gq^  und  ^^^  ihre  Eigen- 
thümlichkeit  bei  Aufhebung  der  perspectivischen  Lage  und  sind  daher 
ebenso  wie  r  und  q^  ausgezeichnete  Elemente;  ihre  Construction  ist 
in  elementarer  Weise  mittels  eines  Kreises  leicht  zu  bewerkstelligen. 
Aus  der  Eigenschaft  des  constanten  Rechtecks  ergiebt  sich  für 
irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte: 

r£-qi£i  =  rt)-qit)i 
die  Proportion: 

ü  =  5ilioder^  =  5i^, 

woraus  durch  Hinzufügung  von  1  auf  beiden  Seiten  folgt: 

Jl.  =-£1-  =    ^£ 

und  dies  führt  zu  einem  bemerkenswerthen  Verhalten  von  Paaren  ent- 
sprechender Punkte.  Es  lassen  sich  nämlich  hiernach  gleiche  ent- 
sprechende Strecken  auf  den  Trägern  der  beiden  Punktreihen  finden; 
in  der  That,  damit  jt)  =  j^^i  sei,  ist  es  nur  nothwendig,  dass 
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also  auch 

^9  =  £1^1 
sei,    d.  h.   wenn   wir  eine    Strecke  von    beliebiger  Grösse  von  r  aus 
abtragen  =  r J    und    dieselbe    Strecke    von   q^    aus    auf   dem    zweiten 
Träger  ==  cj^  Q^ ,  alsdann  zu  J  und  \)^  die  entsprechenden  Punkte  j^  und 
t)  bestimmen,  so  ist  die  Strecke 

Wegen  der  willkürlichen  Grösse  der  Strecke  rj  und  in  Folge  der  Zwei- 
deutigkeit, vermöge  deren  dieselbe  Strecke  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  hin  abgetragen  werden  kann,  erhalten  wir  auf  den  beiden 
projectivischen  Punktreihen  ein  doppeltes  System  entsprechender  gleicher 
Strecken]  tragen  wir  nämlich  eine  Strecke  von  beliebiger  Länge  auf 
die    erste  Gerade   von  r  aus   nach  beiden  Seiten  hin  auf : 

ar  =  rb 
und  dieselbe  Strecke 'auf  die  zweite  Gerade  von  q^  aus: 

Ciqi  =  qibi  =  ra  =  br, 
und  bestimmen  die  vier  entsprechenden  Punkte  a^biCb,  so  ist  nicht  nur: 


sondern  auch: 


|OC==a,Ci 


Fig.  14. 


Weil  nämlich  (Cibiq^r^)  =  —  1,  dies  also  vier  harmonische  Punkte 
sind,  da  q^  die  Mitte  von  C^bi  und  Xi  im  Unendlichen  ist  (§.  8),  so 
muss  auch  (cbq'^r)  =  —  1,  also,  da  q*"  im  Unendlichen  liegt,  r  die 
Mitte  von  cb  sein;  aus  gleichem  Grunde  ist  q^  die  Mitte  von  a^bi; 
wir  haben  nun: 
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ca  = 

hh 

=  b,b, 

ax 

=  ^1  ili 

rb 

==%c, 

c  b  =  bi  q 


folglich 


und  auf  gleiche  Weise: 


bo  =  a^bx , 

und  verändern  wir  die  willkürlich  angenommene  Länge  ra,  so  er- 
halten wir  das  ganze  doppelte  System  entsprechender  gleicher  Strecken. 
Fassen  wir  das  gewonnene  Resultat  zusammen: 

Sei  zwei  projectivischen  PunMreihen  (jieht  es  zivei  Systeme  von  Paaren 
entspreeJiender  gleicher  Strecken;  jedes  Paar  des  einen  Systems  hat  seine 
beiden  EndpunJcte  auf  denselben  entsprechenden  Hälften  der  beiden  Träger 
(schliesst  also  die  PunJcte  r  und  q^  aus);  die  PotenzpunJcte  g  und  g^ 
repräsentiren  zwei  gleiche  entsprechende  Strecken  von  dem  Werthe  0,  ebenso 
^  und  !^i;  die  Strecken  rq""  und  r^qi  Jmben  den  Werth  oo;  die  ent- 
spn'ccJienden  gleichen  Strecken  dieses  Systems  nehmen  also  alle  Werthe  von 
0  bis  oo  an;  jedes  Paar  des  andern  Systems  hat  dagegen  seine  beiden 
Endpunkte  auf  entgegengesetzten  Hälften  der  beiden  Träger  (schliesst  also 
die  Punkte  x  und  q^  ein),  und.  die  entsprechenden  Strecken  dieses  Systems 
nehmen  nur  Werthe  an  zwischen  gt)  =  ^igi  und  rq*  =  q^x'^  =  oo . 
Jcde^'  Punkt  einer  Punktreihe  ist  ein  Endpunkt  für  zivci  Paare  ent- 
sprechender gleicher  Strecken,  deren  eines  dem  einen,  das  andere  dem  andern 
Systeme  angehört,  und  deren  Construction  oben  angegeben  ist. 

Wir  werden  später  eine  wichtige  Anwendung  hiervon  zu  machen 
haben  (§.  16). 

§.  13.    Besondere  Elemente  bei  zwei  projectivischen  Strahlbüscheln. 
Doppeltes  System  entsprechender  gleicher  Winkel. 

Unter  den  unendlich  vielen  Paaren  entsprechender  Strahlen  bei 
zwei  projectivischen  Strahlbüscheln  giebt  es  einige  von  besonderem 
Interesse  und  von  ähnlicher  Bedeutung,  wie  bei  zwei  projectivischen 
Punktreihen  die  Punkte  rr^,  i]'*'^]!,  QQi  und  I)^^  (§.  12);  das  ganze 
Doppelsystem  entsprechender  gleicher  Strecken  findet  sich  hier  wieder 
.als  System  entsprechender  gleicher  Winkel,  und  so  wie  dort  die  unend- 
lichen Strecken  rq""  und  r^q^  von  besonderer  Wichtigkeit  sind,  so  sind 
es  hier  die  Schenkel  entsprechender  rechter  Winkel;  denken  wir  uns 
nämlich  die  beiden  projectivischen  Strahlbüschel  PPi  in  perspecti- 
vische  Lage  gebracht,  so  giebt  es  im  Allgeiiieineu  in  dem  ersten 
Strahlbüschel  nur  zwei  besondere  zu  einander  rechtwinklige   Strahlen 
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s,  t  von  solcher  Bescliaffenlieit,  dass  die  entsprechenden  Strahlen  s^^t^ 
auch  zu  einander  rechtwinklig  sind;  diese  heissen  die  Schenkel  der 
entsprechenden  rechten  Winkel  und  können  bei  der  perspectivischen 
Lage  so  ermittelt  werden,  dass  wir  uns  einen  Kreis  durch  25  und  B^ 
gelegt  denken,  welcher  auf  dem  perspectivischen  Durchschnitt  der  beiden 
Strahlbüschel  seinen  Durchmesser  hat,  dessen  Mittelpunkt  also  der  Punkt 
sein  würde,  in  welchem  die  in  der  Mitte  von  IBB^  auf  dieser  Ver- 
bindungslinie errichtete  Senkrechte  den  perspectivischen  Durchschnitt 
trifft;  es  giebt  daher  im  Allgemeinen  nur  einen  solchen  Kreis  (ausser 
wenn  der  perspectivische  Durchschnitt  selbst  in  der  Mitte  von  BB^^ 
auf  dieser  Verbindungslinie  senkrecht  stände).  Dieser  Kreis  trifft  den 
perspectivischen  Durchschnitt  in  zwei  Punkten  §  und  t,  welche  mit 
B  und  B^  verbunden  diese  besonderen  Strahlenpaare  ss^  und  tt^^  liefern 
(Fig.   15).     Da.  diese   Eigenschaft    der    besonderen  Paare    S5^    und   tt^ 

Fig.  15. 


unabliäugig  von  der  perspectivischen  Lage  ist,  so  giebt  es  auch  bei 
zwei  projectivischen  Strahlbüscheln  in  allgemeiner  Lage  nur  ein  Paar 
entsprechender  rechter  Winkel,  deren  Schenkel  eben  durch  die  Buch- 
staben st  und  s^t^  bezeichnet  werden. 

Um  noch  zu  zeigen,  dass  in  der  That,  wie  auch  die  perspecti- 
vische Lage  herbeigeführt  werde,,  immer  nur  dieselben  entsprechenden 
rechtwinkligen  Strahlenpaare  st  imd  .s^f/aus  der  Construction  hervor- 
gehen, weisen  wir  direct  nach,  dass  solche  Paare  nur  einmal  vor- 
kommen können;  denn  träten  zu  den  Paaren: 

st  und  s^t^ 
noch  zwei  andere  Paare: 

UV  und  tt^v\ 

von  gleicher  Beschaffenheit,  so  dass  nämlich  di^  Winkel: 

{st)  ==  {s^ty)  =  (uv)  =  (u^v^^)  =  90«^ 

wären,  so  würde  aus  der  Projectivität  der  Gebilde  die  Gleichheit  der 
Doppelverhältnisse  folgen: 

(stnv)  =  (sj,i(,v,)  , 

Steiuer,  VorlesmiRen  II.    2,  Aufl.  3 
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und  hieraus  würde  mit  Berücksiclitigung  der  obigen  Wertlie  weiter 
folgen,  dass  auch  die  Winkel: 

(sm)  ==  (Si^i)  u.   s.  w. 

sein  müssten,  d.  h.  die  beiden  projeetivischen  Stralilbüseliel  niüssten 
überhaupt  gleich  sein,  was  bei  allgemeiner  Annahme  derselben  nicht 
der  Fall  ist. 

Die  rechtwinkligen  entsprechenden  Strahlenpaare  st  und  s^t^ 
kommen  also  nur  einmal  vor*). 

Nehmen  wir  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  xoi\  und 
i/y^^,  so  wird  sich  wegen  der  besonderen  Eigenthümlichkeit  der  Schenkel 
entsprechender  rechter  Winkel   die  Gleichheit   der  Doppelverhältnisse 

(stxy)  =  {sj.x^y^) 

wesentlich  vereinfachen: 

sin  {s  x)  _  sin  (sy)         sin  (Si  a;, )     sin  (Sj?/, ) 


sin  (tx) 

'  sin  {ty)          sin  {t,Xi)'  sin  {t^y^) 

(sx)^ 

=  (sO  +  (^.^)=90«  +  (to) 

tg  (ty) 

_  tg  (^ 2/1 )  _  tg  (s, «1 )         tg  {sx)  _ 

tg  {tx) 

tgC^i^l)             tg(Si2/i)              tg(S7/)' 

also: 

tg  (tx) .  tg  {s,x,)  =  tg  {ty) .  tg  {s,y,)  - 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  wir  das  Paar  ^^^  festhalten  und  das  andere 
Paar  entsprechender  Strahlen  der  projeetivischen  Beziehung  gemäss 
verändern,  das  Product  der  Tangenten  constant  bleibt: 

tg  (^a?) .  tg  (s^^i)  =  const. 

d.  h.  bei  zwei  lyrojectivischen  Strahlbüscheln  ist  das  Product  aus  den  Tan- 
genten derjenigen  WinJcel,  ivelche  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen  mit 
den  ungleichnamigen  Schenlceln  der  entsprecJienden  rechten  WinJcel  (ts^ 
oder  auch  st^)  bilden,  von  unveränderlichem   Werthe.     Dieser  Werth  ist 

*)  Die  Construction  der  Schenkel  entsprechender  rechter  Winkel  lässt  sich 
auch  ohne  Zuhülfenahme  der  perspectivischen  Lage  bewerkstelligen.  Ihr  Beweis 
folgt  allerdings  erst  aus  späteren  Betrachtungen.     Sie  lautet  so: 

In  dem  Strahlbüschel  li  ziehe  man  Paare  rechtwinkliger  Strahlen  a  und  a, 
h  und  ß  etc.,  die  entsprechenden  Strahlen  im  Strahlbüschel  JBj  seien  Uy  und  cc-^, 
fcj  und  (3j  etc.;  sie  werden  im  Allgemeinen  nicht  rechtwinklige  Paare  sein;  legt 
man  aber  durch  B^  einen  Kreis  (»i),  so  schneiden  diese  Strahlenpaare  Sehnen  im 
Kreise  aus,  welche  sämmtlich  durch  einen  festen  Punkt  0  laufen;  die  Sehne  om 
(ein  Durchmesser  des  Kreises)  trifft  ihn  in  zwei  solchen  Punkten,  welche  mit  B^ 
verbunden  das  gesuchte  Paar  .Sj  t^  liefern,  dessen  entsprechende  Strahlen  im  Strahl- 
büschel B,  st  sind,  die  ebenfalls  auf  einander  senkrecht  stehen. 
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in  dem  einen  Falle  der  recip-oke  von  dem  im  andern  Falle,  weil 
tff  (tx)  .  tcr  (s,  a^, )  =  ,—  >--v— .-/ ,  — T  ist. 

Durch  dieses  constante  Product  (die  Polens  der  projectivischen  Beziehung), 
welches  an  Stelle  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  tritt,  wird  mit 
Hülfe  der  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  eine  einfachere  Re- 
lation zwischen  entsprechenden  Strahlen  der  beiden  projectivischen  Strahl- 
büschel hergestellt,  und  es  liesse  sich  leicht  eine  einfache  Construction 
entsprechender  Strahlen  daraus  ableiten,  wenn  man  noch  die  üeberein- 
stimmung  des  Drehungssinnes  berücksichtigte.  Ohne  hierauf  näher  einzu- 
gehen, bemerken  wir  nur  noch,  dass,  wenn  die  Pactoren  des  einen  sowohl 
wie  des  andern  constanten  Productes  einander  gleich  werden,  das  Product 
in  ein  Quadrat  übergeht;  es  giebt  aber  zwei  besondere  Strahlenpaare: 

g  und  ^j  ,  h  und  h^  , 

für  welche  dieser  Fall  eintritt: 

tg  (tx)  '  tg  (s,x^)  =  tg2  (tg)  =-  tg^  (Sj.r/i) 
=  tg'{th)  =  ig'(sM. 

Für  diese  besonderen  Strahlenpaare,  welche  Potenzstrahlen  heissen  sollen, 
wird : 

(sg)  =  (t,g,)  =  (hs)  =  (\t,) 

(ig)  =  (s,g,)  =  (ht)  ^  {\s,)     (Fig.  15). 

Endlich  giebt  es  auch  bei  zwei  projectivischen  Strahlbüscheln  ein 
doppeltes  System  vmi  entsp)rechenden  gleichen  Winkeln,  zu  welchen  uns 
eine  analoge  Betrachtung  wie  in  §.  12  führt.  Aus  der  allgemeinen 
Relation  folgt  nämlich : 

^^M  ^  tg^O  ,,a  hieraus  ^ii^) +  tf  l^J/ i  =  tg  (.,..) +^(^.^) 
tg{xt)         ig{s,iji)  ig{xt)  tg(s',7/i)  ' 

also 

tc  (xv) (  .1  -  tg  (^0  ■  tgjty)  \  _  (  1  -  tg_(3  ., )  tg  is,  y, )  1 

tg  (^1  Vi )  ^  tg  {s^  y^ )  ^  1  —    igjxt)  ■  tg  (ty) 
tg  ixy)  tg  (xt)  *  l  —  tg  {x,s,)  ■  tg  (s,  y,)  ' 

Sollen  nun  zwei  Strahlen  xy  des  einen  Strahlbüschels  dieselben  AViukel 
einschliessen,  als  die  entsprechenden  x^y^  des  andern,  so  muss  die 
linke  Seite  der  letzten  Gleichung  1  sein,  d.  h. 

t'g(Si?/i)  -  tg(^0-tg(/^).tg(s,^,)  =  tg(;^-0-tg(.s^i?/,).tg6i'().tg(:^-,S,), 
woraus  folgt,  Aveil 


3G  Erster  Abschnitt.     Projectivische  Beziehung  gerader 

tg  (ty)-  tg  (Si^i)  =  tg  {tx) .  tg  (s,x,)  ist, 


\  tg  ( ^?/)     =  tg  (-^1  ^1 )  itg  (  f,  ^1 )  =  tg  ( .2;s)  . 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  eine  einfache  Construction  solcher  Paare 
von  Strahlen  und  ihrer  entsprechenden,  welche  gleiche  Winkel  ein- 
schliessen;  man  trage,  nachdem  man  die  Schenkel  der  entsprechenden 
rechten  Winkel  ss^  tt^^  bestimmt  hat,  einen  Winkel  von  beliebiger 
Grösse  an  den  Strahl  s  sowohl  nach  einer  wie  auch  nach  der  andern 
Drehrichtung  hin  an  und  erhält  dadurch  zwei  Strahlen  a  und  &;  den- 
selben Winkel  trage  man  zweitens  an  den  Strahl  t^  nach  beiden 
Seiten  an  und  erhält  dadurch  c^  und  (7^;  sucht  man  alsdann  die  ent- 
sprechenden Strahlen  aj)^cd  zu  jenen  vieren,  so  bilden  folgende  Paare 
gleiche  Winkel: 

'^        \(hd)={hA) 


Verändert  man  die  willkürlich  angenommene  Grösse  des  anzutragenden 
Winkels,  so  liefern  1)  und  2)  zwei  Systeme  von  Paaren  entsprechen- 
der gleicher  Winkel,  deren  eines  die  Eigenschaft  hat,  dass  beide 
Schenkel  des  einen  Winkels  und  ebenso  die  beiden  Schenkel  des  ent- 
sprechenden gleichen  Winkels  innerhalb  desselben,  Winkelraumes  (st) 
und  (^i^i)  liegen;  (st)  und  (ßit^)  gehören  selbst  diesem  Systeme  an; 
ebenso  (gg)  und  {g^gi),  welche  den  Winkel  0  oder  180"  repräsentiren, 
auch  (hh)  und  (hji^),  während  das  andere  System  die  Eigenschaft 
hat,  dass  die  beiden  Schenkel  eines  Winkels  und  auch  die  des  ent- 
sprechenden gleichen  Winkels  durch  die  Strahlen  s  und  t,  anderseits 
durch  s^  und  t^  getrennt  werden;  in  diesem  Systeme  nimmt  kein  Paar 
entsprechender  gleicher  Winkel  den  Werth  0  an,  vielmehr  schwanken 
die  Werthe  zwischen 

(gh)  =  {h,g,)  und  (st)  =  (t,s,)  =  90«  • 

Diese  mit  den  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  vollständig 
analogen  Resultate  ausführlicher  zu  entwickeln,  können  wir  um  so 
mehr  unterlassen,  als  wir  hier  ein  zweites  sehr  einfaches  Mittel  haben, 
die  beiden  Systeme  entsprechender  gleicher  Winkel  anzuschauen.  Denken 
wir  uns  nämlich,  was  bekanntlich  immer  auf  unendlich  viele  Arten 
zulässig  ist  (§,  11),  die  beiden  projectivischen  Strahlbüschel  in  per- 
spectivische  Lage  gebracht,  so  können  wir  auf  dieselbe  Weise,  wie 
wir    die    Schenkel    entsprechender    rechter    Winkel    bestimmt    haben, 
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Fig.   16. 


überhaupt  die  Schenkel  irgend  eines  Paares  entsprechender  gleicher 
Winkel  dadurch  ermitteln,  dass  wir  durch  die  Mittelpunkte  BBj^  der 
beiden  Strahlbüschel  irgend  einen  Kreis  legen,  welcher  den  perspecti- 
vischen  Durchschnitt  in  zwei  Punkten  j  und  l)  trifft;  aus  der  bekannten 
Eigenschaft  des  Kreises,  dass  PeripherieAvinkel  auf  gleichem  Bogen 
gleich  sind,  folgt,  dass  die  von  B  und  B^  nach  £  und  t)  gezogenen 
Strahlenpaare  gleiche  Winkel  einschliessen: 

Verändern  wir  den  durch  B  und  J5i  gelegten  Kreis,  wodurch  wir  ein 
Kreisbüschel  (sämmtliche  durch  zwei  Punkte  gehende  Kreise)  erhalten, 
so  liefert  dasselbe  ein  System  von  entsprechenden  gleichen  Winkeln, 
aber  nur  eines  der  beiden  Systeme.  Das  andere  System  wird  aber 
durch  ein  zweites  Kreisbüschel  bestimmt;  denken  wir  uns  nämlich  aus 
B  ein  Perpendikel  auf  den  perspectivischen  Durchschnitt  gefällt  und 
um  sich  selbst  bis  B^  verlängert,  so  dass 
B^  das  Spiegelbild  von  B  in  Bezug  auf 
den  perspectivischen  Durchschnitt  ist,  so 
wird  irgend  ein  durch  B^  und  B^  gelegter 
Kreis  den  perspectivischen  Durchschnitt  in 
zwei  solchen  Punkten  j  und  l;  treffen,  dass 
B^l  und  B^t)  dieselben  Winkel  (oder  Neben- 
winkel) mit  einander  bilden,  wie  Jö^  J  und  B^.  t) ; 
B^l  und  jBH)  bilden  aber  auch  dieselben 
Winkel  mit  einander  wie  B^  und  Bt),  folg- 
lich ist  der  Winkel: 

(yx)  =  (x,y,)     (Fig.  16.) 

Wir  erhalten  also,  indem  wir  durch  B^B^ 
das  ganze  Kreisbüschel  legen,  das  zweite 

System  entsprechender  gleicher  Winkel.  Es  ist  einleuchtend,  dass, 
wenn  wir  statt  B^  sein  Spiegelbild  B\  in  Bezug  auf  den  perspecti- 
vischen Durchschnitt  nehmen,  das  durch  BB\  gelegte  Kreisbüschel  das- 
selbe System,  das  durch  B^B^^^  gelegte  Kreisbüschel  aber  wieder  das 
erste  System  liefert.  Das  eine  der  beiden  Kreisbüschel,  welche  die 
Systeme  entsprechender  gleicher  Winkel  liefern,  hat  allemal  seine 
beiden  Schnittpunkte  (BB^)  auf  derselben  Seite  vom  perspectivischen 
Durchschnitt,  das  andere  (B^B^)  aber  nothwendig  auf  entgegengesetzten 
Seiten,  so  dass  in  dem  einen  Kreisbüschel  zwei  (leicht  zu  ermittelnde) 
Kreise  sich  vorfinden,  welche  den  perspectivischen  Durchschnitt  bc- 
•rühren,  in  dem  andern  aber  keine  solche  Berührungskreise  vorhanden 
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sind.  Die  nach  den  Berührungspunkten  hin  gehenden  entsprechenden 
Strahlen  sind  g  und  g.^,  li  und  /i^;  die  ihnen  zugehörigen  gleichen 
entsprechenden  Winkel  haben  den  Werth  Null. 

Fig.  17. 


In  der  That,  (s.  Fig.  17)  wenn  ein  Berührungskreis  des  Büschels 
(BB^)  den  perspecti vischen  Durchschnitt  in  g  berührt,  so  ist  in  dem 
Dreieck  JB§  g  der  Aussenwinkel: 

LB§z  =  L(sg)-\-  LB%§ 
weil  aber  §g  Tangente  ist,  so  wird: 

LBq^  =  LBB,q 
und  im  Kreisviereck: 

LB^t  =  LBB,Q-{-Lig,t,) 
sein,  woraus  folgt: 

L  (sg)  ==  L  (gJi)  w.  z.  b.  w. 

§.  14.     Auf  einander  liegende  projectivische  Gebilde.     Doppelelemente. 

Wie  wir  in  §.  11  gesehen  haben,  kommt  es  bei  allgemeiner 
(nicht  perspectivischer)  Lage  eines  Strahlbüschels  und  einer  mit  ihm 
projectivischen  Punktreihe  nicht  dreimal  vor,  dass  Strahlen  durch 
die  ihnen  entsprechenden  Punkte  gehen  oder  Punkte  auf  den  ihnen 
entsprechenden  Strahlen  liegen,  weil  dann  dieses  Zusammenliegen  bei 
allen  Elementenpaaren  stattfindet  oder  die  Gebilde  perspectivisch  liegen ; 
ob  aber  bei  allgemeiner  Lage  weniger  als  drei  (etwa  zwei  oder  eines 
oder  keines)  entsprechende  Elementepaare  zusammenliegen,  ist  eine 
Cardinalfrage  für  die  Theorie,  die  wir  in  doppelter  Weise  auffassen 
können.  Seien  ahc  ...  die  Strahlen  des  Strahlbüschels  B  und  o^bi  c^  ... 
die  entsprechenden  Punkte  der  mit  ihm  projectivischen  Punktreihe  51^, 
dann  wird  das  Strahlbüschel  B  den  Träger  St^  selbst,  den  wir  uns 
noch  einmal  als  einen  neuen  Träger  %  denken  können,  in  einer 
neuen  Panktreihe  abc  .  .  .  treffen,  und  die  vorige  Frage  reducirt  sich 
auf  folgende: 
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Fallen  hei  zwei  beliebig  auf  einander  liegenden  projectivischen  FimJd- 
reihen  entsprechende  Punkte  zusammen,  und  wie  viel  Paare? 

Oder  wir  können  andererseits  den  Punkt  B  mit  den  Punkten  a^  b^  i\  ... 
durch  neue  Strahlen  a^^hy^c^  .  .  .  verbinden  und  erhalten  in  JJ  zwei  con- 
centrische  projectivische  Strahlbüschel  B  und  J5^;  die  obige  Frage 
coincidirt  daher  mit  folgender: 

Fallen  hei  zwei  auf  einander  liegenden  (conccntrischen)  projectiviscJien 
Stralühüscheln  entsprechende  Strahlen  zusammen,  und  ivie  viel  Paare? 

Es  ist  einleuchtend,  dass  mit  der  einen  Frage  die  andere  mit- 
beantwortet wird,  und  wir  wollen  uns  daher  zunächst  mit  der  ersten 
Frage  beschäftigen. 

Sind  bei  zwei   gegebenen  projectivischen   Punktreihen  die  Durch- 
schnittspunkte der  Parallelstrahlen   r  und  q^  und   die   entsprechenden 
Hälften   5t  33   und   H,33i   (§.    12,   Fig.    13)   ermittelt,    und  denken    wir 
uns  die  Träger  der  beiden  Punktreihen  irgend  wie  auf  einander  gelegt, 
so  können  zwei  Fälle  'eintreten:  entweder  fallen  Tlieile  entsprechender 
Hälften  zwischen  r  und  q^  über  einander  oder  nicht,  d.  h.  die  Abschnitte 
von  r  bis  oo   und  q,^  bis  c»   enthalten  Theile   entsprechender  Hälften 
über  einander  oder  nicht;  diese  beiden  Fälle  lassen  sich  noch  kürzer  da- 
durch von  einander  unterscheiden,  dass   in  dem  ersten  Fall  der  Kicli- 
tungasinh  in  beiden  Punktreihen  derselbe,  im  zweiten  Fall   entgegen- 
gesetzt ist,    was   wir    leicht    erkennen  (Fig.    18),    wenn  wir   auf  ent- 
sprechenden Hälften  von  r  nach  q°°   und  von  rf  nach  q^  gehen.    Wir 
nennen  daher   in  dem   ersten  Falle    die  Punktreihen  gleichlaufend,   im 
zweiten  Falle  ungleichlaufend  und  können,   sobald  die  beiden  auf  ein- 
ander    liegenden     projectivischen  jg        ^^  ^ 
Punktreihen     durch     irgend     drei   — ^         — n»                     ^^^ 
Paare    entsprechender  Punkte   ge-          VJ       ^^=^^             '^^  v 
geben  sind,  sofort  entscheiden,  ob                                    ^^  '  ^ 
sie    gleichlaufend    oder    ungleich-        sg           ^^  ^             v2i 

laufend    sind,    indem    wir     ihren  ~'::^ :n£:_,  '^  "r 

Richtungssinn   vergleichen   (§.    4).  ^       -^-«^*.  'Ij  "^ 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  die  auf  ' 

einander  liegenden  Punktreihen  gleichlaufend  sind,  der  Wertli  der 
Potenz  (rj-q^Ji)  negativ  sein  muss,  weil  die  Strecken  rj  und  q^j.\ 
entgegengesetzten  Richtungssinn  haben;  wenn  dagegen  die  Punktreihen 
ungleichjmifend  sind,  der  Werth  der  Potenz  positiv  ist. 

Ob  nun  zusammenfallende  entsprechende  Punkte  vorkommen,  das 
Avird  in  dem  zweiten  Fall,  wenn  die  Punktreihen  ungleichlaufend  sind, 
sofort  zu  entscheiden  sein;  da  nämlich  nur  entsprechende  Hälften  ent- 
sprechende Punkte  enthalten,   so   werden   in  diesem  Fall  zusammen- 
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fallende  entsprechende  Punkte  nur  ausserhalb  der  Strecke  rqj  zu 
suchen  sein;  dort  müssen  sie  aber  nothwendig  vorkommen;  denn 
während  ein  Punkt  J  der  ersten  Punktreihe  die  Hälfte  %  von  r  bis 
q°^  durchläuft,  geht  der  entsprechende  Punkt  J^  auf  der  Hälfte  21^  in 
entgegengesetzter  Richtung  von  vT  bis  q^  und  erst  dann,  wenn  j  bis 
ins  Unendliche  gekommen  ist,  gelangt  j^  nach  q^ ;  sie  laufen  sich  also 
entgegen  und  überholen  sich ,  müssen  sich  mithin  nothwendig  irgendwo 
getroffen  haben;  dasselbe  findet  statt,  wenn  wir  die  Punkte  j  und  j^ 
die  andern  Hälften  33  und  33^  in  dem  Sinne,  welchen  die  projecti- 
vische Beziehung  angiebt,  durchlaufen  lassen;  es  kommt  daher  noth- 
wendig zweimal  (auf  jeder  der  unendlichen  Strecken  ausserhalb  rq^ 
einmal)  vor,  dass  entsprechende  Punkte  zusammenfallen,  und  von 
diesen  beiden  DoppelpunMen  der  auf  einander  liegenden  projectivischen 
Punktreihen  steht  der  eine  so  weit  von  t  ab,  wie  der  andere  von  q^, 
wegen  der  Eigenschaft  der  constanten  Potenz  (rg  •  qii'i).  Es  werden 
sich  hieraus  die  Doppelpunkte  in  elementarer  Weise  construireu  lassen; 
hat  man  nämlich  die  Potenzpunkte  g  und  g^  (oder  tj  und  !^J  bestimmt, 
für  welche: 

r£-qi£i  =  tg2  ist, 

so  wird  man  nur  nöthig  haben,  in  r  (oder  q^)  eine  Senkrechte  auf 
den  zusammenliegenden  Trägern  der  beiden  Punktreihen  zu  errichten, 
auf  dieser  zwei  Stücke  =  rg  =  ^r  zu  beiden  Seiten  von  r  abzutragen 
und  durch  die  Endpunkte  der  abgetragenen  Stücke  einen  Kreis  zu  legen, 
welcher  seinen  Mittelpunkt  in  der  Mitte  zwischen  rq^  hat;  dieser  Kreis 
geht  durch  die  Doppelelemente  der  beiden  Punktreihen,  wie  sich  aus 
bekannten  Elementarsätzen  ergiebt;  denn  wäre  |  ein  ausserhalb  rq^ 
liegender  Punkt  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  in  ihm  zwei  ent- 
sprechende Punkte  über  einander  lägen,  so  hätte  man  zur  Bestimmung 
von  ^  die  Relationen: 

Ut  —  |r  =  rqi 
|q,  .  ^r  =  (rg)% 

also  ein  Rechteck  zu  construiren,  dessen  Inhalt  und  Difi"erenz  der 
Seiten  gegeben  sind;  ein  solches  Rechteck  lässt  sich  aber  auf  die  an- 
gegebene Weise  immer  construiren,  weil,  wenn  wir  die  Differenz  der 
Seiten  festhalten,  durch  Veränderung  der  Seiten  selbst  dem  Inhalte 
des  Rechtecks  jeder  beliebige  Werth  zuertheilt  werden  kann. 

Anders  verhält  es  sich  im  ersten  Falle,  wenn  die  auf  einander 
liegenden  projectivischen  Punktreihen  gleichlaufend  sind;  hier  falleji 
nur  innerhalb  der  Strecke  rq^  Theile  entsprechender  Hälften  über 
einander;   wenn    daher    zusammenfallende    entsprechende    Punkte    vor- 
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kommen,  so  können  sie  nur  innerhalb  der  Strecke  rq^  enthalten  sein. 
Wenn  nun  zwischen  rq^  ein  Paar  entsprechender  Punkte  jj^  über- 
einander fiele,  etwa  in  den  Punkt  |,  so  müsste 

r|  +  Iq^  =  rqi     und 
r|  •  |q,  =  (rg)''*  sein; 

wir  hätten  also  zur  Bestimmung  des  Punktes  |  ein  Rechteck  zu  con- 
struiren,  für  welches  der  Inhalt  und  die  Summe  der  Seiten  gegeben 
sind.  Wenn  aber  die  Summe  der  Seiten  gegeben  ist,  so  kann  man 
aus  ihr  nicht  Rechtecke  von  jedem  beliebigen  Inhalt  machen,  sondern 
der  Inhalt  des  grössten  Rechtecks,  welches  man  herstellen  kann,  ist 
der  des  Quadrates,  dessen  Seite  gleich  der  Hälfte  der  gegebenen 
Summe  ist*);  wenn  daher  der  Abstand  der  Punkte  rq^  kleiner  ist  als 
die  doppelte  Seite  des  Quadrates,  d.  h,  2rg  oder  "^g,  so  giebt  es 
kein  Rechteck  von  der  verlangten  Beschaffenheit,  oder  wenn 

rqi<g^(oder  g^y  , 

so  giebt  es  keine  Doppelpunkte;  wenn  dagegen 

so  giebt  es  ein  Rechteck  von  der  verlangten  Beschaffenheit,  dessen 
Seiten  von  r  oder  q^  aus  zwischen  rq^  abgetragen,  zwei  solche  End- 
punkte liefern,  in  deren  jedem  zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden 
Punktreihen  über  einander  liegen;  es  giebt  also  in  diesem  Fall  wieder 
zwei  Doppelpunkte;  ist  insbesondere 

so  wird  das  construirte  Rechteck  selbst  ein  Quadrat;  die  beiden 
zwischen    r  und  q^    liegenden   Doppelpunkte,    von   denen   der  eine  so 

*)  Um  uns  in  elementarer  Weise  davon  zu  überzeugen,  dass  unter  allen  Itecht- 
ecken,  welche  dieselbe  Summe  der  Seiten  haben,  das  Quadrat  den  grössten  In- 
halt besitzt,  können  wir  folgendermassen  verfahren: 

Sei  AB  die  gegebene  Summe  der  Seiten  und  M  die  i''iK-  i''- 

Mitte  von  AB;  ferner  AMPQ  das  Quadrat  über  der  Seite 
AM;  ziehen  wir  BP  und  fällen  aus  irgend  einem  Punkte 
P'  dieser  Linie  die  Perpendikel  P'  M'  und  P'  Q'  auf  A  M 
und  AQ,  so  hat  das  Rechteck  AM'P'Q'  offenbar  dieselbe 
Summe  der  Seiten;  es  ist  aber,  wenn  sich  31' P'  und  PQ 
in  S,  P'Q'  .und  PM  in  E  treffen,  das  Rechteck  31 31' SP 
gleich  demliechteck  P(>^'ii  (congruent),  folglich  3I3I'P'E 
kleiner  als  PQQ'M,  mithin  das  Rechteck  A  31' P'Q'  kleiner 
als  das  Quadrat  A3IPQ;  da  dasselbe  von  jedem  andern  in  gleicher  Weise  con- 
struirten  Rechteck  gilt,  so  ist  das  Quadrat  das  grösste  unter  allen  Rechtecken 
von  gleichem  Umfang. 
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weit  von  r  wie  der  andere  von  q^  absteht,  fallen  zusammen;  es  gieht 
also  in  diesem  Grejizfalle  nur  einen  Doppelpunkt  oder  vielmehr  zwei 
zusammenfallende. 

Auch  in  diesem  Falle  zweier  gleichlaufenden  projecti vischen  Punkt- 
reihen können  die  Doppelpunkte  durch  elementare  Construction  ge- 
funden werden:  Man  beschreibe  über  rq^  als  Durchmesser  einen  Kreis 
und  trage  in  r  (oder  qj)  auf  der  Tangente  dieses  Kreises  nach  beiden 
Seiten  hin  Stücke 

=  rg  =  ^r(oderqigi  =t)iqj 

ab;  die  durch  die  Endpunkte  der  abgetragenen  Stücke  zu  dem  Träger 
der  Punktreihen  gezogenen  Parallelen  treffen  den  Kreis  in  solchen 
Punkten,  dass  die  von  ihnen  auf  den  Träger  herabgelassenen  Perpen- 
dikel zu  Fusspunkten  die  gesuchten  Doppelpunkte  haben.  Diese  Con- 
struction, deren  Richtigkeit  einleuchtet,  enthält  auch  das  vorhin  ange- 
gebene   Kriterium,   ob    die    Doppelpunkte    reell    vorhanden    sind    oder 

nicht;  wenn  nämlich  1^9  <  v  ^1i  (^®^  Radius  des  Kreises),  so  schneidet 
die  Parallele  den  Kreis  in  zwei  reellen  Punkten,  es  giebt  also  zwei  Doppel- 
punkte; wenn  dagegen  rg>--^'^i;    ^o    trifft  die    Parallele  den  Kreis 

nicht,  es  giebt  also  keine  Doppelpunkte;  wenn  endlich  rg  =  —  rq^ ,  so 

berührt  die  Parallele  den  Kreis,  es  giebt  also  nur  einen  Doppelpunkt. 

Das  gewonnene  Resultat  lässt  sich,  wie  folgt,  zusammenfassen: 
Bei  zwei  auf  einander  liegenden  projectivisclicn  Funktreihen  giebt  es 
im  Allgemeinen  zweimal  zivei  zusammenfallende  entsprechende  Punkte 
{Doppelpunhte) ;  diese  sind  immer  reell  vorhanden,  wenn  die  beiden  Funkt- 
reiJien  ungleichlaufend  sind,  und  liegen  ausserhalb  des  Abstandes  der 
Funkte  r  und  q^  symmetrisch  zu  diesen;  sind  dagegen  die  Funktreihen 
gleichlaufend y  so  sind  die  Doppelpunkte  nur  dann  reell  vorhanden,  wenn 
der  Abstand 

rqi>g{)  (oder  Q,i),)  , 
und  liegen  zwischen  rq^  symmetrisch  zu  diesen  Funkten;  ist 

so  giebt  es  nur  einen  Doppelpunkt  (oder  vielmelir:  die  beiden  Dopjiel- 
punktc  fallen  selbst  zusammen);  dieser  liegt  in  der  Mitte  ztvischcn  rq, 
und  enthält  als  zusammenfallende  FtmJcte  eines  der  besonderen  Faare  ggj 
oder  f)^!,-  ist  endlich 
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SO  liegt  Icein  Paar  entsxyrechender  PimMe  msammcn  (oder,  ivie  man  sich 
ausdrückt,  die  heideti  Doppelpunkte  sind  imaginär). 

Sind  die  Punktreihen  gleichlaufend  und  wir  bestimmen  die  aus- 
gezeichneten Punkte  gt)  und  ^^0^^,  so  werden  bei  dem  Aufeinander- 
liegen der  Punktreihen  Doppelelemente  nur  dann  vorhanden  sein,  ivenn 
die  Strecken  gt)  und  {j^g^  sich  in  keinem  ihrer  Thcile  decken  (ganz 
ausser  einander  liegen);  sohald  g'^  und  "^^g^  ein  Stück  gemeinschaftlich 
haben,  gieht  es  keine  Doppelpunkte.  Den  Uebergang  bildet  der  Fall, 
wenn  diese  Strecken  mit  ihren  Endpunkten  entweder  mit  g  und  g^ 
oder  mit  ^,  und  f)  an  einander  stossen;  hieraus  können  wir,  wenn 
wir  die  in  sich  festgehaltenen  Punktreihen  auf  einander  verschieben, 
den  Spielraum  erkennen,  innerhalb  dessen  keine  Doppelelemente  vor- 
handen sind.  Eine  andere  Art,  die  Doppelelemente  zAveier  vereinigter 
Gebilde  zu  ermitteln,  siehe  in  „Aufgaben  und  Sätze"  zu  diesem  Ab- 
schnitt. 

Es  wäre  nun  übrig,  die  analoge  Untersuchung  für  zwei  auf  einander 
liegende  (concentrische)  projectivische  Strahlbüschel  auf  demselben 
Wege  durchzuführen;  statt  dessen  könuen  wir  das  Resultat  dieser  an 
sich  nicht  schwierigeren  Untersuchung  sofort  aus  dem  vorhin  erlangten 
ableiten  und  ziehen  diesen  kürzeren  Weg  vor.  Schneiden  wir  näm- 
lich die  beiden  concentrischen  Strahlbüschel  durch  eine  beliebige 
Transversale,  welche  wir  uns  doppelt  denken  als  den  Träger  zweier 
Punktreihen  5I5l|,  deren  eine  durch  das  eine,  die  andere  durch  das 
andere  Strahlbüschel  hxirt  Avird,  so  haben  wir  die  beiden  concen- 
trischen Strahlbüschel  in  perspectivischer  Lage  mit  zwei  auf  einander 
liegenden  Punktreihen;  durch  die  Doppelpunkte  der  letzteren  gehen 
offenbar  die  Doppelstrahlen  der  ersteren;  die  Construction  jener  liefert 
also  auch  diese;  sind  die  beiden  ausgeschnittenen  Punktreihen  gleich- 
laufend hinsichtlich  ihres  Richtungssinnes,  so  sind  es  auch  die  beiden 
Strahlbüschel  hinsichtlich  ihres  Drehungssinnes;  sind  jene  aber  un- 
gleichlaufend, so  sind  es  auch  die  Strahlbüschel;  wir  haben  daher  aus 
dem  Vorigen  zunächst  das  Resultat:  Bei  zwei  auf  einander  liegenden 
projectivischen  Strahlbüscheln  giebt  es,  wenn  sie  ungleichlaufend  sind, 
immer  zweimal  zwei  reelle  zusammenfallende  entsprechende  Strahlen 
(Doppelstrahlen);  sind  dagegen  die  beiden  Strahlbüschel  gleichlaufend, 
so  können  wir  das  dem  obigen-'  analoge  Kriterium,  wann  Doppel- 
strahlen vorhanden  sind,  dadurch  ableiten,  dass  wir  die  beiden  con- 
centrischen Strahlbüschel  durch  eine  besondere  Transversale  schneiden, 
welche  parallel  läuft  einer  der  beiden  Richtungen,  die  den  Winkel 
(s^i),  also  auch  (ts^)  halbiren;  diese  Transversale  besitzt  nämlich  die 
Eigenschaft,  dass   die  beiden  auf  ihr  ausgeschnittenen  projectivischen 
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Puiiktreihen  ihre  Potenzpunkte  ggit)f)i  gerade  in  denjenigen  Punkten 
haben,  durch  welche  Potenzstrahlen  gg^  hh^  der  beiden  concentrischen 
Stralilbüschel  gehen,  so  dass  dann  also  das  obige  von  den  Punkten 
gt)gi{)i  abhängige  Kriterium  sich  direct  übertragen  hat.  In  der  That, 
bei  der  angegebenen  Lage  der  Transversale  werden  die  Strahlen  gh, 
deren  Winkel  durch  die  Strahlen  st  halbirt  werden,  und  die  Strahlen 
li^gi,  deren  Winkel  durch  tj^Sy  halbirt  werden,  mit  der  Transversale 
paarweise  gleiche  Winkel  bilden  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die 
Strahlbüschel  BB^  gleichlaufend  sind,  so  liegen,  wie  sie  Fig.  20  dar- 

IMg.  20. 


^^s:::^^ 


stellt.  Für  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen  xxi^  gilt  nun  die  Re- 
lation: 

tg  (sx) '  ig  (xJi)  =  tg^sg) , 

und  hieraus  wird  der  Winkel  (a;^^^)  leicht  bestimmt  durch  (sx),  wenn 
man  die  (§.  8,  3)  für  harmonische  Strahlen  gefundene  ganz  gleich- 
lautende Relation  in  Betracht  zieht;  bestimmt  man  nämlich  zu  gh 
und  X  den  vierten  harmonischen,  dem  x  zugeordneten  Strahl  ^,  so  ist 
(s|)  ==  (x^t^)]  was  nun  die  Lage  von  x^  anbetrifft,  so  erkennen  wir 
mit  Rücksicht  auf  die  entsprechenden  Quadranten  zwischen  den  Schen- 
keln der  entsprechenden  rechten  Winkel,  dass  Xj^  und  |  mit  der  Trans- 
versale ein  gleichschenkliges  Dreieck  bilden  müssen;  wir  können  jetzt 
zu  irgend  einem  Strahl  x  den  entsprechenden  x^  in  der  einfachen  Weise 
ermitteln,  dass  wir  zuerst  x  in  die  symmetrische  Lage  zur  Trans- 
versale uns  gebracht  denken  nach  |j ,  d.  h.  so  dass  x  dieselben  Winkel 
mit  der  Transversale  bildet  wie  li,  und  dann  zu  gji^^i  den  vierten 
harmonischen,  dem  |^  zugeordneten  Strahl  bestimmen,  welcher  x^  sein 
wird.  Wenn  nun  die  Strahlen  ^A ...  ic  und  gJii...Xi  der  beiden 
concentrischen  Strahlbüschel  BB^  die  Transversale  in  den  Punkten 
gt)  .  .  .  j  und  gif)i  .  .  .  i*i  zweier  auf  einander  liegender  Punktreihen  be- 
gegnen, und  die  Mitte  zwischen  gl)  mit  r,  die  Mitte  zwischen  g^tjj 
mit  (\i  bezeichnet  wird,  so  erhalten  wir  den  entsprechenden  Strahl  zu 
Bx,  indem  wir  zu  g^^  und  Bq^  den  vierten  harmonischen  suchen; 
dieser  ist  aber  nach  §.  8  der  Parallelstrahl,  folglich  ist  r  in  der  That 
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der  dem  unendlich  entfernten  r,""  entsprechende,  ebenso  q^  der  dem 
unendlich  entfernten  c\'^  der  anderen  Punktreihe  entsprechende;  aus 
der  vorigen  Construction  entsprechender  Punkte  i^^  und  der  bekannten 
Eigenschaft  harmonischer  Punkte  (§.  8)  ergiebt  sich  fernef: 

woraus  denn  folgt,  dass  in  der  That  die  mit  Q^Qi^i  bezeichneten 
Punkte  jene  Potenzpunkte  sind. 

Nunmehr  sind  wir  berechtigt,  das  vorhin  für  zwei  auf  einander 
liegende  projectivische  Punktreihen  ausgesprochene  Resultat  auf  zwei 
concentrische  projectivische  Strahlbüschel  folgendermassen  zu  über- 
tragen: 

Bei  zivei  auf  einander  liegenden  (concentrischen)  projectiviscJien  Strahh 
huscheln  giebt  es  im  Allgemeinen  ziveimal  swei  zusammenfallende  ent- 
sprechende Strahlen  (Doppelstrahlen);  diese  sind  immer  reell  vorhanden, 
wenn  die  beiden  Strahlhüschel  imgleichlaufend  sind;  sind  sie  dagegen 
gleichlaufend,  so  iverden  die  beiden  Doppelstrahlen  nur  dann  vorhanden 
sein,  wenn  die  besonderen  Strahlen  gh  durch  die  Strahlen  h^gy  nicht  ge- 
trennt werdest;  zverden  dagegen  gh  durch  \gi  getrennt  (d.  h.  fällt  g^  in 
einen  Winkclraum  zwischen  (gh)  und  Ä^  in  den  Nebemvinlielraum) ,  so 
giebt  es  Iteine  reellen  Doppelstrahlen;  den  Uebergang  bildet  der  Fall,  wenn 
die  WinJcel  (gh)  und  (h^g^)  an  einander  stossen,  so  dass  entiveder  gg^ 
oder  h\  zusammenfallen;  in  diesem  Falle  giebt  es  nur  einen  Doppel- 
strahl (d,  h.  die  beiden  Doppelstrahlen  fallen  selbst  zusammen). 

§.  15.    Construction  der  Doppelelemente  mittelst  eines  festen  Kreises. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Constructionen  der  Doppel- 
punkte und  darnach  auch  der  Doppelstrahlen  setzen  die  Kenntniss  der 
besonderen  Elemente  rq^gg^^^^  voraus;  es  giebt  aber  eine  andere  viel 
einfachere  Auflösung  der  Aufgabe: 

Wenn  ztvei  auf  einander  liegende  projectivische  PunJctreihen  durch 
irgend  drei  Paare  entsprechender  Elemente  oa^  hh^  cc^  gegeben  sind,  die 
Doppelpunkte  zu  finden,  wobei  nur  das  Lineal  und  ein  fester  in  der 
Ebene  als  gezeichnet  angenommener  Kreis  benutzt  wird. 

Diese  von  Steiner  angegebene  Construction  beruht  auf  der  ele- 
mentaren Eigenschaft  des  Kreises,  dass  Peripheriewinkel  auf  gleichem 
Bogen  gleich  sind.  Verbinden  wir  irgend  zwei  Punkte  BB^^  einer 
Kreisperipherie  mit  zwei  andern  Punkten,  derselben  aß  durch  die  Strahlen 
ab  und  a^b^,  so  ist  entweder  der  Winkel  (ab)  gleich  dem  Winkel  (%?>i) 
oder  gleich  seinem  Nebenwinkel;  jedenfalls  also  sin  («&)  =  sin  («i&J; 
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lassen  wir  jetzt  einen  veränderliehen  Punkt  ^  die  Kreisperipherie  durch- 
laufen und  verbinden  ihn  mit  B  und  B^  durch  die  Strahlen  xx^,  so 
beschreiben  dieselben  zwei  projectivische  Strahlbüschel,  weil  die  Doppel- 
verhältnisse zwischen  irgend  vier  Strahlen  des  einen  und  den  ent- 
sprechenden des  andern  Strahlbüschels  offenbar  gleich  sind  (da  die' 
Factoren  dieser  Doppelverhältnisse  einzeln  einander  gleich  sind). 

Haben  wir  nun  auf  den  zusammen  liegenden  Trägern  zweier  Punkt- 
reihen 5(St^  drei  Paare  entsprechender  Punkte  aa^  hi\  cc^  willkürlich 
angenommen,  und  ist  irgend  ein  Kreis  in  der  Ebene  gezeichnet,  so 
verbinden  wir  einen  beliebigen  Peripheriepunkt  desselben,  den  wir  uns 
doppelt  denken  als  den  Mittelpunkt  zweier  Strahlbüschel  BB^,  mit 
den  Punkten  abc  aibjC^  durch  Strahlen  ahc  a^h^^Cj^,  welche  die  Peri- 
pherie   des   Kreises   resp.  in   c^ßy  o^ißi^i   treffen   (Fig.   21).      Bewegen 

Fig.  21. 


\Ci  bi    Äj 


wir  nun  zwei  entsprechende  Punkte  JJ^  der  durch  die  angenommenen 
drei  Paar  Elemente  vollständig  bestimmten  projectivischen  Punkt- 
reihen 51 51^,  so  beschreiben  xx^,  ihre  Verbindungsstrahlen  mit  -B-Bi, 
zwei  concentrische  projectivische  Strahlbüschel  und  |^^ ,  die  Schnitt- 
punkte mit  der  Kreisperipherie,  zwei  krumme  projectivische  Punkt- 
reihen; so  oft  daher  zwei  entsprechende  Punkte  jj^  zusammenfallen, 
müssen  auch  zwei  entsprechende  Strahlen  xx^  zusammenfallen  und 
folglich  auch  zwei  entsprechende  Punkte  ü^  und  umgekehrt.  Nehmen 
wir  irgend  ein  Punktpaar  aa^  auf  dem  Kreise  und  verbinden  a  mit 
^i/^i^i  •  •  •  ^i;  anderseits  a^  mit  aßy  . .  .  |,  so  müssen  die  um  a  und  «^ 
als  Mittelpunkte  erhaltenen  Strahlbüschel  auch  projectivisch  sein,  denn 
das  Strahlbüschel  (a)  ist  mit  dem  Strahlbüschel  (I>\)  projectivisch 
wegen  der  oben  angegebenen  Eigenschaft  des  Kreises,  ebenso  («j) 
mit  (JS);  da  nun  (B)  und  (B^)  projectivisch  sind,  so  sind.es  auch 
(a)  und  («i)  (§.  10);  diese  beiden  Strahlbüschel  haben  aber  in  der 
Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strahlen  ver- 
einigt:   folglich    liegen    sie   perspectivisch    (^§.    11),    also    die   Schnitt- 
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pmikte  sümmtlicher  Paare  entsprechender  Strahlen  liegen  auf  einer 
Geraden  (ihrem  perspectivischen  Durchschnitt);  dieser  Ort  des  Schnitt- 
punktes (cc^y,  (Xjl)  ist  schon  bestimmt  durch  die  beiden  Schnittpunkte: 

(aß,,a,ß)  und  (ay^,  a,y)  ; 

jeder  Punkt  dieser  Geraden  mit  a  und  a^  verbunden  liefert  zwei 
Strahlen,  welche  den  Kreis  in  zwei  entsprechenden  Punkten  ||^  treffen; 
diese  Gerade  wird  daher  selbst  den  Kreis  in  solchen  zwei  Punkten 
treffen,  in  deren  jedem  zwei  entsprechende  Punkte  ^^^  zusammenfallen; 
diese  Punkte  mit  B  (B^)  verbunden 'bestimmen  auf^l^j  die  gesuchten 
Doppelpunkte,  deren  Construction  sich  also  in  folgender- einfachen 
Weise  gestaltet: 

Man  verbinde  die  gegebenen  PunJctpaare  aa^  bb^  cc^  mit  irgend 
einem  Feripheriepunhte  JB  (B^)  eines  festen  Kreises  dureh  Strahlen, 
welche  die  Peripherie  mm  zweiten  Male  in  aa^  ßß^  yy^  treffen,  bestimme 
die  Schnittpunkte: 

{aß^,  a^ß)  {ay^,  a,y) 

lind  ihre  Verbindungslinie  S;  die  SchnittpunMe  der  letzteren  mit  dem 
Kreise  verbinde  man  mit  B  durch  Strahlen,  ivclche  die  Träger  der  ge- 
gebenen auf  einander  liegenden  Punktreihen  in  den  gesuchten  JDoppel- 
Xmnkten  treffen. 

Da  die  Gerade  2  den  Kreis  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  trifft, 
so  giebt  es  im  Allgemeinen  zwei  Doppelpunkte;  geht  die  Gerade  2 
aber  vorbei,  ohne  den  Kreis  zu  treffen,  so  giebt  es  keine  Doppel- 
punkte; berührt  sie  den  Kreis,  so  giebt  es  nur  einen  Doppelpunkt 
(zwei  zusammenfallende).  Das  Resultat  des  §.  14  findet  sich  also 
durch  diese  Construction  bestätigt,  und  es  würde  nicht  schwer  sein, 
die  dort  gefundenen  Kriterien  aus  ihr  von  Neuem  herzuleiten.  Wir 
unterlassen  dies,  ebenso  wie  die  Auflösung  der  analogen  Aufgabe, 
die  Doppelstrahlen  zweier  concentrischer  projectivischer  Strahlbüschel 
zu  finden,  da  diese  durch  die  vorige  gleichzeitig  gelöst  ist. 

Die  Gerade  £  muss  auch  durch  den  Punkt  {ßy^,  yßi)  gehen,  was 
wir  daraus  erkennen,  dass  nothwendig  dieselben'  Doppelpunkte,  also 
auch  dieselbe  Gerade  £  hervorgehen  würde,  wenn  wir  bei  der  Con- 
struction anstatt  des  Paares  aa^  das  Paar  ßß^  gesetzt  hätten.  Wir 
gelangen  daher  beiläufig  zu  einem  interessanten  Satze  vom  Kreise: 

Hat  man  irgend  sechs  Punkte  eines  Kreises  aßy  cciß^y^,  so  liegen 
die  drei  Schnittpunkte: 

(a/3,,  ßa^)  (ßy^,  yß^)  {yai,  ay,) 

auf  einer  Geraden. 
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Dieser  Satz,  dessen  allgemeine  Gültigkeit  für  jeden  Kegelschnitt 
wir  später  darthun  werden,  lässt  sich  auch  so  aussprechen,  wie  ihn 
Pascal  gefunden  hat: 

Verhindet  man  irgend  sechs  Punkte  eines  Kreises  zu  einem  einfachen 
SeehserJc  in  der  Peihenfolye:  Kßiyccißy^,  so  treffen  sich  die  gegenüber- 
liegenden Seiten  desselben  (die  erste  tmd  vierte,  ziveite  und  fünfte,  dritte 
und  secliste)  in  drei  Punlcten,  welche  auf  einer  Geraden  liegen. 

Das  obige  Raisonnement  würde  seine  beweisende  Kraft  verlieren, 
wenn  die  Gerade  £  den  Kreis  nicht  träfe;  die  Richtigkeit  des  Satzes 
ergiebt  sich  aber  auf  folgende  Weise: 

Die  beiden  von  a  und  ß  ausgehenden  Büschel  sind  projectivisch  gleich': 

f^  {Y(^xßi?i)  =  ß  ir^ißin) 

wegen  der  bekannten  Grundeigenschaft  des  Kreises;  das  erste  Büschel 
trifft  die  Gerade  ya^  in  den  vier  Punkten: 

7     «1     (7«i;«/5i)     («yi>r«i)- 
Das  zweite  Büschel  trifft  die  Gerade  yß^  in  den  vier  Punkten: 

Y    iß<^i>yßi)    ßi    (ßyi,yßx)- 

Diese  beiden  Punktreihen  liegen  perspectivisch,  weil  in  ihrem  Schnitt- 
punkte, y,  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind;  folglich  treffen  sich  die 
drei  Verbindungsstrahlen  der  übrigen  entsprechenden  Punkte  in  einem 
Punkte;  die  Verbindungslinie  des  ersten  Paares  entsprechender  Punkte 
ist  «i/3,  die  des  zweiten  aß^,  die  des  dritten  die  Verbindungslinie  der 
beiden  Punkte: 

{ayy,ya,)      {ßy^,yßi) 

folglich  liegt  der  Punkt  {aß^^,' ßa^)  auf  derselben  Geraden  w.  z.  b.  w. 
Wenn  bei  zwei  auf  einander  liegenden  projectivischen  Pmiktreihen 
ein  Doppelpunkt  bekannt  ist,  so  bedarf  es  nicht  mehr  der  vorigen 
Colistruction  mit  Hülfe  des  festen  Kreises,  um  den  andern  Doppel- 
punkt zu  finden,  der  dami  nothwendig  immer  reell  vorhanden  ist, 
sondern  dieser  lässt  sich  mittelst  des  Lineals  allein  construiren  auf 
folgende  Art: 

Sei  ee^  der  bekannte  Doppelpunkt  der  beiden  projectivischen  auf 
einander  liegenden  Punktreihen  und  seien  aa^,  bb^  irgend  zwei  Paare 
entsprechender  Punkte,  wodurch  die  ganze  projectivische  Beziehung  be- 
stimmt ist,  so  ziehe  man  durch  ee^  einen  beliebigen  Strahl  und  nehme 
in  demselben  irgend  zwei  Punkte  BB^  willkürlich  an;  die  Schnitt- 
punkte (J5a,  -RiOi)  und  (-Bb,  B\)  verbunden,  bestimmen  eine  Gerade^ 
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welche  den  Trüger  der  beiden  zusammenliegenden  Punktreihen  in  dem 
gesuchten  zweiten  Doppelpunkte  trifft.  Die  Richtigkeit  dieser  Con- 
struction  erhellt  aus  der  Construction  auf  Seite  22. 


§.  16.     Punktsystem  (Involution  von  Punktpaaren). 

Es  giebt  einen  ausgezeichneten  speciellen  Fall  zweier  auf  einander 
liegender  projectivischer  Punktreihen^  welcher  in  der  Folge  eine  be- 
sondere Wichtigkeit  erlangt;  dieser  besteht  darin,  dass  der  Abstand 
der  beiden  Punkte  r  und  q^  Null  wird,  oder  dass  die  Punkte  r  und  q^ 
zusammenfallen.  Wenn  zwei  projectivische  Punktreihen  so  auf  einander 
liegen,  dass  die  besonderen  Punkte  r  und  qj^  auf  einander  fallen, 
so  fallen  sämmtliche  entsprechende  gleiche  Strecken  des  einen  oder 
des  andern  Systems  (§.  12)  verkehrt  auf  einander,  so  dass,  wenn  ^l) 
und  jjt)i  zwei  entsprechende  gleiche  Strecken  sind,  J  auf  t)^  und  zu- 
gleich t)  auf  Ji  fällt,  und  zwar  wird  das  eine  oder  das  andere  System 
entsprechender  gleicher  Strecken  verkehrt  auf  einander  fallen,  je  nach- 
dem die  Punktreihen  gleichlaufend  oder  ungleichlaufend  sind,  d.  h.  je 
nachdem  entsprechende  Hälften  über  einander  liegen:  %  auf  ^i^  und 
^  auf  33i  (dann  sind  die  Punktreihen  ungleichlaufend,  Fig.  18),  oder 
nicht  entsprechende  Hälften:  51  auf  S3i  und  33  auf  S(^  (dann  sind  die 
l'unktreihen  gleichlaufend);  in  dem  ersten  Falle  existiren  zwei  Doppel- 
punkte; es  fallen  nämlich  die  Punkte  g  und  g^  auf  einander  und  die 
Punkte  I)  und  ()i;  hn  zweiten  Falle  existiren  keine  Doppelpunkte  nach 
dem  obigen  Kriterium  (S.  42);  es  fällt  insbesondere  g  auf  i)^^  und  i) 
auf  g,. 

Es  findet  aber  auch  das  Umgekehrte  statt:  Wenn  hei  zivei  anf 
einander  liegenden  projectivischen  Punktreihen  irgend  ein  Paar  ent- 
sprechender gleicher  Strecken  verkehrt  msammen  fällt,  d.  h.  j;t)  attf  l)^j^, 
so  fallen  sämmtliche  entsprechende  gleicJw  Strecken  demjenigen  Systems, 
welchem,  jenes  Paar  angehört,  verkehrt  auf  einander,  insbesondere  auch 
r  aiff  q^. 

In  der  That,  denken  wir  uns  (Fig.  22)  in  den  beiden  auf  einander 
liegenden  Trägern  der  Punktreihen  %%i  die  Punkte  jjj  und  ^tj^  so 
liegend,  dass  j  auf  \)i  und  t)  auf  jCj  liegt,  und  nehmen  wir  ein  be- 
liebiges drittes  Paar  entsprechender  Punkte  y^  (wodurch  die  projec- 
tivische Beziehung  vollständig  p,.  ^^ 
bestimmt  wird)  an,  so  wird  der 
Punkt  g   der  ersten  Punktreihe    == 


51- 

auf  einem    gewissen   Punkte  tj 

Steiner,  Vorlesungen  II.    2.  Aufl. 
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der  zweiten  liegen,  und  der  ihm  entsprechende  Punkt  t  der  ersten  Punkt- 
reihe wird  bestimmt  durch  die  Gleichheit  der  Doppelverhiiltnisse: 

(?t)5t)  =  (jit)iäiti). 
Es  ist  aber  identisch:  (Seite  7) 

also: 

und,  wenn  wir  für  ^jJiti  die  darüber  stehenden  Namen  derselben 
Punkte  setzen,  ==  (j^äSi);  da  also 

wird,  so  muss  t  mit  g^  zusammenfallen,  d.  h.  die  Strecke  5t  fällt  ver- 
kehrt auf  die  ihr  gleiche  entsprechende  Strecke  t^Ji;  dies  gilt  hiernach 
von  sämmtlichen  Paaren  entsprechender  gleicher  Strecken;  weil  ins- 
besondere die  beiden  unendlich- entfernten  Punkte  r*  und  q°°  der  beiden 
Punktreihen  auf  einander  fallen,  so  müssen  auch  die  ihnen  ent- 
sprechenden r  und  (\i  auf  einander  fallen. 

Ein  solches  Doppelgebilde  zweier  in  dieser  eigenthümlichen  Weise 
aufeinander  liegenden  projectivischen  Punktreihen,  so  dass  die  Punkte  r 
und  q^  auf  einander  fallen  und  zugleich  die  entsprechenden  gleichen 
Strecken  des  einen  ganzen  Systems  verkehrt  auf  einander  liegen,  heisst 
ein  Punhtsystem  (oder  nach  der  von  Besargues  eingeführten  Bezeichnimg 
eine  Involution  von  Punktpaaren)  und  die  Endpunkte  eines  solchen 
Paares  auf  einander  fallender  gleicher  Strecken  ein  Faar  conjugirter 
Punkte  des  Punktsystems;  der  dem  unendlich  entfernten  Punkte  conju- 
girte  Punkt,  in  welchem  r  und  q^  auf  einander  liegen ,  heisst  der  Mittel- 
punM  des  Punktsystems;  wenn  die  das  Punktsystem  erzeugenden  Punkt- 
reihen gleichlaufend  sind,  so  heisst  das  Punktsystem  ein  elliptisches \ 
es  liegt  dann  ein  Paar  conjugirter  Punkte  immer  auf  entgegengesetzten 
Seiten  vom  Mittelpunkte,  und  bezeichnen  wir  mit  0  den  Mittelpunkt, 
mit  x\  irgend  ein  Paar  conjugirter  Punkte,  so  werden  sämmtliche 
Paare  conjugirter  Punkte  durch  die  Relation  zusammengehalten: 

ox  .  oi,  =  const.  ; 
denn  ./;  und  |  treten  an  die  Stelle  zweier  entsprechender  Punkte  jündfj  der 
beiden  projectivischen  Punktreihen,  und  in  0  liegen  r  und  q^  vereinigt, 
also  gilt  die  Eigenschaft  der  constanten  Potenz  rj  .  qi  Ji  =  const.  (§,  12); 
Doppelpunkte  können  in  diesem  Fall  nicht  vorkommen,  wohl  aber 
zeichnet  sich  ein  Paar  conjugirter  Punkte  vor  den  andern  aus,  das- 
jenige nämlich,  welches  gleich  weit  vom  Mittelpunkte  nach  entgegen- 
gesetzten   Richtungen    hin    absteht,    für    welches    also    das    constante 
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Rechteck  ein  Quadrat  wird;  es  sind  dies  offenbar  die  Punkte  g  und 
cji  oder  t)i  und  {),  indem  g  auf  ^^  und  g^  auf  l)  fällt;  dieses  besondere 
Paar  wollen  wir  wiederum  die  Potenzpimkte  des  elliptischen  Punkt- 
systems nennen,  das  constante  Rechteck  aber  die  Potenz  des  Pmddsystems. 
Wenn  dagegen  die  das  Punktsystem  erzeugenden  Punktreihen  un- 
gleichlaufend sind,  also  die  entsprechenden  gleichen  Strecken  des  andern 
Systems  verkehrt  auf  einander  fallen,  so  heisst  das  Punktsystem  ein 
ht/perholisrhes]  es  liegt  ein  Paar  conjugirter  Punkte  immer  auf  der- 
selben Seite  vom  Mittelpunkte  aus  und  sämmtliche  Paare  conjugirter 
Punkte  werden  wiederum  durch  die  Relation  zusammengehalten: 

ox  ■  o^  =  const. ; 

es  fallen  insbesondere  zweimal  zwei  conjugirte  Punkte  zusammen 
(wenn  nämlich  das  constante  Rechteck  ein  Quadrat  wird);  dies  ge- 
schieht für  die  Punkte  ggj  auf  der  einen  Seite  von  o  und  für  I)'^^  auf 
der  andern  Seite;  diese  besonderen  zusammenfallenden  Punktpaare 
des  Punktsystems  heissen  die  Doj)j)clpunktc  oder  ÄsymptotcnpunJite  des 
Punktsystems,  welche  nur  beim  hyperbolischen  Punktsystem  auftreten; 
sie  liegen  nach  entgegengesetzten  Seiten  in  gleichem  Abstände  von  o. 
Bezeichnen  wir  sie  mit  g  und  h,  so  drückt  die  Relation: 

ox-  0^  =  (ogf  =  {oll)" 

zugleich  ein  merkwürdiges  Verhalten  sämmtlicher  Paare  conjugirter 
Punkte  zu  den  Asymptotenpunkten  des  Punktsystems  aus,  indem  x^ 
ein  Paar  zugeordnet-harmonischer  Punkte  zu  y  und  h  sind  (Seite  14),  also: 

Sämmtliche  Paare  conjugirter  Punkte  eines  hyperbolischen  Punktsystems 
sind  zugeordnet -Jmrmonische  Punkte  zu  den  beiden  Asymiitotenpunkten 
desselben,  und  auch  umgekehrt:  Sämmtliche  Paare  zugeordnet-harmo- 
nischer Punkte  zu  zivei  festen  Pimlden  einer  Geraden  bilden  ein  hyper- 
bolisches Punktsystem,  dessen  beide  Asymptotenpunkte  die  beiden  festen 
Punkte  sind.  Beim  elliptischen  Punktsystem  findet  dieses  Verhalten 
nicht  statt  trotz  der  Eigenschaft  des  constanten  Rechtecks,  weil  dort 
zwei  conjugirte  Punkte  xi,  immer  auf  entgegengesetzten  Seiten  von 
0  liegen  und  die  angezogene  Eigenschaft  harmonischer  Punkte  ausser- 
dem erfordert,  dass  zwei  zugeordnete  Punkte  auf  derselben  Seite  vom 
Mittelpunkt  aus  gelegen  seien. 

Es  mag  hier  noch  ehi  besonderer  Fall  des  Punktsystems  erwähnt 
werden,  welcher  den  Uebergang  zwischen  dem  elliptischen  und  hyper- 
bolischen Punktsystem  bildet  und  daher  das  parabolische  Punktsystem 
heisst;  dieser  tritt  dann  auf,  wenn  die  beiden  Asymptotenpunkto  eines 
hyperbolischen  Punktsystems  zusammenfallen;  alsdann   fallen  die  allen 
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Punkten  des  Trägers  conjugirten  Punkte  im  Punktsystem  in  denselben 
einzigen  Punkt  hinein,  in  welchem  die  beiden  Asymptotenpunkte  ver- 
einigt sind,  weil  (S.  14),  wenn  von  vier  harmonischen  Punkten  zwei 
zugeordnete  zusammenfallen,  auch  einer  des  andern  Paares  zugeord- 
neter Punkte  in  diesen  hineinfallen  muss.  Wir  haben  also  das  ein- 
seitige Verhalten  beim  parabolischen  Punktsystem,  dass  die  allen 
Punkten  conjugirten  Punkte  in  einem  einzigen  vereinigt  sind  und  zu 
diesem  wiederum  jeder  beliebige  Punkt  des  Trägers  als  conjugirt  an- 
gesehen werden  muss. 

Rücksichtlich  der  Potenz  der  Punktsystems  ist  noch  zu  bemerken, 
dass  für  das  elliptische  Punktsystem  die  Potenz  eine  negative,  für  das 
hyperholische  eine  positive  Grösse  ist,  weil  im  ersten  Fall  je  zwei  con- 
jugirte  Punkte  auf  entgegengesetzter,  im  letzteren  auf  derselben  Seite 
vom  Mittelpunkt  liegen;  für  das  parabolische  Punktsystem  ist  die  Po- 
tenz Null. 

Ein  besonders  einfacher  Fall  tritt  beim  hyperbolischen  Punkt- 
system auf,  wenn  einer  der  beiden  Asymptotenpunkte  im  Unendlichen 
liegt;  in  diesem  Fall  wird  die  Strecke  zwischen  je  zwei  conjugirten 
Punkten  durch  den  andern  im  Endlichen  befindlichen  Asymptoteit- 
punkt  halbirt,  und  wir  erhalten  folgendes  sehr  einfache  Doppelgebilde: 
alle  Paare  von  Punkten  x^  einer  Geraden,  welche  zu  einem  festen 
Punkte  g  symmetrisch  liegen.  Ein  solches  Punktsystem  nennt  man 
ein  gleichseitig -hyperbolisches  Punktsystem:,  wie  ersichtlich  ist,  kann  es 
nur  entstanden  sein  durch  Aufeinanderlegen  zweier  projectivisch-gleicher 
Punktreihen,  die  ungleichlaufend  aufeinander  gelegt  sind;  sie  haben 
einen  Doppelpunkt  im  Unendlichen,  der  zugleich  der  Mittelpunkt  dieses 
gleichseitig»hyperbolischen  Punktsystems  ist;  der  andere  Doppelpunkt. 
ist  das  Centrum  der  symmetrisch  liegenden  Paare. 

Wegen  des  häufigen  Auftretens  von  Punktsystemen  bei  geome- 
trischen Untersuchungen  heben  wir  die  Grundeigenschaft  eines  solchen 
Doppelgebildes,  dass  es  nämlich  in  sich  projectivisch  ist,  noch  l)e- 
sonders  hervor: 

Wenn  ivir  hei  einem  Punktsystem  von  Punktpaaren,  aus  jedem 
Paare  einen  nehmen  und  diese  als  eine  Reihe  auffassen  ahc....,  so 
hilden  die  conjugirten  Punkte  aßy  .  .  .  eine  mit  der  ersten  Reihe  projecti- 
vische Punktreihe,  und  die  beiden  Punktreihen  liegen  in  der  oben  ange- 
gebenen eigenthümlichen  Weise  auf  einander.  Es  ist  einleuchtend,  dass 
wir  dabei  dre  conjugirten  Punkte  eines  Paares  mit  einander  ver- 
tauschen können,  ohne  die  projectivische  Beziehung  zu  alteriren,  denn 
da  die  Endpunkte  eines  solchen  Paares  J  (t)J  und  J^  (l))  sind,  so 
können  wir  es  sowohl  als  jj^  auffassen,  wie  auch  als  tj^t).      Es  folgt 
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ferner,  dass  Punktsysteme  dieselbe  allgemeine  Eigenschaft  der  Pro- 
jectivität  besitzen,  wie  einfache  Punktreihen  selbst,  d.  h.  wenn  wir 
ein  Punktsystem  aa,  hß,  cy  .  .  .  mit  irgend  einem  Punkte  B  durch 
Strahlenpaare  verbinden,  welche  eine  beliebige  andere  Transversale  in 
den  neuen  Punktpaaren  a^a^,  &^/3\  c^y^  .  .  .  treffen,  so  bilden  diese 
ebenfalls  ein  Punktsystem;  denn  es  bilden  a^h^c^ .  .  .  und  a^ß^y^... 
zwei  projectivische  Punktreihen,  welche  sich  in  der  eigenthümlichen 
Lage  befinden,  dass  dem  Punkt  a^  der  ersten  Punktreihe  der  Punkt 
a^  der  zweiten  entspricht,  aber  auch  gleichzeitig  dem  Punkt  a\  als 
der  ersten  Punktreihe  angehörig  betrachtet,  der  Punkt  a^  der  zweiten 
Punktreihe  entspricht;  da  also  ein  Paar  entsprechender  gleicher  Strecken 
verkehrt  auf  einander  fallen,  so  bilden  auch  a^a^,  h^ß^,  c^y^  .  .  .  ein 
Punktsystem. 

Aus  der  Eigenschaft  der  constanten  Potenz: 

ox  .  0^  =  const. 

können  wir  uns  ein  leichtes  Verfahren  ableiten,  Punktsysteme  in 
ihrem  ganzen  Verlaufe  herzustellen.  Legen  wir  nämlich  durch  zwei 
conjugirte  Punkte  aa  einen  beliebigen  Kreis  und  durch  ein  zweites 
Paar  conjugirter  Punkte  hß  irgend  einen  zweiten  Kreis,  welcher  den 
ersten  in  den  Punkten  P  und  Q  treffe,  so  wird  ein  dritter  Kreis,  wel- 
cher durch  T?Q  und  x  geht,  nothwendig  durch  |  gehen  müssen,  weil, 
wenn  PQ  den  Träger  des  Punktsystems  in  o  trifft,  oF .  oQ  =  oa  .  oa 
=  oh  .  oß  =  ox  .  o^  sein  muss.  Sämmtlicbe  durch  die  Punkte  ]/Q 
gelegten  Kreise  (Kreisbüschel)  bestimmen^  also  sämmtliche  Punkt- 
paare xi,  eines  Punktsystems,  das  mit  dem  angenommenen  identisch 
ist,  dessen  Mittelpunkt  durch  die  gemeinschaftliche  Secante  PQ  des 
Kreisbüschels  (oder  denjenigen  Kreis  des  Büschels,  dessen  Radius  unend- 
lich gross  ist)  bestimmt  wird.  Liegt  der  Punkt  o  ausserhalb  der  Strecke 
FQ,  so  liegt  er  auch  ausserhalb  jeder  Strecke  a:|,  ausserhalb  aller 
Kreise  des  Büschels,  das  Punktsystem  ist  hyperbolisch;  liegt  o  zwischen 
FQ,  so  liegt  es  auch  innerhalb  jeder  Strecke  x^,  innerhalb  sämmt- 
licher  Kreise  des  Büschels,  das  Punktsystem  ist  elliptisch.  Wir  schliessen 
zugleich  umgekehrt:  Ein  Kreisbüsclicl  mit  zivei  (reellen)  gemeinscliaft- 
lichen  FimJden  FQ  wird  von  einer  heliebigen  Transversale  immer  in 
einem  Funktsysteme  geschnitten,  dessen  Faare  conjugirter  Funkte  die 
Schnittpunkte  mit  je  einem  Kreise  des  Büschels  sind;  das  Funktsgstem  ist 
elliptisch,  ivenn  die  Transversale  die  Funkte  F  und  Q  trmnt,  d.  h.  auf 
entgegengesetzten  Seiten  von  sich  hat,  hyperbolisch,  ivcnn  F  und  Q  auf 
derselben  Seite  von  der  Transversale  liegen.  Im  letzteren  Fall  giebt  es 
zwei  besondere  Kreise  des  Büschels,  welche  die  Transversale  berühren; 
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die  Berührungspunkte  sind  die  Asymptotenpunkte  des  Punktsystems. 
Aus  dieser  Construction  eines  Punktsystems  vermittelst  des  Kreis- 
büscliels  geht  schon  hervor,  dass  ein  Fnnldsystem  vollständig  bestimmt 
ist  durch  zivci  Paare  (willkürlich  anzunehmender)  conjngirter  Punkte; 
dies  folgt  aber  a,uch  aus  der  ursprünglichen  Entstehung  des  Punkt- 
systems, denn  nehmen  Avir  aa,  hß  als  zwei  Paare  conjugirter  Punkte 
willkürlich  an,  so  vertritt  aa  die  Stelle  von  zwei  Paaren  aa^^  und 
B^b,  hß  die  Stelle  von  zwei  andern  Paaren  cl\  und  b^b  entsprechender 
Punkte  zweier  projectivischer  Punktreihen  obcb  und  OiB^Cibi;  es  scheint 
also,  als  ob  durch  diese  vier  Paar  entsprechender  Punkte  die  pro- 
jectivische  Beziehung  überbestimmt  sei,  da  doch  drei  Paare  entsprechender 
Elemente  zur  Bestimmung  der  projectivischen  Beziehung  nothwendig 
und  ausreichend  sind;  dieser  Scrupel  verschAvindet  aber,  da  diese  vier 
Paare  so  eigenthümlich  liegen,  dass  das  vierte  nur  eine  Folge  der  drei 
andern  ist,  dass  also  kein  Widerspruch  eintritt,  und  in  der  That 
die  projectivische  Beziehung  durch  sie  gerade  bestimmt  wird.  Es 
liegen  nämlich  ab^  zusammen  in  a,  ebenso  bo^  zusammen  in  «,  ferner 
cb^  in  b  und  bc^  in  /3;  folglich  ist  identisch: 

(abcb)  =  (b,a,b,Ci), 

und  da  (Seite  7)  allgemein: 

i^i^^A^i)  =  {(^A^A)  ist, 
so  folgt: 

(abcb)  =  (a^biCibi) . 

Diese  vier  Paare  entsprechender  Elemente  vertreten  also  nur  drei 
Paare  und  bestimmen  vollständig  die  projectivische  Beziehung,  also 
auch  das  ganze  Punktsystem.  Zwischen  drei  Paaren  conjugirter  Punkte 
eines  Punktsystems  muss  daher  eine .  Bedingung  bestehen,  welche 
unmittelbar  hervorgeht  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse; 
fügen  wir  nämlich  noch  ein  drittes  Paar  conjugirter  Punkte  cy  den 
vorigen  hinzu  und  denken  uns  dieses  als  e  und  e^  oder  f^  und  f  (Fig.  23), 
so  ist: 

(abce)  =  (aibiqei) 

Fig.  23. 

_i ^^ $ "lX . 


h   r 


oder  durch  die  Bezeichnung  der  conjugirten  Punkte  des  Punktsystems 
aussedrückt: 


'^      OP  TSE  ^ 

UNlVEROiTY  ] 
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das  heisst: 
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{aahc)  = (aaßy) , 


ah 
ah 


ac 
ac 


aß 
aß 


ay 
ay 


Dies  lässt  sich  in  mehr  symmetrischer  Gestalt  so  schreiben: 

ah  .  aß 


I. 


ac  .  ay 


ah 

.  aß         ac 

ay 

hc 

hy          ha 

ha 

ßc. 

ßy    —  ßa 

.ßa 

Ca 

Ca           ch 

cß 

und  in  gleicher  Weise: 


ya  .  ya  yh  .  yß 


Ferner    können   wir    folgende    Gleichheit    der   Doppelverhältnisse 
ansetzen : 

oder  in  der  andern  Bezeichnung: 

{ahay)  =  (aßac) , 
das  heisst: 


aa 

ha 


ay 

hy 


aa     ac 
ßa  '  ßc 


da  nun  («a) = 
die  Relation: 


II. 


{aa),   so  hebt  sich  ein  Factor  fort   und  es  bleibt 


aß  •  Jjy 
aß  •  hc 
hy 


CK  =  ay  •  ha  •  cß 
ya  =  ac  •  ha  •  yß 
aß  =ha  •  cß  •  ay 
ca  •  ah  ■  ßy  =  ch  •  ay  '  ßa. 


ca 


und  durch  Vertau- 
schung je  eines  der 
drei  Paar  conjugirter 
Punkte : 


Diese  7  Relationen  zwischen  drei  Paaren  conjugirter  Punkte  eines 
Punktsystems  hängen  natürlich  alle  von  einer  unter  ihnen  ab;  sie 
sind  von  Dcsargitcs  aufgestellt,  der  solche  sechs  Punkte,  welche  diesen 
Bedingungen  genügen,  „sechs  PimJcte  in  Involution'^  nannte. 

'  Es  ist  für  die  Folge  wichtig,  ein  Kriterium  zu  besitzeji, 
welches  sofort  entscheidet,  ob  ein  darch  zwei  Paare  conjugirter  Punkte 
gegebenes  Punktsystem  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist;  dies  erkeimen 
wir'  unmittelbar  aus  der  oben  gefundenen  Eigenschaft,  dass  beim  hyper- 
bolischen Punktsystem  jedes  Paar  conjugirter  Punkte  auf  derselben 
Seite  vom  Mittelpunkt  liegt,  also  wenn  aa  und  hß  irgend  zwei  Paare 
sind,  entweder  die  Strecke  aa  ganz  ausserhalb  der  Strecke  hß  oder 
ganz  innerhalb  derselben  oder  endlich  die  Strecke  hß  ganz  innerhalb 
aa  liegt,  d.  h.  die  Punkte  aa  werden  durch  die  Punkte  hß  nicht 
getrennt  (liegt  h  innerhalb  aa,  so  liegt  auch  ß  innerhalb  aa,  liegt  h 
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ausserhalb  aa,  so  liegt  auch  ß  ausserhalb  aa);  während  beim  ellip- 
tischen Punktsystem  ein  Paar  conjugirter  Punkte  immer  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  vom"  Mittelpunkte  liegt ,  d.  h.  aa  durch  hß 
und  umgekehrt  getrennt  wird;  das  gesuchte  Kriterium  ist  also  fol- 
gendes :• 

Wenn  ein  Punktsystem  durch  trgmd  zwei  Paare  conjugirter  Punkte 
aa  und  hß  gegeben  ist,  so  wird  es  ein  cUipfisches  oder  hyperbolisches 
sein,  je  nachdem  die  Punkte  aa  durch  bß  und  zugleich  bß  durch  aa 
getrennt  werden  oder  nicht. 

Hieraus  entspringt  folgende  Betrachtung:  Nehmen  wir  auf  einer 
Geraden  vier  beliebige  Punkte  abcd  an,  so  lassen  sich  dieselben  auf 
dreifache  Weise  zu  Paaren  ordnen,  nämlich: 

ab,  cd  I  ac,  bd  \  ad,  bc  . 

Bei  jeder  dieser  Zuordnungen  wird  durch  die  zwei  Punktpaare, 
welche  als  conjugirte  aufgefasst  werden,  ein  Punktsystem  bestimmt, 
und  von  diesen  drei  Pmiktsystemen  ist  immer  eines  elliptisch,  die 
beiden  andern  hyperbolisch,  nämlich  nach  dem  vorigen  Kriterium  z.  B. 


h     d 


ab,  cd 


ad,  bc 


ac,  bd 
elliptisch  (c)  hyperbolisch  (Ä)    hyperbolisch  (/ij  . 

Nehmen  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  p  des  Trägers  den  con- 
jugirten  Punkt  rücksichtlich  dieser  drei  Punktsysteme  und  bezeichnen 
wir  ihn  beziehlich  durch: 

so  bieten  •  diese  Punkte  eine  leicht  erkennbare  Eigenschaft  dar;  es 
findet  nämlich  wegen  der  Grundeigenschaft  der  Punktsysteme  die  Gleich- 
heit folgender  Doppelverhältnisse  statt: 

I(  (abcp)  =  {badite) 
(acdp)  =  (cabTth) 
\  {adcp)  =  {dabnhi)- 

Die  letzte  Gleichheit  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

(acdp)  =  (^dhaTCki) 

und  zeigt,  mit  der  vorletzten  verglichen,  dass 

{cabith)  =  (dba7t/i^) 
oder 

(abcTth)  =  {badiCh^)  wird  ; 
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folglich  sind  ä/,  und  n^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punktsystems 
(e),  gleicherweise  Ttg  und  jr^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punkt- 
systems (^i),  endlich  tt«  und  jT/,^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punkt- 
systems (h).     Hiernach  gilt  folgender  Satz: 

Vier  beliebige  PunJäe  in  einer  Geraden  als  zivei  Paare  conßigirter 
Punkte  aufgefasst  bestimmen  drei  verschiedene  Pnnldsysteme ,  von  denen 
immer  eines  elliptisch  (e)  und  die  beiden  andern  hyperbolisch  sind  (h) 
und  (Äj).  Nimmt  man  von  irgend  einem  PimJcte  p  in  der  Geraden  den 
conjugirten  Punkt  in  Bezug  auf  jedes  dieser  drei  Punktsysteme  und  heissen 
dieselben  beziehlich  ngTth'Jth^,  so  sind  7t h  undn/,^  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
in  dem  Systeme  (e),  ite  und  tci,^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  dem 
Systeme  {h)  und  n«  und  %h  e^'w  Paxir  conjugirter  Punkte  in  dem  Systeme  (h^. 

Auch  zeigt  sich  das  eigenthümliche  reciproke  Verhalten,  dass  die 
vier  Punkte  pTteTthTC,,^  zu  den  vier  angenommenen  Punkten  abcd  genau 
dieselbe  Beziehung  haben,  wie  diese  zu  jenen,  d/  h.  wenn  man  von 
p:te7thiii,^  ausgeht  und  zu  a  die  drei  conjugirten  sucht,  erhält  man  bcd, 
was  aus  der  Projectivität  der  Punktreihen  hervorgeht: 

abedp     7t e  7t n  7t i,^ 

badC7te    p  Tthi^  7th 


abedp     TCeTthTthi 
cdab7th  7t  1,^  p  7t e 

abedp    Tte  Tth  Ttli^ 
dcbaTthy  7t k  Tte  P 


(h) 


Schliesslich  möge  noch  eine  Frage  erörtert  werden,  Avelche  sich 
bei  geometrischen  Untersuchungen  öfters  darbietet:  Ereignet  es  sich  bei 
zwei  beliebig  auf  einander  gelegten  Punktsystemen,  dass  ein  Paar  conju- 
girter Punkte  des  einen  auf  ein  Paar  des  andern  Punktsystems  zu  liegen 
kommt?  Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  müssen  wir«  die  drei  mög- 
liehen Fälle  von  einander  trennen:  ob  1)  beide  Punktsysteme  elliptisch 
sind  oder  2)  eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch,  oder  3)  beide 
hyperbolisch  sind.  Denken  wir  uns  bei  einem  Punktsystem  jedes  Paar 
conjugirter  Punkte  als  Durchmesser  eines  Kreises,  so  erhalten  wir 
nach  dem  Obigen  ein  Kreisbüschel  und  zwar  mit  zwei  reellen  Schnitt- 
punkten, wenn  das  Punktsystem  ein  elliptisches  ist,  dagegen  mit  einer 
ideellen  gemeinschaftlichen  Secante  (Linie  der  gleichen  Potenzen),  wenn 
das  Punktsystem  ein  hyperbolisches  ist.  Sind  nun  ad  1)  die  beiden 
auf  einander  liegenden  Punktsysteme  elliptisch,  so  haben  die  beiden 
zugehörigen  Kreisbüschel  reelle  Schnittpunkte  PQ  und  P^Qi,  welche 
gleich  weit  abstehen  von   der  gemeinschaftlichen   Centrale  und    sym- 
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metrisch  liegen  zu  derselben.  Es  giebt  offenbar  einen  Kreis  durch  die  vier 
Punkte  PQP^Qi,  welcher  beiden  Kreisbüscheln  angehört,  also  die  Centrale 
in  einem  Punktpaar  trifft,  welches  beiden  Punktsystemen  gemein- 
schaftlich ist;  dies  ist  das  einzige  und  immer  vorhandene.  Ist  ferner 
ad  2), das  eine  Punktsystem  elliptisch,  das  andere  aber  hyperbolisch, 
so  hat  das  eine  Kreisbüschel  zwei  reelle  Punkte  PQ,  das  andere  keine. 
Es  giebt  aber  immer  einen  einzigen  leicht  zu  ermittelnden  Kreis  des 
letzteren,  welcher  durch  P  und  Q  geht  und  dadurch  gefunden  werden 
kann,  dass  man  durch  P  (oder  Q)  und  die  beiden  Asymptotenpunkte  gh  des 
hyperbolischen  Punktsystems  (Grenzpunkte  des  Kreisbüschels)  einen 
Kreis  legt  und  einen  andern  Kreis  construirt,  der  diesen  in  P  und  Q 
rechtwinklig  schneidet;  letzterer  gehört  beiden  Kreisbüscheln  an  und 
bestimmt  also  auf  der  Centrale  das  einzige  und  immer  vorhandene 
Paar  conjugirter  Punkte,  welches  beiden  Punktsystemen  gemeinschaft- 
lich ist.  Sind  endlich  ad  3)  beide  auf  einander  liegenden  Punktsysteme 
hyperbolisch,  so  haben  beide  Kreisbüschel  ideelle  gemeinschaftliche 
Secanten;  seien  gh  und  gji,^  die  Asymptotenpunkte  des  einen  und 
andern  Punktsystems,  und  beschreibt  man  über  ihnen  als  Durchmesser 
zwei  Kreise,  so  kommt  es  darauf  an  zu  entscheiden,  ob  ein  Kreis 
existirt,  welcher  seinen  Mittelpunkt  in  der  Centrale  hat  und  beide 
zuletzt  construirten  Kreise  rechtwinklig  schneidet.  Dieser  ist  nie  vor- 
handen, wenn  das  eine  Paar  Asymptotenpunkte  durch  das  andere  ge- 
trennt wird,  also  gh  einen  und  nur  einen  der  Punkte  g^h^  zwischen 
sich  hat.  Wenn  dagegen  das  eine  Paar  durch  das  andere  nicht  ge- 
trennt wird,  also  entweder  gh  ganz  ausserhalb  gji^  oder  ganz  zwischen 
gji^  liegt  oder  umgekehrt,  so  giebt  es  einen  einzigen  bestimmten 
Kreis  von  der  verlangten  Beschaffenheit,  welcher  leicht  zu  ermitteln 
ist.  Dieser  bestimmt  auf  der  Centrale  das  einzige  beiden  Punkt- 
systemen gemeinschaftliche  Paar  conjugirter  l^unkte.  Das  Resultat 
dieser  mit  Hülfe  von  Kreisbüscheln  durchgeführten  Untersuchung  lässt 
sich  nun  unabhängig  hiervon  so  aussprechen: 

Ztvci  auf  einander  liegende  PiinMsystenie  haben  immer  ein  gemein- 
schaftliches Paar  conjugirter  Punkte,  sobald  sie  leide  elliptisch  sind  oder 
eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch  ist.  Wenn  aher  beide  hyper- 
bolisch sind,  so  haben  sie  nur  dann  ein  reelles  Paar  conjugirter  Punkte 
gemeinschaftlich,  tvenn  die  Asymptotenpunlde  des  einen  PunMsystems 
durch  die  des  andern  nicht  getrennt  werden;  werden  sie  getrennt  (d.  h. 
liegt  von  den  beiden  Asymptotenpunkten  des  einen  Punktsystems  der 
eine  zwischen,  der  andere  ausserhalb  der  beiden  Asymptotenpunkte 
des  andern  Punktsystems),  so  existirt  Icein  gemeinschaftliches  Paar  con- 
jugirter Punkte.     Dass    im   Allgemeinen    nicht    zwei  Paare  conjugirter 
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Punkte  den  beiden  Punktsystemen  gemeinschaftlich  sein  können,  ist 
an  sich  klar,  weil  sonst  die  Punktsysteme  identisch  sein  müssten. 
(Vergl.  §.  31.) 

Hieraus  ergiebt  sich  insbesondere  folgende  Eigenschaft  des  ellipti- 
schen Punktsystems:  In  einem  elliptischen  Punktsystem  gieht  es  alle- 
mal 2U  einem  heliebig  gegebenen  Paare  conjugirter  Punkte  aa  ein  einziges 
und  hestimmtes  anderes  Paar  a^a^,  ivelches  durch  das  erstere  Jiarmonisch 
getrennt  wird,  d,  h.  so  liegt,  dass  aaa^a^  vier  harmonische  Punkte 
sind,  und  zwar  aa,  ebenso  a^a^  zugeordnet.  Beim  hyperbolischen  " 
Punktsystem  ist  dies  nicht  möglich. 

Hat  man  ein  elliptisches  Punktsystem,  bei  dem  aa  und  a^a^ 
zwei  solche  Paare  conjugirter  Punkte  sind,  die  harmonisch  durch 
einander  getrennt  werden,  so  steht  der  Mittelpunkt  o  des  Punktsystems 
in  eigenthümlicher  Beziehung  zu  den  Mittelpunkten  der  Strecken  aa 
und  a^a^,  welche  tn  und  m^  heissen  mögen;  es  sind  nämlich  m  und 
m^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  gegebenen  Punktsystems  selbst, 
und  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  aao  ist  m^,  der  vierte  harmo- 
nische zu  a^a^o  ist  tlt,  also  (aauwi^)  =  —  1  und  (a^aUnn)  =  —  1. 
Dies  folgt  leicht  aus  elementaren  Sätzen,  wenn  man  über  aa  und 
a^a^  als  Durchmesser  zAvei  Kreise  beschreibt,  die  sich  rechtwinklig 
schneiden  u.  s.  w.    . 

§.  17.    Strahlsystem  (Involution  von  Strahlenpaaren). 

Der  im  vorigen  Paragraphen  durchgeführten  Betrachtung  steht 
eine  gleichlaufende  zur  Seite  für  zwei  in  der  Weise  auf  einander 
liegende  (concenfcrische)  projectivische  Strahlbüschel,  dass  die  ent- 
sprechenden gleichen  Winkel  des  einen  oder  des  anderen  System  ver- 
kehrt auf  einander  fallen.  Da  diese  Betrachtung  der  vorigen  ohne 
Schwierigkeit  nachgebildet  werden  kann,  so  genüge  es,  imr  die  Resul- 
tate anzuführen,  welche  auch  unmittelbar  durch  perspectivische  Pro- 
jection  aus  den  vorigen  abgeleitet  werden  können: 

Liegen  zwei  projectivische  concentrische  StraJilhüschel  in  der  Weise 
auf  einander,  dass  die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  st, 
s^t^  verkehrt  auf  einander  fallen:  s  auf  t^  und  t  auf  s^,  so  fallen  die 
Schenkel  sämmtlicher  Paare  des  einen  oder  andern  Systems  entsprechender 
gleicher  Winkel  {xy)  =  {x^y^)  oder  {xy)  =  {y^x^)  (S.  37)  verkehrt  auf 
einander,  nämlich  x  auf  y^  und  y  auf  x^  und  zivar  findet  dieses  für  das 
eine  oder  andere  System  statt,  je  nachdem  die  Strcddhiischcl  gleichlaufend 
oder  ungleichlaufend  sind. 

Wenn  hei  ztvei  concentrischen  projectivischen  Strahlhüscheln  die  Schenkel 
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irgend  eines  Paares  entsprechender  gleicher  Winlicl  verlcehrt  auf  einander 
falleii,  xy  auf  y^x^',  so  fallen  sämmtliche  Paare  von  Scheitlceln  cnt- 
sprechencle)'  gleicher  WinJcel  desjenigen  Systems,  welchem  jenes  Paar  ange- 
hört, verkehrt  auf  einander. 

Nur  bei  den  Schenkeln  der  entsprechenden  rechten  Winkel  st, 
s^t^,  welche  beiden  Systemen  gemeinschaftlich  angehören,  kann  sowohl 
das  eine,  wie  das  andere  System  in  der  angegebenen  Weise  zur 
Deckung  gebracht  werden,  indem  man  die  Strahlbüschel  einmal  gleich- 
laufend, das  andere  Mal  ungleichlaufend  so  auf  einander  legt,  dass  s 
auf  tj^  und  t  auf  s^  fällt.  Ein  solches  Doppelgebilde  heisst  ein  StraJil- 
system  (oder  eine  Involution  von  Strahlenpaaren),  die  Schenkel  irgend 
eines  Paares  verkehrt  auf  einander  fallender  entsprechender  gleicher 
Winkel  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems,  die  Schenkel 
der  auf  einander  fallenden  entsprechenden  rechten  Winkel  s(i^i)  und 
t{s^)  die  Axen  des  Strahlsystems.  Wenn  die  das  Strahlsystem  erzeu- 
genden Strahlbüschel  gleichlaufend  sind,  so  heisst  dasselbe  ein  elliptisclies, 
wenn  sie  ungleichlaufend  sind,  ein  hyperbolisches-^  im  letzteren  Fall 
liegen  die  besonderen  Strahlen  gg^^  auf  einander  und  ebenfalls  h\\ 
diese  beiden  Doppelstrahlen  heissen  die  Asymptoten  des  hyperboli- 
schen Strahlsystems;  ihre  Winkel  werden  gehälftet  durch  die  Axen; 
im  ersten  Fall  giebt  es  keine  Doppelstrahlen,  es  fallen  indessen  g  auf 
h^  und  h  auf  g^,  und  diese  besonderen  Strahlen  heissen  Potenzstrahlen. 

Sind  xi,  irgend  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems, 
m  und  ft  die  Axen,  so  ist  immer:     . 

^tg  {mx)  •  tg  (w|)  =  const. , 
also  auch: 

tg  {^ix)  ■  tg  (/il)  =  const.  ; 

doch  liegt  beim  elliptischen  Strahlsystem  ein  Paar  conjugirter  Strahlen 
x^  immer  so,  dass,  weim  x  in  einem  Quadranten  (wfi)  liegt,  ^  in 
dem  nebenliegenden  Quadranten  sich  findet,  während  beim  hyperbolischen 
Strahlsystem  jedes  Paar  ic^  in  demselben  Quadranten  sich  findet,  also 
beim  elliptischen  Strahlsystem  jedes  Paar  x^  durch  die  Axen  mfi  ge- 
trennt wird,  beim  hyperbolischen  keines;  daraus  folgt,  dass  sämtntliche 
Paare  conjugirter  Strahlen  eines  hyperbolischen  Strahlsystems  zugeordnct- 
harmonische  Strahlen  sind  m  den  beiden  Asymptoten,  und  auch  umge- 
kehrt: Alle  Paare  zugeordnet-] harmonischer  Strahlen,  zu  zivei  festen 
Strahlen  bilden  ein  hijperholisches  Strahlsy stein,  dessen  beide  Asymptoten 
die  beiden  festen  Strahlen  sind.  Beim  elliptischen  Strahl  System  findet 
dieses  Verhalten  nicht  statt. 

Ein  Strahlsystem  ist  ein  in  sich  projectivisches  Doppelgebilde  in 
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der  Art,  dass,  wenn  man  aus  jedem  Paare  conjugirter  Strahlen  einen 
herausnimmt  und  diese  als  ein  Strahlbüschel  ahe  .  .  .  auffasst,  die  con- 
jugirten  Strahlen  aßy...  ein  mit  dem  ersten  projectivisehes  Strahl- 
büschel bilden  und  diese  beiden  Strahlbüschel  in  der  angegebenen  eigen- 
thümlichen  Weise  auf  einander  liegen.  Wir  können  dabei  die  conju- 
girten  Strahlen  eines  Paares  mit  einander  vertauschen,  ohne  jene 
projectivische  Beziehung  zu  alteriren,  denn  da  die  Strahlen  eines  sol- 
chen Paares  nach  der  ursprünglichen  Entstehung  des  Strahlsystems 
als  x{y^)  und  ^^1(2/)  aufgefasst  werden  müssen,  so  können  sie  sowohl 
als  xx^  gelten,  wie  auch  als  y^y.  Das  Strahlsystem  besitzt  die  allge- 
meine Eigenschaft  der  Projectivität,  dass  es  auf  jeder  beliebigen  Trans- 
versale ein  Punktsystem  ausschneidet,  dessen  Paare  conjugirter  Punkte 
durch  die  Paare  conjugirter"  Strahlen  fixirt  werden,  und  umgekehrt, 
jedes  Punktsystem  mit  irgend  einem  Punkte  der  Ebene  durch  Strahlen 
verbunden  liefert  ein  Strahlsystem.' 

Ein  Strahlsystem  ist  vollständig  bestimmt  durch  zivei  Paare  (tvillliir- 
licli  anzunehmender)  conjugirter  Strahlen;  zwischen  drei  Strahlenpaaren 
aa,  bß,  cy  finden  die  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  ent- 
springenden Relationen  statt: 

(   sin  (ab)  .  sin  (aß)  sin  (ac)  .  sin  (ay) 


{ 


sin  (ab)  .  sin  (aß)  sin  (ac)  .  sin  (ay) 

sin  (bc)  .  sin  (&y)   sin  {ba)  .  sin  (ba) 

sin  (ßc)  .  sin  (ßy)  sin  {ßa)  .sin  (ßcc) 

sin  (ca)  .  sin  (ca)  sin  (c&)  .  sin  (cß) 

sin  (y*^)  ■  sin  (ya)  sin  (y&)  .  sin  (yß) 


w 


i(  sin  {aß)  •  sin  (by)  •  sin  (ca)  =  sin  (ay)  •  sin  (ba)  •  sin  (cß) 
sin  (aß)  '  sin  (bc)  •  sin  {ycc)  =  sin  {ac)  •  sin  {ba)  •  sin  {yß) 
sin  {by)  •  sin  {ca)  •  sin  {ccß)  =  Sin  {ba)  •  sin  {cß)  •  sin  {ccy) 
I   sin  {ca)  •  sin  {ab)  •  sin  {ßy)  =  sin  {cb)  •  sin  {ay)  •  sin  {ßcc). 


Es  gilt  folgendes  leicht  anzuwendendes  Kriterium,  um  zu  erkennen, 
ob  ein  Strahlsystem,  welches  durch  zwei  gegebene  Paare  conjugirter 
Strahlen  aa,  bß  bestimmt  wird,  ein  elliptisches  oder  hyperbolisches 
ist:  Wird  das  eine  Str'ahlenpaar  aa  durch  das  andere  bß  getrennt,  also 
auch  umgekehrt  (d.  h.  fällt  b  in  einen  Winkelraum  aa  und  ß  in  deti 
Nebenwinkelraum),  so  ist  das  Strahlsystem  elliptisch;  wird  dagegen  das 
eine  Strahlenpaar  durch  das  andere  nicht  getrennt,  so  ist  das  Strahl- 
system hyperbolisch. 

Ein  eigenthümliches  Auftreten  des  Strahlsystems  (oder  Punkt- 
systems) zeigt  sich  bei  folgender  Betrachtung:  Sind  drei  beliebige 
durch  einen  Punkt  gehende  Strahlen  abc  gegeben,  so  kann  man  zwei 
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derselben  in  dreifacher  Weise  als  zugeordnete  Strahlen  auffassen  und 
zu  dem  jedesmaligen  dritten  den  zugeordneten  vierten  harmonischen 
Strahl  construiren;  seien  h  und  e  zugeordnete  und  der  vierte  harmo- 
nische zu  a  zugeordnete:  «;  anderseits  c  und  a  zugeordnete  und  der 
vierte  harmonische  zu  h  zugeordnete:  ß,  endlich  a  und  h  zugeordnete 
und  der  vierte  harmonische  zu  c  zugeordnete:  y;  dann  ist: 

(cbaa)  =  —  1        (acbß)  =  —  1        (haey)  =  —  1 . 

Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

(achß)  =  (abcy) 

folgt,  dass  h  und  c  als  ein  Paar,  ß  und  y  als  ein  zweites  Paar  conjugirter 
Strahlen  eines  Strahlsystems  genommen  werden  dürfen,  welches  a  zu 
einer  Asymptote  haben  muss;  die  andere  Asymptote  ist  aber  a,  weil 
es  zu  a  der  vierte  harmonische  Strahl  ist,  während  h  und  c  das  andere 
Paar  zugeordneter  Strahlen  sind;  mithin  müssen  auch  a  und  a  har- 
monisch liegen  zu  ß  und  7,  also: 

(yßaa)  =  —  1,  ebenso  {ayßh)  =  —  1  und  [ßayc)  =  —  1  . 

Es  findet  daher  zwischen  den  G  Strahleij  abcaßy  das  eigen- 
thümliche  reciproke  Verhalten  statt,  dass  die  drei  ersten  von  dm  drei 
letzten  ebenso  abhängen,  tvic  die  drei  letzten  von  den  ersten. 

Aus  der  Relation: 

(cbacc)  =  (yßaa) 

folgt  sodann,  dass  aa,  bß,  cy  drei  Paare  conjugirter  StraJden  eines  Strahl- 
systems oder  sechs  Strahlen  in  Involution  sind;  ebenso  bilden  aber 
auch  aa,  by,  cß  eine  Involution,  ay,  bß,  ca  eine  neue  und  endlich 
aß,  ba,  cy]  von  diesen  vier  Involutionen  ist  die  erste  elliptisch,  die 
drei  andern  sind  hyperbolisch;  ihre  Asymptoten  bilden  selbst  eine 
elliptische  Involution,  welche  mit  der  ersteren  zusammenfällt. 

Obwohl  wir  sehen,  dass  die  durch  die  drei  Elementenpaare  aa, 
bß,  cy  bestimmte  Involution  eine  elliptische  ist,  so  können  wir  doch 
im  algebraischen  Sinne  nach  den  Doppelelementen  derselben:  ii^  fragen, 
welche  sowohl  durch  aa,  als  auch  durch  bß  und  durch  cy  harmonisch 
getrennt  werden  müssen;  da  aber  auch  bc  durch  aa  harmonisch  ge- 
trennt werden,  so  gehören  iii  und  bc  einer  Involution  an,  deren 
eines  Doppelelement  a  ist;  wir  haben  demnach  folgende  projectivische 
Keihen: 

{ii^abc)  =  (ijacb)       und   ebenso   wegen  bß 
(ii^abc)  =  (i^icba)       und  cy. 
[ii^abc)  =  (i^ibac) 
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und  hieraus  folgt:  ■ 

{i\al))  =  (ii^ca)  ==  (ii^hc)     oder 
{i\ahc)  =  {ii-J)ca)=  {ii^cah)  . 

Hieraus   ergeben  sich  die  Werthe  der  Doppelverhältnisse   (iahe)   und 
{iiahc)]  setzen  wir  {iahe)  =  x,  so  folgt  aus  den  Gleichheiten: 
{iahe)  =  {ihca)  =  {icah) 
1         x—X 

1 — X  X 


d.  h,  die  quadratische  Gleichung: 

x^  4-  1 

deren  beide  imaginäre  Wurzeln: 

l+VZl  und  l^nYEl 
2  2 

die  Werthe  der  Doppelverhältnisse: 

(iahe)  und  {i^ahe) 
sind,  d.  h.  die  imaginären  cubischen  Wurzeln  der  negativen  Einheit. 
Ein  solches  System  von  5  Elementen  aheii^,  von  denen  die  beiden 
letzten  imaginär  sind,  nennt  man  ein  äqnianharmoniseJies  System  von 
5  Elementat*),  weil  zu  drei  willkürlichen  Elementen  ahe  das  vierte 
*  dadurch  bestimmt  wird,  dass  von  den  Werthen,  welche  das  Doppel- 
verhältniss  (iahe)  durch  Vertauschung  der .  Elemente  überhaupt  an- 
nehmen kann,  die  drei  verschiedenen: 

1  ^  X 

X  X  —  1 

einander  gldeli  werden;  diese  Bedingung  erfüllen  die  beiden  imaginären 
Elemente  n\;  aus  der  vorigen  Betrachtung  ergeben  sie  sich  als  die 
beiden  imaginären  Doppel  demente  einer  elliptischen  Involution:  au, 
hß,  ey.  Wir  erkennen  sie  aber  auch  als  die  Doppelelemente  zweier 
in  anderer  Weise  auf  einander  liegender  projectivischer  Gebilde:  wenn 
wir  die  Projectivität  zweier  auf  einander  liegender  Gebilde  dadurch 
bestimmen,  dass  wir  die  3  Paare  von  Elementen  sich  entsprechen  lassen: 

I  ,  }  ;  so  sind  die  Doppelelemente  fi^;  dieselben  Doppelelemente  gehen 
hervor,  wenn  wir  sich  entsprechen  lassen:  |  ,  i  ,  oder  beide  Fälle  ver- 
einigt, wenn  wir  die  Elemente  ahc  'cyclisch  fortschreiten  lassen;  daher 
werden  die  in  solcher  Weise  auf  einander  liegenden  Gebilde  auch  cyelisch- 
p-ojectivisch  genannt.  (Vgl.  Aufgaben  und  Sätze  am  Ende  dieses  Abschnitts.) 

*)  Siebe:   Cremona:  Introduzione  ad  una  teoria  geometrica  delle  curve  piane, 
Bologna  1862,  Seite  21. 
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Endlich  müssen  wir  noch  zwei  besondere  Fälle  eines  Strahl- 
systems erwähnen,  in  welchen  dieses  einen  sehr  einfachen  Charakter 
annimmt. 

Im  Allgemeinen  giebt  es  in  jedem  Strahlsystem  nur  ein  Paar  zu 
einander  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen,  die  Axen  des  Strahlsystems, 
weil  es  im  Allgemeinen  bei  zwei  projectivischen  Strahlbüscheln  nur 
ein  Paar  entsprechender  rechter  Winkel  giebt.  Andererseits  dürfen  wir 
aber  zur  Bestimmung  des  Strahlsystems  zwei  Paare  conjugirter  Strahlen 
willkürlich  annehmen,  und  es  steht  uns  frei,  diese  Paare  aa,  hß  so 
anzunehmen,  dass  nicht  allein  n  und  a  zu  einander  rechtwinklig  sind, 
sondern  auch  h  und  ß,  also  ein  Strahlsystem  zu  bilden,  welches  zwei 
Paare  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen  hat;  ein  solches  Strahlsystem 
muss  natürlich ' ein  elliptisches  sein,  weil  zwei  rechte  Winkel,  die  den- 
selben Scheitel  haben,  einander  noth wendig  trennen;  betrachten  wir 
ttK  als  die  Axen  dieses  Strahlsystems,  so  ist: 

tg  (ax)  •  tg  (ai)  =  const  =  tg  (ah)  •  tg  (aß)  , 
weil  aber 

(aß)  ^  (ah)  -f  90''  und  ig  (aß)  =  -  ^^^  ist,  so  folgt: 

tg  (ax)  •  tg  («§)  =-  —  1  , 

und  hieraus  ergiebt  sich  wieder,  dass  der  Strahl  ^  auf  dem  conjugirten 
Strahl  X  senkrecht  stehen  muss,  also  sämmÜiche  Paare  eonjugirter  Strahlen 
hilden  recJite  Winkel.  Ein  solches  besonderes  Strahlsystem,  welches 
nur  aus  rechten  Winkeln  besteht,  die  denselben  Scheitel  haben,  wel- 
ches also  nicht  nur  ein  Axenpaar,  sondern  unendlich  viele  Axenpaare 
hat,  soll  ein  circulares  Strahlsystem  heissen  und  ist  ein  specieller 
Fall  eines  elliptischen  Strahlsystems.  Wir  schliessen  also:  Wenn  ein 
Strahlsystem  zwei  Paare  rechtwinldiger  conjugirter  Strahlen  hat,  so  sind 
sämmtliche  Paare  conjtigitier  Strahlen  rechtwinklig  zu  einander  und  das 
Strahlsystem  ist  ein  circulares  Strahlsystem. 

Zweitens  wissen  wir,  dass  jedes  T?aar  conjugirter  Strahlen  eines 
hyperbolischen  Strahlsystems  zugeordnet-harmonischc  Strahlen  zu  den 
Asymptoten  sind ;  nehmen  wir  nun  insbesondere  die  beiden  Asymptoten, 
welche  zwei  (zusammenfallende)  Strahlenpaare  vertreten,  also  zur  Be- 
stimmung des  Strahlsystems  gerade  ausreichen,  auf  einander  recht- 
winklig an,  so  muss  jedes  Paar  xi,  mit  ihnen  gleiche  Winkel  bilden 
(S.  IG);  hieraus  geht  ein  Strahlsystem  besonders  einfacher  Art  hervor, 
welches  ein  gleich seitig-hyperholisches  Strahlsystem  heisst  und  die  charakte- 
ristische Eigenschaft  besitzt,  dass  seine  Asymptoten  zu  einander  recht- 
winklig sind,  also  mit  den  Axen  Winkel  von  45"  bilden;   wir  können 
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auch  sagen:  Alle  durch  einen  Punkt  gehenden  Strahlenpaare,  welche 
zu  einem  festen  Strahl  gleich  geneigt  sind,  bilden  ein  gleichseitig- 
hyperbolisches Strahlsysteni. 

Die  involutoriseJw  Lage  zweier  projectivischer  Gebilde  tritt  nicht 
allein  bei  gleichartigen  Gebilden  auf,  deren  Träger  zusammenfallen, 
also  bei  zwei  aufeinander  liegenden  Punktreihen  und  bei  zwei  con- 
centrischen  Strahlbüscheln,  sondern  kann  auch  bei  zwei  verschieden- 
artigen Gebilden:  einem  Strahlbüschel  und  einer  Punktreihe,  deren 
Träger  beliebig  in  der  Ebene  liegen  und  die  in  projectivischer  Be- 
ziehung stehen,  vorkommen.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  die  beiden 
Gebilde  B  {ahc  . .  .  x  .  .  .)  und  SI^  (a^biq  .  .  .  i\  .  .  .)  derartig  liegen, 
dass  jeder  Strahl  x  des  Strahlbüschels  durch  einen  Punkt  ^^  der  Punkt- 
reihe geht,  dessen  entsprechender  Strahl  y  den  dem  Strahle  x  ent- 
sprechenden Punkt  Ji  enthält.  Dies  tritt  immer  ein,  sobald  es  nur 
einmal  eintritt,  und  es  bilden  alsdann  die  Strahlenpaare  xy  ein  Strahl- 
system, die  Punktpaare  1)^^,  ein  Punktsystem;  dieses  liegt  mit  jenem 
perspectivisch.  Wir  sagen  daher  Strahlbüschel  {]>)  und  Punktreihe 
(Sl^)  liegen  invohäoriscli ,  ein  Verhalten,  welches  sich  nicht  selten  bei 
geometrischen  Untersuchungen  darbietet  z.  B.  bei  Pol  und  Polare  eines 
Kegelschnitts  (§.  30). 

§.  18.     Vorkommen  von  Punktsystemen  und  Strahlsystemen  beim  voll- 
ständigen Viereck  und  Vierseit.     Die  Hauptsätze  der  Theorie 
der  Transversalen. 

Punktsysteme  und  Strahlsysteme  treten  bei  sehr  vielen  geo- 
metrischen Untersuchungen  auf-,  zuerst  wurden  sie  bemerkt  bei  der 
Figur  des  vollständigen  Vierecks  und  Vierseits.  Sei  AB  CD  ein  voll- 
ständiges Viereck,  und  mögen  sich  die  drei  Seitenpaare: 

BC,  DA  in  X,  ^'«-  '-'■ 

CA,  DB  in  y, 
AB,  DC  in  ^, 
den  drei  Diagonalpunkten,  treffen; 
schneiden  wir  diese  sechs  Seiten  des 
vollständigen  Vierecks  durch  irgend 
eine  Transversale  (beliebige  gerade 
Linie  in  der  Ebene)  und  bezeich- 
nen  (Flg.  24)   die  Schnittpunkte 

des  Seitenpaars  BC,  DA  auf  ihr  mit  a  und«, 
CA,  DB  -  -  -  h  -  ß, 
AB,  DC    -       -       -     c     -     y, 

Steiner,  Vorlesunsieu  II.     2.  Aufl.  5 
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SO  ist  zunächst  identisch  das  Doppelverhältniss: 

iaxCB)  =  {xaBC)         (Seite  7). 

Die  vier  Punkte  links  axCB  von  A  aus  auf  die  Transversale 
projicirt  und  rechts  xaBC  von  D  aus  projicirt  liefern  die  Gleichheit 
der  Dpppelverhältnisse: 

(aahc)  =  [aoßy)  ; 
auf  der  Transversale  finden  sich  also  vier  Paare  entsprechender  Punkte 
zweier  projectivischer  Punktreihen  dergestalt,  dass  die  entsprechenden 
gleichen  Strecken  aa  und  ao  verkehrt  auf  einander  fallen;  die  Punkt- 
reihen bilden  also  (Seite  49)  ein  Punktsystem,  d.  h.  acc,  hß,  cy  sind 
drei  Paare  conjugirter  Punkte  eines  Punktsystems  oder  sechs  Punkte 
in  Involution;  also  gilt  der  Satz: 

Werden  die  drei  Seitenpaare  eines  vollständigen  Viercclis  durch  eine 
heliehige  Transversale  geschnitten,  so  hilden  die  Schnittpunkte  drei  Paare  con- 
jugirter Punkte  eines  Punktsystems  {oder  sind  sechs  Punkte  in  Involution). 

Dieser  Satz  enthält  als  speciellen  Fall  in  sich  die  harmonische 
Eigenschaft  des  vollständigen  Vierseits  (S.  18),  denn  geht  die  beliebige 
Transversale  insbesondere  durch  zwei  Diagonalpunkte  xy,  so  werden  diese 
die  Asymptotenpunkte  des  Punktsystems  (zusammenfallende  conjugirte 
Punkte)  und  die  Schnittpunkte  des  dritten  Seitenpaares  müssen  zu  den 
Asymptotenpunkten  harmonisch  liegen  (S.  51).  Der  Satz  selbst  ist  aber 
wiederum  nur  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren,  den  wir  später 
finden  werden  und  bei  welchem  das  ganze  Punktsystem  zum  Vorschein 
kommt  (§.  40).  Aus  dieser  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks 
ergiebt  sich  eine  lineare  Construction  beliebig  vieler  Punktpaare 
eines  Punktsystems,  von  welchem  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  aa 
und  hß  gegeben  sind;  um  nämlich  zu  irgend  einem  Punkte  c  des 
Trägers  den  conjugirten  y  zu  finden,  ziehe  man  durch  c  eine  beliebige 
Gerade  und  nehme  auf  ihr  zwei  beliebige  Punkte  Ä  und  B  an;  ver- 
bindet man  Ä  und  B  mit  a  und  a,  h  und  ß  und  suche  die  Schnitt-' 
punkte  (Aa,  Bb)  =  P  und  (Aß,  Ba)  =  Q  auf,  dann  geht  PQ  durch 
den  gesuchten  Punkt  y,  weil  ABPQ  ein  Viereck  ist,  dessen  drei 
Seitenpaare  in  sechs  Punkten  der  Involution  getroffen  werden. 

Es  drängt  sich  hierbei  die  Frage  auf,  wann  für  verschiedene 
Lagen  der  Transversale  das  Punktsystem  elliptisch  und  wann  es  hyper- 
bolisch wird.  Nach  dem  auf  S.  55  angegebenen  Kriterium  brauchen  wir 
bei  der  Bewegung  der  Transversale  nur  zwei  Paare  conjugirter  Punkte 
aa,  hß  zu  verfolgen  und  nachzusehen,  ob  das  eine  Paar  durch  das 
andere  getrennt  wird  oder  nicht;  hierbei  stellt  sich  nun  das 'leicht 
erkennbare  Verhalten  heraus:  Sohald  von  den  vie)'  Ecken  des  vollständigen 
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Vierecks  eine  gerade  AnzcM  zu  beiden  Seiten  der  Transversale  liegt  (zwei 
oder  vier  auf  der  einest  und  zivei  oder  keine  auf  der  andern),  ist  das 
Punktsystem  hyperbolisch;  liegt  aber  eine  ungerade  Anzahl  zu  beiden  Seiten 
der  Transversale  (also  eine  oder  drei  Ecken  auf  einer  Seite  und  drei  oder 
eine  auf  der  andern),  so  ist  das  Punktsystem  elliptisch. 

Dieses  Kriterium  gilt  indessen  nur  dann,  wenn  die,  vier  Ecken 
des  vollständigen  Vierecks  so  liegen,  dass  jede  ausserhalb  des  von 
den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet  (Fig.  24);  liegen 
sie  dagegen  so,  dass  eine  innerhalb  des  von  den  drei  ändern  gebildeten 
Dreiecks  sich  befindet,  so  tritt  gerade  das  umgekehrte  Verhalten  ein: 
Liegt  eine  gerade  Anzahl  von  Ecken  zu  beiden  Seiten  der  Transverscde, 
so  ist  das  Punktsystem  elliptisch,  liegt  eine  ungerade  Anzcdü  von  Ecken 
zu  beiden  Seiten  derselben,  so  ist  das  Punktsystem  hyperbolisch''''). 

Ein  besonderer  Fall  der  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks 
führt  zu  einem  Hauptsatze  der  sogenannten  Transrersale?i-Theorie.  Denken 
wir  uns  nämlich  eine  der  vier  Ecken  des  vollständigen  Vierecks  ins 
Unendliche  gerückt,  es  sei  D,  so  werden  die  drei  Strahlen  DA,  DP, 
DC  parallel  und   es    bleibt  nur  das  ^j,,  g. 

Dreieck  ABC  im  Endlichen,  dessen 
Seiten  von  einer  Transversale  in  den 
Pinikten  abc  geschnitten  werden, 
während  drei  durch  die  Ecken  ABC 
in  beliebiger  Richtung  gezogene 
Parallelen  die  Transversale  in  aßy 
treffen  (Fig.  25).  Fassen  wir  nun 
die  in  §.16  gefundene  Relation  IT. 
für  sechs  Punkte  einer  Involution: 

aß .by  .  ca  = ay  .  ba  .  cß 


*)  Ein  Punktsystem  tritt  auch  bei  beliebig  auf  einander  gelegten  Trägern  zweier 
projectivischer  Punktreihen  auf ,  deren -Doppelpunkte  reell  sind;  seien  nilmlich  oa, 
und  bby  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  zweier  projectivischer  Pnnkt- 
reihen, deren  Träger  zusammen  liegen,  und  g  und  f)  die  Doppelpunkte,  so  findet 
die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  statt: 

(g^ab)  =  (gl}a,lj,) 

==  (^flt".  fli)     (Seite  7), 

und  da  die  Strecke  gl)  verkehrt  auf  die  Strecke  f)g  fällt,  so  bilden  (Seite  55)  ob,, 
ttibund  gl)  ein  Punktsystem  oder  sind  6  Punkte  in  Involution,  a.lso: 

Sind  bei  zwei  beliebig  auf  einander  liegenden  projectivisclien  Punldreihen  a 
und  ttj ,  b  und  bj  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  und  g  und  [)  die  Doppelpunkte, 
so  sind  immer  die  drei  Punktpaare  abj,  bo,  und  gl)  drei  I'aare  conjugirter 
Punkte  eines  Punktsystems  oder  sechs  Punkte  in  Involution. 

Hieraus  folgt  insbesondere: 

5* 
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ins  Auge  und  ersetzen  wetzen  der  Parallelität  die  Verhältnisse  der  Ab- 
schnitte  auf  der  Transversale  durch  die  analogen  Verhältnisse  der  Ab- 
schnitte auf  den  Dreieckseiten: 

aß  aB  _    by         hC  ^  ca.  cA 

liy         077  '    ba"^  'bA''   cß         'cB  ' 

d.  h.  ersetzen  wir  die  Buchstaben  aßy  durch  ÄIJC,  so  finden  wir: 

Ah  .  Bc  •  Ca  =  Ac  •  Ba  -  Cb  , 
d.  h.:    Werden  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  durch  eine  Gerade  {Trans- 
versale)  in   den  Punliten  ahc  getroffen,   so   bestimmt  jeder  Schnittpunkt 
auf  der   betreffenden  Seite   zwei  Abschnitte:   aB  und  aC,  bC  und  bA, 
c'A  und  cB;  das  Product  dreier  nicht  msammenstossender  Abschnitte  ist 
gleich  dem  Product  der  drei  übrigen  nicht  2usatnmenstossenden  Abschnitte. 
Fassen  wir  die  vorige  Relation  in  der  Gestalt  auf: 
aB     bC     cÄ  _  ^ 
1-  'äC'  bA"cB  ~  ^  ' 

so  drückt  jeder  Factor  das  Verhältniss  der  beiden  Abschnitte  aus, 
welche  der  Schnittpunkt  der  Transversale  und  je  einer  Seite  auf  dieser 
bildet,  und  die  Bedingung  dafür,  dass  die  drei  Funkte  abc  in  gerader 
Linie  liegen,  ist  die,  dass  das  Product  dieser  drei  Verhältnisse  =  1 
sei;  es  giebt  aber  auf  jeder  Seite  des  Dreiecks  noch  einen  zweiten 
Theilpunkt,  welcher  absolut  genommen  dasselbe  Verhältniss  der  Ab- 
schnitte darbietet,  seiner  Lage  nach  aber  das  entgegengesetzte  (S.  10), 
nämlich  den  jedesmaligen  vierten  harmonischen  Punkt,  welcher  dem 
Schnittpunkt  mit  der  Transversale  zugeordnet  ist,  während  die  beiden 
Ecken  der  Dreiecksseite  das  andere  Paar  zugeordneter  Punkte  sind; 
bezeichnen  wir  diese  vierten  harmonischen  Punkte  entsprechend  mit 
a^b^c^  (Fig.  26),  so  haben  wir: 

aB    .    a.B         ^       bC    .     b^C        ^      cA    .     c^A        n   /q   -j.     1  o\ 
2.  ^+t^  =  ^  5  0  +  07:1  =  05   cB  +  tB  =  ^^^''^'^^^' 

^i8. 26.  i^^g    jj^jj    (jie   Lage    der    Punkte 

a^S^q.  betrifft,  so  sind  sie  leicht  zu 
construiren  nach  §.  8;  man  verbinde 
den  Schnittpunkt  (J.«,  i^?>)  mit  C,  so 
schneidet  ihre  Verbindungslinie  die 
Gerade  AB  in  q  wegen  der  Eigen- 
schaft des  vollständigen  Vierecks 
AaBb. 

Sind  aa  wnd  bß  zwei  Paare  conjugirter  PtmJde  eines  hyperbolischen  PtmM- 
systems,  dessen  AsymptotenpunMe  g  und  h  sind,  so  bilden  immer  die  drei  Funkt- 
puare  aß,  bu  und  gh  eine  neue  Involution  oder  sind  drei  Pnnktpaare  eines 
neuen  Pmil'tsystems.  ,      ,i.>     u       t 

Hieraus  folgen  die  von  Hesse  im  G3.  Bande  des  Crelle-Borchardt -sehen  Jour- 
nals in  dem  Aufsatze  „zur  Involution"  Seite  179  angegebenen  Sätze. 
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Es  schneiden  sich  also  Äa,  Bh,  Cc^  in  einem  Punkte  , 

ebenso  JBb,  Cc,  Äa^    -        -  -        , 

Cc,  Äa,  JBhi^    -        -  -        . 

Ferner    liegen  ch^a^   in   einer  geraden  Linie,    weil    die    vier   von 

c  nach  hCh^A  gehenden    Strahlen  vier  harmonische   sind   und    daher 

auch   die  Gerade   CB  in  vier  harmonischen  Punkten   treffen  müssen; 

von  diesen  sind  drei  aCB,  der  vierte  harmonische  dem  a  zugeordnete 

ist  «1,  folglich  muss  der  vierte  Strahl  ch^  durch  a^  gehen,  also  liegen 

c  \  «1  in  einer  Geraden , 

ebenso  ac^d^    -       -  -       , 

h  a^^c^    -       -  -        ; 

endlich  schneiden  sich  auch 

Äa^   B\   Cc^ 

in  einem  Punkte  wegen  der  harmonischen  Eigenschaft  des  vollständi- 
gen Vierecks  ABaJ)^  . 

Führen  wir  in  die   Relation   1.  die  Punkte  ((j^h^^c^  ein  vermittelst 
der  Beziehungen  2.,  so  ergiebt  sich: 

—  . .  — —  .  —=,  =  1  (a  h  c   in  gerader  Linie) 
aC    bA     cB  \  o  / 

aB     h,G    c,A         ^  ,     ^  ^ 

^'tÄ-tB==^  ^^^^'^  -            -              -     ) 

a.B     hC     c.A         ^  ^     ,  N, 

tc'hA'tB-^  («^^^^  -            -              -     ) 

^^  •  r^  •  -^  =  —  1  (Aa,,BK,  Cc.   schneiden  sich  in  1  Punkte) 

a^C     b^A     CiB  \         1 ;  1 '        1  y 

"^^.±^.^  =  -1  {Aa„Bh,Cc  -  .       -         -      ) 

a^C     bA      cB  \x;;  / 

aB     b.CcA  1    /-  A         TJi      n  \ 

^•6^Z•7z^  =  -l  Ucc,Bh,,Cc  -  -       -    ,     .      ) 

aB      bC     c,  A  1    /  A  7)7       n  \ 

.^•bÄ'tB=-^^'^'''^^'^'^  -  -         -  -       )• 

Da  (Seite  9)   der  Werth   eines   solchen   Verhältnisses  — ^  positiv 

oder  negativ  ist,  je  nachdem  der  Theilungspunkt  x  ausserhalb  der 
Strecke  AB  oder  zwischen  A  und  B  liegt,  und  das  Product  dreier 
solcher  Factoren  nur  positiv  sein  kann,  wenn  keiner  oder  zwei  von 
ihnen  negativ  sind,  dagegen  negativ  ist,  wenn  einer  oder  alle  drei 
negativ  sind,  so  folgt  aus  L,  dass,  wenn  eine  gerade  Linie  die  Seiten 
eines  Dreiecks  trifft,   von    den  Schnittpunkten  entweder    keiner  oder 
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zwei  zwischen  den  Dreiecksecken  liegen  müssen,  aus  IL,  dass,  wenn 
drei  durch  einen  Punkt  und  die  Ecken  eines  Dreiecks  gehende  Strahlen 
die  Seiten  desselben  in  drei  Punkten  treffen,  entweder  nur  einer  oder 
alle  drei  zwischen  den  Dreiecksecken  liegen  müssen,  und  dass  in  beiden 
Fällen  von  den  sechs  durch  die  Theiluugspunkte  auf  den  Seiten  ge- 
bildeten Abschnitten  das  Product  dreier  nicht  zusammenstossender 
gleich  dem  Product  der  drei  andern  ist. 

Diese  Erweiterung  des  vorigen  Satzes  gestattet  jetzt  die  Um- 
kehruug  desselben,  welche  folgendermassen  lautet:  Wenn  in  den 
Seiten  eines  Dreiecks  (oder  deren  Verlängerungen)  ABC  sich  drei  Punkte 
abc  finden,  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  von  den  sechs  Abschnitten, 
ivelche  auf  den  Dreiecksseiten  durch  die  Punkte  abc  gebildet  werden:  aB, 
aC,  bü,  bA,  cA,  cB,  das  (absolut  genommene)  Product  dreier  nicht 
zusammenstossender  gleich  dem  Product  der  drei  andern  nicht  msammen- 
stossenden   Abschnitte   ist,   so    liegen   entweder   die   drei    Punkte   abc   in 

gerader  Linie  y^'  YÄ'  cB^^  ~^  0  '  ^^^(^^(^  ^on  ihnen  keiner  oder 
sivei  stoischen  den  Dreiecksecken  liegen;   oder  die  drei  Verbindungslinien 

Aa,  Bb,  üc  schneiden  sich  in  einem  Punkte  i  —pz  •  ^—r  •  -^v  =  —  1  )  , 
'  '  \aC     bA     cB  /  ' 

sobald  von  den  Punkten  abc  einer  oder  alle  drei  zwischen  den  Dreiecks- 
ecken liegen.  In  dieser  Gestalt  liefert  der  Satz  ein  nützliches  und  oft 
angewendetes  Kriterium,  um  zu  erkennen,  ob  gewisse  drei  Punkte  in 
gerader  Linie  liegen  oder  gewisse  drei  Linien  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  und  ist  das  Fundament  einer  umfangreichen  und  vorzüglich 
von  französischen  Geometern  (Carnot,  Brianchon,  Poncelet  u.  A.)  aus- 
gebildeten Theorie  (theorie  des  transversales).  Die  umgekehrten  Sätze 
sind  seit  langer  Zeit  bekannt  und  stammen  von  Menelaos  und  de  Ceva 
her.     Zugleich  ergiebt  sich  beiläufig  der  Satz: 

Werden  die  Seiten  eines  Dreiecks  durch  eine  Transversale  geschnitten 
und  die  m  den  Schnittpunkten  und  je  zwei  Dreiecksecken  zugeordneten 
vierten  harmonischen  Punkte  auf  den  Dreiechsseiten  mit  den  gegenüber- 
liegenden Picken  verbunden,  so  laufen  diese  drei  Linien  durch  einen  Punkt, 
und  umgekehrt:  Verbindet  man  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks 
mit  den  Ecken  desselben  und  construirt  zu  diesen  drei  Strahlen  den  jedes- 
mcdigen  vierten  harmonisch- zugeordneten  Strahl,  indem  je  zwei  Drei- 
ecksseiten das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  sind,  so  treffen  die  so 
construirten  drei  Strahlen  die  gegenüberliegenden  Dreieckssciten  in  drei 
Punkten,  weichte  in  einer  Geraden  liegen. 

Dieser  Satz  ist  von  besonderem  Interesse  darum,  weil  er  eijie 
eigenthümliche  (reciproke)  Zuordnung  von  sämmtlichen  Geraden  einer 
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Ebene  zu  den  Punkten  derselben  hervorruft,  worauf  hier  näher  ein- 
zugehen der  Raum  nicht  gestattet.  Es  bleibt  noch  übrig,  die  analoge 
Betrachtung  für  das  vollständige  Vierseit,  d.  h.  vier  behebige  in  der 
Ebene  liegende  gerade  Linien  anzustellen;  da  der  Gang  der  Unter- 
suchung aber  genau  derselbe  ist,  so  genüge  es,  die  Resultate  anzu- 
geben : 

Werden  die  drei  Paar  Geyeneclcen  eines  voUständir/en  Vierscifs  d.  h. 
wenn  5t  33  (£3)  die  Seiten  des  vollständigen  Vierseits,  vier  beliebige 
unendlich    lange    Gerade   in    der    Ebene,    bedeuten,    die    Schnittpunkt- 

[)aare : 

{%,  33)  und  (fö,  ®) 

{%  e)      -      (33,  ®) 

(51,®)    -   («,  e) 

7)1  it  irgend  einem  Punkte  der  Ebene  durch  gerade  Linien  verhunden,  so 
bilden  dieselben  drei  Paare  conjugirter  Strahlen  eines  Strahlsystems  oder 
sind  sechs  Strahlen  in  Involution. 

Wenden-  wir  das  oben  gegebene  Kriterium  (Seite  61)  an,  um  zu 
entscheiden,  wann  das  Strahlsystem  ein  elliptisches  und  wann  es  ein 
hyperbolisches  wird,  so  finden  wir  für  die  Lage  des  Punktes  in  deBi 
einen  oder  andern  Falle  verschiedene  Regionen  der  Ebene.  Durch  die 
vier  geraden  Linien  S(35ß®  wird  liämlich  die  ganze  unendliche  Ebene 
in  elf  Gebiete  zerschnitten,  von  denen  drei  einen  endlichen,  die  andern 
acht  einen  unendlich  grossen  Inhalt  haben;  von  diesen  elf  Räumen 
sind  fünf  von  solcher  Beschaffenheit,  dass,  wenn  in  ihnen  der  Punkt 
liegt,  sein  Strahlsystem  hyperbolisch  wird  (wir  haben  diese  Räume 
in  Fig.  27  mit  h  bezeichnet),  die  andern  sechs  Räume  aber  liefern 
für  jeden  in  ihnen  enthaltenen  Punkt  ein  elliptisches  Strahlsysteni. 
Die  Seiten  des  vollständigen  Vierseits  trennen  die  Räume  (//)  von 
den  Räumen  (e). 

Die  fünf  Räume  h  sind  gerade  diejenigen,  in  welche  die  drei 
Diagonalen   des  vollständigen  Vierseits  iig.  27. 

hineinfallen,  während  die  sechs  Räume 
c  von  den  Diagonalen  nicht  getroffen 
werden. 

Insbesondere  kann  man  nach  solchen 
Punkten   P  in   der   Ebene    fragen,  für 

welche  das  Strahlsystem,  welches  nach  den  h _jt^:^^^^^~^^ 

di-e    Paar  Gegenecken  des  vollständigen  ^e\      ^ 

Vierseits  da,  bß,  cy  geht,  ein  circulares 

wird.     Es   giebt  im  Allgemeinen  und  höchtens  gtvei  solche  Punkte  in 
der  Ebene;   denn  beschreibt  man  über   acc   und    über  bß   als   Durch- 
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messer  zwei  Kreise,  so  schneiden  sich  dieselben  in  den  gesuchten  Punkten 
P  und  P';  es  muss  also  auch  der  Kreis,  welcher  über  cy  als  Durch- 
messer beschrieben  wird,  durch  dieselben  beiden  Punkte  P  und  P' 
gehen,  weil  alle  Paare  conjugirter  Strahlen  eines  circularen  Strahl- 
systems auf  einander  rechtwinklig  sind;  hieraus  folgt,  dass  die  Mitten 
der  drei  Diagonalen  aa,  hß,  cy  eines  vollständigen  Vierseits  auf  einer 
Geraden  liegen  müssen.  Diese  Eigenschaft  bleibt  erhalten,  auch  wenn 
die  Kreise  über"  aa  und  hß  als  Durchmesser  sich  nicht  treffen,  also 
die  Punkte  P  und  P'  nicht  reell  sind.     (Siehe  §,  45.) 

Fragt  man  nach  solchen  Punkten  P  in  der  Ebene  des  vollständigen 
Vierseits,  für  welche  das  zugehörige  Strahlsystem  ein  gleicJiseitig-hyper- 
holiscJies  wird,  so  ergiebt  sich  als  Ort  derselben  eine  Curve  dritten 
Grades  von  besonderer  Art*). 

Lassen  wir  eine  von  den  vier  Geraden  (sei  es  ^)  in  die  Unend- 
lichkeit rücken  dadurch,  dass  wir  zwei  ihrer  Schnittpunkte  ins  Unend- 
liche versetzen,  womit  die  ganze  gerade  Linie  ins  Unendliche  geht, 
also  auch  ihr  dritter  Schnittpunkt,  so  bleibt  nur  ein  Dreiseit  S(S3© 
im  Endlichen  zurück;  die  drei  Diagonalen  werden  die  durch  die  Ecken 
Sis  Dreiseits  zu  den  Seiten  gezogenen  Parallelen;  verbinden  wir  einen 
beliebigen  Punkt  P  der  Ebene  mit  den  Ecken  des  Dreiseits  und  ziehen 
durch  ihn  Parallele  zu  den  gegenüberliegenden  Dreiecksseiten,  so  er- 
halten wir  in  P  sechs  Strahlen  in  Involution;  bezeichnen  wir  mit  abc 
die  ersteren  drei  Strahlen  und  mit  aßy  die  letzteren,  so  gilt  nach 
§.17  IP.  die  Relation: 

sin  (aß)  sin  (hy)  sin  (c«)  =  sin  (a;^)  sin  (ba)  sin  (cß)  ; 

weil    aber    aßy    resp.    parallel    laufen    2133©,    so    können    wir    auch 

schreiben: 

•    sin_(o93)     sin  (bg)     sin(cW)  _  . 
sin  (a©)  *  sin  (bSl)  "  sin  (cS)  ~" 

und  erhalten  den  Satz: 

Verbindet  man  hei  einem  Dreiseit  21  ^ö  die  JEcJcen  desselhen  (21,  93) 
(93,  6)  (©,  2()  7nit  einem  hcliebigen  Punlcte  der  Ebene  durch  StraJden 
c,  a,  h,  so  verfällt  jeder  WinJcel  des  Dreiseits  durch  je  einen  dieser 
StraJden  in  mci  TheihvinJceJ:  (c2t),  (c93),  (a93),  (o(S),  (bß),  (b2t);  das 
Froduct  der  sinns  dreier  solcher  Theilwinkcl,  deren  Schenlcel  nicht  an 
einander  stossen,  ist  gleich  dem  Froduct  der  sinus  der  drei  übrigen. 

Die  Vervollständigung  und  Umkehrung  dieses  Satzes  lautet,  analog 
dem  Obigen,  wie  folgt: 

Wenn  durch  die  EcTcen  eines  Dreiseits  2(93©  drei  Strahlen  abc  von 

*)  S.  Math.  Annalen.     Bd.  V.     Seite  50. 
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solclier  Beschaffenheit  gehen,  dass  von  den  sechs  TheüwinMn,  in  welche 
die  Wnikel  des  Dreiseits  durch  die  Strahlen  zerfallen:  (a55)  (a(S),  (bß) 
(b3t),  (c5t)  (c53)  das  Prodnct  (absolut  genommen)  der  sinus  dreier,  die 
leinen  gemeinschaftlichen  Schenlcel  haben,  gleich  dem  Product  der  sinus 
der  drei  andern  Theihvinlel  ist,  so  schneiden  sich  1)  entweder  die  drei 
Strahlen  a  B  c  in  einem  Punkte,  nämlich  sobald  von  den  Schnittimnhten 
(%,  a)  (35,  b)  ((S,  c)  der  Strahlen  mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  des 
Dreiseits  einer  oder  alle  drei  zwischen  den  Ecken  des  Dreiseits  liegen, 
oder  2)  diese  drei  SchnittinmUe  der  Strahlen  a  b  c  mit  den  gegenüber- 
liegenden Seiten  21 33  S  liegen  in  einer  geraden  Linie,  sobald  von  ihnen 
keiner  oder  ztvei  zwischen  die  Ecken  des  Dreiseits  fallen. 

Es  liegt  nicht  in  unserer  Absicht,  auf  die  mannichfachen  An- 
wendungen dieser  Fundamentalsätze  der  Transversalentheorie  einzu- 
gehen, vielmehr  kam  es  nur  darauf  an,  den  Zusammenhang  derselben 
mit  der  Involution  anzudeuten  und  dadurch  auch  jene  Theorie  auf  die 
gemeinsame  Quelle  projectivischer  Beziehungen  zurückzuführen. 

§.  19.  Besondere  Fälle  projectivischer  Beziehung :  Aehnlichkeit,  Gleichheit. 

Die  perspectivische  Lage  zweier  Gebilde  gestattet  einige  beson- 
dere Annahmen,  welche  zu  besonderen  Fällen  projectivischer  Beziehung 
führen  und  hier  noch  erörtert  werden  müssen. 

a)  Es  kann  bei  der  perspectivischen  Lage  eines  Strahlbüschels  und 
einer  Punktreihe  der  in  §.  2  ausgeschlossene  besondere  Fall  eintreten,  dass 
der  Mittelpunkt  B  des  Strahlbüschels  in  dem  Träger  Sl  der  Punktreihe 
selbst  liegt;  es  treffen  alsdann  alle  durch  B  gehende  Strahlen  die 
Punktreihe  %i  in  einem  einzigen  Punkte,  dem  Punkte  B  selbst,  mit 
Ausnahme  eines  einzigen  durch  B  gehenden  Strahls,  desjenigen  näm- 
lich, welcher  mit  dem  Träger  %  der  Punktreihe  zusammenfällt;  jeder 
Punkt  der  Punktreihe  darf  als  ein  Schnittpunkt  dieses  besonderen 
Strahles  mit  dem  Träger  der  Punktreihe  angesehen  werden,  und  die 
projectivische  Beziehung  beider  Gebilde  gestaltet  sich  in  der  eigen- 
thümlichen  Weise,  dass  allen  Strahlen  des  Strahlbüschels  ein  einziger 
Punkt  der  Punktreihe  entsprechend  ist  mit  Ausnahme  eines  Strahls, 
welchem  sämmtliche  Punkte  der  Punktreihe  entsprechen.  Es  ist 
wichtig,  auch  ein  solches  Verhalten,  welches  bei  geometrischen  Unter- 
suchungen sich  öfters  darbietet,  als  projectivische  Beziehung  aufzufassen. 

Ebenso  kann  es  bei  der  perspectivischen  Lage  zweier  Pnukt- 
reihen  vorkommen,  dass  der  Projectionspunkt  (§.  10)  in  eine  der 
beiden  Geraden  selbst  zu  liegen  kommt;  in  diesem  Fall  werden  die 
allen  Punkten  der   andern  Geraden  entsprechenden  Punkte  in   einem 
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Punkte  der  ersteren  (dem  Prqjectionspunkte)  vereinigt  sein  mit  Aus- 
nahme eines  Punktes,  des  Schnittpunktes  beider  Träger,  welchem 
wiederum  alle  Punkte  der  ersten  Geraden  als  entsprechend  angesehen 
werden  müssen.  Ebenso  ist  es  bei  der  perspectivischen  Lage  zweier 
Strahlbüschel,  wenn  der  perspectivische  Durchschnitt  (Seite  21)  durch 
einen  der  Mittelpunkte  selbst  hindurchgeht;  in  diesem  Fall  entspricht 
allen  Strahlen  des  einen  Strahlbüschels  ein  einziger  Strahl  des  andern 
mit  Ausnahme  eines  einzigen  Strahls,  dem  wiederum  säramtliche  Strahlen 
des  andern  Strahlbüschels  entsprechen;  diese  beiden  isolirt  stehenden 
Strahlen  sind  der  perspectivische  Durchschnitt  und  die  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte.  Wir  werden  später  diesem  sogenannten  para- 
buUschen  Fall  projectivischer  Beziehung  öfters  begegnen. 

h)  Wenn  der  Mittelpunkt  eines  Strahlbüschels  in  die  Unendlich- 
keit rückt,  so  geht  das  Strahlbüschel  in  ein  Büschel  von  Parallellinien 
über,  welche  dieselbe  Richtung  haben;  ein  solches  Gebilde  ist  eben- 
falls als  ein  StraJdhüschel  von  Parallelstrahlen  anzusehen.  Das  Doppelver- 
hältniss  von  irgend  vier  Strahlen  ahcd  eines  solchen  Strahlbüschels  wird 
(obgleich  die  Winkel  zwischen  je  zweien  sümmtlich  0  sind)  gleich  dem 
von  den  vier  Schnittpunkten  irgend  einer  Transversale  mit  ihnen  sein, 
und  insbesondere,  wenn  man  durch  (xy)  den  Abstand  zweier  Parallelen 
x*y  bezeichnet, 

/    T     ^\        ac    ad 
(ahcd)  =  ^^:^, 

wo  also  die  Abstände  an  Stelle  der  sinus  der  Winkel  treten. 

Wenn  zwei  Punktreihen  in  perspectivischer  Lage  ihren  Projections- 
punkt  im  Unendlichen  haben,  also  sämmtliche  Projectionsstrahlen 
parallel  laufen,  so  gehen  die  besonderen  Punkte  r  und  q^  selbst  ins 
Unendliche,  denn  ein  Projectionsstrahl,  welcher  durch  den  unendlich 
entfernten  Punkt  q°°  der  ersten  Punktreihe  und  duVch  den  unendlich 
entfernten  Projectionspunkt  geht,  fällt  ganz  ins  Unendliche,  trifft  also 
auch  die  andere  Punktreihe  in  dem  entsprechenden  Punkte  q^,  der  im 
Unendlichen  liegen  muss;  es  fallen  also  r  und  q'^  zusammen,  ebenso 
wie  r^**  und  q^,  oder  die  unendlich  -  entfernten  PimMe  heider  PtmJd- 
reihen  sind  entsprechende]  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  ver- 
einfacht sich  in  diesem  Fall,  weil  die  entsprechenden  Punkte  (\"  und 
(\i    beide  unendlich  entfernt  sind;  das  Doppelverhältniss: 

(abcq»)  =  (Q,i),qqr) 
geht  über  .in: 

ac a,  c, 

bc         bjCi  ' 
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d.  h,  irgend  zwei  Abschnitte  auf  einer  Punktreihe  haben  dasselbe  Ver- 
hältniss  zu  einander,  wie  die  entsprechenden  Abschnitte  der  andern 
was  denn  auch  bei  der  perspecti vischen  Lage  aus  bekannten  Elementar- 
sätzen der  Aehnlichkeit  folgt.  Aus  diesem  Grunde  heissen  zwei  solche 
projectivisehe  Punktreihen,  bei  denen  entsprechende  Strecken  in  con- 
stantem  Verhältniss  zu  einander  stehen,  projectivisch-ähnliche  Punkt- 
reihen und  haben  die  charakteristische  Eigenschaft,  dass  ihre  unendlich 
entfernten  Punkte  entsprechende  Punkte  sind;  auch  umgekehrt  sind 
zwei  projectivisehe  Punktreihen  immer  projectivisch-ähnlich,  sobald 
ihre  unendlich  entfernten  Punkte  entsprechende  sind.  Die  Beziehung 
zweier  projectivisch-ähnlichen  Punktreihen  ist  schon  durch  sivei  will- 
kürlich als  entsprechend  angenommene  Punktpaare  vollständig  be- 
stimmt, weil  die  unendlich-entfernten  Punkte  als  das. dritte  Paar  ent- 
sprechender Punkte  eo  ipso  gegeben  sind.  Es  ist  ferner  zu  bemerken, 
dass,  weil  bei  zwei  projectivisch-ähnlichen  Punktreihen  die  unendlich- 
entfernten Punkte  selbst  entsprechende  sind,  jedem  endlichen  Punkte 
der  einen  Reihe  immer  ein  endlicher  der  andern  entsprechen  muss. 
Entsprechende  gleiche  Strecken  kann  es  bei  zwei  projectivisch-ähnlichen 
Punktreihen  im  Allgemeinen  niemals  geben,  weil  das  Verhältniss 
irgend  zweier  entsprechender  Strecken  immer  dasselbe  constante  ist. 
Dies  ist  nur  ein  scheinbarer  Widerspruch  zu  unserm  allgemeinen  Re- 
sultat, dass  es  bei  zwei  projectivischen  Punktreihen  unendlich  viele 
entsprechende  gleiche  Strecken  giebt,  denn  da  hier  die  unendlich-ent- 
fernten Punkte  q°^  und  qf  entsprechend  sind,  so  giebt  es  auch  hier 
in  gewissem  Sinne  entsprechende  Strecken:  q"°5  und  qfSi,  die  b^ide 
unendlich  gross    als  gleich  angesehen  werden  können. 

Es  kann  aber  vorkommen,  dass  insbesondere  das  constante  Verhält- 
niss bei  zwei  projectivisch  -  ähnlichen  Punktreihen  =  1  wird,  dann 
werden  alle  entsprechenden  Strecken  einander  gleich  sein: 

aB  =  a^b^ ; 

in  diesem  Fall  heissen  die  Punktreihen  projectivisch-gleicli.  Zwei  pro- 
jectivisch-gleiche  Punktreihen  sind  also  solche,  bei  denen  je  zwei  ent- 
sprechende Strecken  einander  gleich  sind.  Für  die  perspectivische 
Lage  und  bei  beliebiger  Lage  der  Träger  muss  der  Projectionspunkt 
nicht  nur  im  Unendlichen  liegen,  sondern  einer  derjenigen  beiden 
unendlich-entfernten  Punkte  sein,  welche  in  den  Richtungen  der  Halbi- 
rungslinien  der  Winkel  zwischen  den  Trägern  liegen,  was  aus  bekannten 
Elementarsätzen  der  Congruenz  folgt.  Die  Beziehung  zweier  projecti- 
visch-gleicher  Punktreihen  ist  durch  ein  einziges  willkürlich  als  ent- 
sprechend   angenommenes    Punktpaar    vollständig    bestimmt,    weil   si<^ 
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ausserdem  die  uiiendlicli  -  entfernten  Punkte  als  zweites  Paar  ent- 
sprechender Punkte  haben  und  irgend  ein  drittes  Paar  durch  den 
Werth  1  des  constanten  Verhältnisses  entsprechender  Strecken  erhalten 
wird,  aj  =  a^Ji,  wobei  es  allerdings  zAveifelhaft  bleibt,  ob  der  dem  j 
entsprechende  Punkt  j^  nach  der  einen  oder  entgegengesetzten  Seite 
von  Q^  liegt,  was  durch  die  alleinige  Annahme  des  Paares  00^  noch 
nicht  bestimmt  wird. 

Werden  zwei  projectivisch-ähnliche  Punktreihen  beliebig  auf  ein- 
ander gelegt,  so  giebt  es  immer  ausser  dem  schon  vorhandenen  un- 
endlich-entfernten Doppelpunkte  noch  einen  bestimmten  zweiten  Doppel- 
punkt, dessen  Construction  auf  S.  48  angegeben  ist;  die  beiden  Doj^pel- 
punkte  sind  also  bei  projectivisch-ähnlichen  Punktreihen,  welche  auf 
einander  liegen,  immer  reell,  mögen  die  Punktreihen  gleichlaufend 
oder  un gleichlaufend  sein. 

Werden  zwei  projectivisch-gleiche  Punktreihen  beliebig  auf  ein- 
ander gelegt  und  sind  sie  gleichlaufend,  so  fällt  auch  der  zweite 
Doppelpunkt  in  die  Unendlichkeit,  was  sich  aus  der  Construction  des- 
selben ergiebt,  und  keine  zwei  entsprechende  Punkte  fallen  im  End- 
lichen zusammen,  aber  es  kann  auch  vorkommen,  dass  alle  Paare 
entsprechender  Punkte  über  einander  fallen;  dies  tritt  immer  ein,  so- 
bald irgend  ein  Paar  entsprechender  Punkte,  ausser  den  unendlich- 
entfernten, zusammenfällt.  Sind  dagegen  die  projectivisch- gleichen 
Punktreihen,  welche  auf  einander  liegen,  ungleichlaufend,  so  giebt  es 
ausser  dem  unendlich  -  entfernten  Punkte  noch  einen  Doppelpunkt  im 
Endlichen,  welcher  in  der  Mitte  liegt  zwischen  allen  Paaren  ent- 
sprechender Punkte.  Zwei  solche  auf  einander  liegende  projectivisch- 
gleiche  Punktreihen,  welche  ungleichlaufend  sind,  constituiren  daher 
immer  ein  Doppel-Gebilde,  wie  es  bereits  oben  (S.  52)  als  gleichseitig- 
hyperbolisches Punktsystem  bezeichnet  worden  ist. 

Zwei  projectivisch-ähnliche  Punktreihen  können  nie  so  auf  ein- 
ander gelegt  werden,  dass  sie  ein  Punktsystem  bilden,  weil  es  bei 
ihnen  keine  entsprechende  gleiche  Strecken  von  endlicher  Länge  giebt. 

Durch  besondere  Annahme  für  die  Lage  des  Projectionspunktes 
bei  beliebiger  Lage  der  Träger  zweier  perspectivischer  Punktreihen 
kamen  wir  zu  den  angegebenen  besonderen  Fällen  ähnlicher  und 
gleicher  Punktreihen;  lassen  wir  den  Projectionspunkt  beliebig  und 
nehmen  für  die  Träger  besondere  Lagen  an,  so  erhalten  wir  dieselben 
speciellen  Fälle;  wenn  nämlich  die  Träger  der  beiden  Punktreihen 
einander  parallel  laufen,  so  Averden  die  auf  ihnen  entstehenden  Punkt- 
reihen bei  beliebiger  Annahme  des  Projectionspunktes  projectivisch- 
ähnlich,   weil   die  unendlich-entfernten  Punkte   entsprechende  werden; 
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liegt  der  Projeetionspimkt  zwisclien  den  beiden  Trägern,  so  werden 
die  Punktreilien  ungleichlaufend  sein  (ihr  Richtungssinn  entgegen- 
gesetzt); liegt  er  aber  auf  derselben  Seite  von  beiden  Trägern,  so 
werden  die  Punktreihen  gleichlaufend  sein.  Liegt  endlich  bei  parallelen 
Trägern  der  Projectionspunkt  im  Unendlichen,  so  werden  die  Punkt- 
reihen projectivisch-gleich ;  es  können  aber  auch  projectivisch-gleiche 
Punktreihen  bei  parallelen  Trägern  dadurch  hervorgerufen  werden, 
dass  der  Projectionspunkt  zwischen  beiden  Trägern  gleich  weit  von 
ihnen  abstehend  angenommen  wird.  ^ 

e)  Die  perspectivische  Lage  zweier  Strahlbüschel  kann  nur  dadurch 
eine  besondere  Vereinfachung  erlangen,  dass  der  perspectivische  Durch- 
schnitt in  die  Unendlichkeit  rückt,  dadurch  werden  je  zwei  entsprechende 
Strahlen  parallel;  die  Strahlbüschel  heissen  projectivisch-gleich ,  weil  je 
zwei  entsprechende  Winkel  gleich  sind: 

Die  Strahlbüschel  haben  gleichen  Drehungssinn,  sind  gleichlaufend; 
aber  auch  bei  endlicher  Annahme  des  perspectivischen  Durchschnitts 
können  wir  projectivisch-gleiche  Strahlbüschel  erhalten,  wenn  wir 
nämlich  den  perspectivischen  Durchschnitt  in  der  Mitte  zwischen  den 
Mittelpunkten  BB^  beider  Strahlbüschel  auf  ihrer  Verbindungslinie 
senkrecht  annehmen;  dann  haben  sie  aber  entgegengesetzten  Drehungs- 
sinn, sind  ungleichlaufend.  Zwei  projectivisch-gleiche  Strahlbüschel 
sind  durch  ein  einziges  willkürlich  angenommenes  Paar  entsprechender 
Strahlen  vollständig  bestimmt,  sobald  noch  hinzugefügt  wird,  dass  sie 
gleichlaufend  oder  ungleichlaufend  sein  sollen,  was  sonst  unentschieden 
bleibt.  Haben  zwei  gleichlaufende  projectivisch-gleiche  Strahlbüschel 
irgend  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  parallel,  so  sind  sämmtliche 
Paare  entsprechender  Strahlen  parallel,  ihre  Schnittpunkte  liegen  also 
alle  im  Unendlichen.  Die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  enthält 
aber  bei  dieser  Lage  zwei  entsprechende  Strahlen,  die  zusammenfallen, 
folglich  sind  die  beiden  Strahlbüschel  in  perspectivischer  Lage  (Seite  25). 
Da  nun  bei  der  perspectivischen  Lage  zweier  Strahlbüschel  im  All' 
gemeinen  immer  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  auf  einer 
Geraden  liegen,  so  halten  wir  dies  consequenter  Weise  auch  für  diesen 
ausgezeichneten  Fall  fest.  Wir  sagen  daher:  „alle  unendlich  entfernten  Punkte 
de}'  Ebene  liegen  in  einer  Geraden'',  und  nennen  diese  Gerade  G^,  die  un- 
endlich-entfernte Gerade'^  sie  bedeutet  uns  nichts  anderes,  als  den  per- 
spectivischen Durchschnitt  zweier  gleichlaufender  projectivisch-gleicher 
Strahlbüschel  in  perspectivischer  Lage.  Werden  zwei  projectivisch- 
gleiche  Strahlbüschel  concentrisch  gelegt,  so  fallen,   wenn  sie   gleich- 
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laufend  sind,  entweder  gar  keine  entsprechenden  Strahlen  auf  einander, 
oder  es  fallen  sämmtliche  Paare  entsprechender  Strahlen  auf  einander, 
so  dass  also  die  Strahlbüschel  identisch  liegen. 

Stehen  irgend  zwei  entsprechende  Strahlen  bei  zwei  concentrisch 
liegenden  projectivisch-gleichen  Strahlbüscheln,  welche  gleichlaufend 
sind,  auf  einander  senkrecht,  so  stehen  -  alle  Paare  entsprechender 
Strahlen  auf  einander  senkrecht,  und  dies  Doppelgebilde  fällt  zusammen 
mit  dem  oben  (Seite  64)  angegebenen  circularen  Strahlsystem. 

Wenn  die  beiden  Strahlbüschel  dagegen  ungleichlaufend  sind,  so 
fallen  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  auf  einander;  diese  Doppel- 
strahlen sind  zu  einander  rechtwinklig  und  zwar  die  Halbirungs- 
linien  der  Winkel  irgend  eines  Paares  entsprechender  Strahlen  (xXi). 
Zwei  solche  conceutrische  projectivisch- gleiche  Strahlbüschel  con- 
stituiren  daher  immer  ein  Doppel-Gebilde,  wie  es  bereits  oben  (S.  G4) 
als  gleichseitig-hyperbolisches  Strahlsystem  bezeichnet  worden  ist. 

Ein  circulares  Strahlsystem  schneidet  die  unendlich  entfernte 
Gerade  G^  in  einem  Punktsystem  von  ausgezeichneter  Art  und  unver- 
änderlicher Natur;  es  ist  elliptisch,  weil  das  circulare  Strahlsystem 
elliptischer  Art  ist,  und  hat  also  imaginäre  Doppelelemente.  Dieses 
ausgezeichnete  Punktsystem  ist  völlig  unabhängig  von  der  Lage  des 
circularen  Strahlsysteras,  durch  welches  wir  es  uns  hervorgerufen 
dachten.  Es  besteht  aus  sämmtlichen  Paaren  unendlich-entfernter  Punkte, 
die  in  je  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  und  seine 
beiden  imaginären  Doppelpunkte  heissen  die  beiden  imaginären  Kreis- 
punJcte  im  Unetidlichen.  Obwohl  sie  nicht  reell  vorhanden  sind,  so  ist 
das  Punktsystem  auf  G^ ,  als  dessen  Doppelpunkte  sie  erscheinen, 
völlig  reell  construirbar.  Da  dies  häufig  bei  geometrischen  Fragen 
sich  darbietet,  so  bedient  man  sich  auch  häufig  der  abkürzenden  Be- 
zeichnung der  beiden  imaginären  Kreispunkte  im  Unendlichen. 
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1.    Es  sind  gegeben  eine  gerade  Punktreihe  5t  (abc  .  .  .)  und  ein  Aiit 
derselben  projectivisches  Strahlbüschel  B  (ahc  .  .  .)]  es  soll 
«)    eine  Transversale   in   der  Ebene   gezogen  werden,  welche  das 

Büschel  in  einer  mit  der  gegebenen  gleichen  Punktreihe  schneidet. 
h)    ein  Punkt  in  der  Ebene   gefunden  werden,   so   dass   ein  von 

ihm  aus  durch  die  Punktreihe  gelegtes  Strahlbüschel  mit  dem 

gegebenen  {B)  gleich  sei. 
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c)    die   Anzahl   der  mögliclien  Lösungen   und   ihre  Beziehung  zu 
einander  untersuclit  werden, 

2.  Sind  vier  harmonische  Strahlen  ahcd  gegeben,  also  das  Doppel- 
verhältniss: 

(ahcd)  =  —  1  , 

und  ist  m  ein  Halbirungsstrahl  des  Winkels  (a,  h)  zwischen  zwei 
zugeordneten  Strahlen,  so  gelten  ausser  den  bekannten  Relationen 
noch  folgende  andere: 

sin  (ca)  •  sin  (ch)  =  --  tg  (cd)  •  sin  2 (cm) 

sin  (da)  •  sin  (db)  =  -„-  'tg  (^^)  •  sin  2(dm) 
sin  (ca)  sin  (ch)  -f-  sin  (da)  sin  (dh)  =  sin^  (cd)  •  cos  (^ah) 

sin  (mc)  sin  {md)  cos  {mc)  cos  (md) f   rl\ 

sin^  (ma)  cos^  (ma)  '  ^"    ^ 

sin  (ah)  •  sin  (cd)  =  2  •  sin  (ch)  sin  (ad) 

Halbirt  der   Strahl  m   den  Winkel  (ah)   und    der  Strahl  n   den 

Winkel  (cd),  so  gilt  die  Relation: 

cos  (ah)  .  cos  (cd)  ==  cos  2(mn)  . 

3.  Ist  ein  Dreieck  ABC  gegeben  und  ein  beliebiger  Punkt  P  der 
Ebene,  so  bestimmen  die  Durchschnittspunkte: . 

(PA,  BG)  =  A^^        (PB,  CA)  =  B^         (PC,  AB)  =  C, 

ein  neues  Dreieck  A^B^C^^-^  nimmt  man  einen  beliebigen  neuen 
Punkt  Pj^  an  und  bestimmt  die  Schnittpunkte: 

(P,A,,  B,C,)  =  A,     (P,B„  C,A,)  =  B,     (P,C„  A,B,)  =  C, , 

dann  liegt  das  Dreieck  .4^2 ^2 Q  ™i^  ^^^^  anfanglichen  ^ PC  per- 
spectivisch,  d.  h.  es  schneiden  sich  AA^,  ^-^2?  ^^'2  ^^  einem  Punkte. 

4.  Sind  irgend  5  Punkte  in  der  Ebene  gegeben:  ahcde  und  man  be- 
stimmt die  Schnittpunkte: 

(cct,  he)  =  a  ,     (ad,  ce)  =  ß  ,     (hd,  ae)  =  y  , 

so  schneiden  sich  die  drei  Strahlen  aa,  hß,  cy  in  einem  Punkte  0. 
Durch  Vertauschung  der  gegebenen  fünf  Punkte  unter  einander 
erhält  man  mehrere  solche  neue  Punkte  0,  deren  Lage  zu  unter- 
suchen ist. 

5.  Sind  die  3  Paar  Gegenecken  eines  vollständigen  Vierseits  acc,  hß, 
cy,  so  besteht  zwischen  den  Entfernungen  derselben  von  einander 
folgende  involutorische  Relation: 

ab  •  aß  ac  •  ay 

ab  •  a  ß        ac  •  ay 
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6.  Sind  aa,  hß,  cy  irgend  drei  Paare  conjugirter  Punkte  eines 
geraden  Punktsystems  (einer  Involution),  so  gilt  folgende  Bezie- 
hung zwischen  Doppelverhältnissen: 

(aahc)  •  (ßhca)  •  (ycah)  =  —  1 
(aaßy)  •  {bßya)  •  (cyaß)  =  —  1  . 

7.  Sind  irgend  5  Gerade  in  der  Ebene  gegeben:  ahcde,  so  wird  jede 
durch  die  vier  übrigen  in  vier  Punkten  geschnitten,  welche  ein 
bestimmtes  Doppelverhältniss  besitzen ;  bezeichnen  wir  ein  solches 
durch  die  Zusammenstellung  der  Buchstaben  der  vier  schneidenden 
Geraden,  indem  wir  die  geschnittene  Gerade  fortlassen,  so  gilt 
die  Beziehung: 

(abcd)  .  {ahde)  .  (ahcc)  =  1 

und  ähnliche,  welche  aus  der  Vertauschung  der  Geraden  unter 
einander  hervorgehen.  Geht  eine  der  Geraden  a  oder  h  in  die 
Unendlichkeit,  so  giebt  diese  Beziehung  den  bekannten  Satz  der 
Transversalentheorie  von  Menelaos. 

8.  Ist  ein  beliebiges  Punktsystem  {x,  |)  gegeben,  und  man  nimmt 
von  irgend  einem  festen  Punkte  o  des  Trägers  allenlal  den  zu- 
geordneten vierten  harmonischen  Punkt  j  zu  x  und  ^,  dann  erhält 
man  eine  einfache  Punktreihe  (j);  für  verschiedene  Annahmen  von 
0  erhält  man  verschiedene  Punktreihen,  die  alle  mit  einander  pro- 
jectivisch  sind,  insbesondere  auch,  wenn  o  in  die  Unendlichkeit 
verlegt  wird,  projectivisch  mit  der  von  den  Mitten  zwischen  sämmt- 
lichen  Paaren  conjugirter  Punkte  gebildeten  Punktreihe. 

9.  Werden  zwei  feste  Kreise  von  einem  veränderlichen  dritten  recht- 
winklig geschnitten,  so  ist  das  Doppelverhältniss  zwischen  den 
vier  Schnittpunkten  auf  dem  schneidenden  Kreise  von  constantem 
Werthe.  (Unter  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  eines  Kreises 
versteht  man  das  Doppelverhältniss  eines  Strahlbüschels,  dessen 
Mittelpunkt  in  die  Peripherie  des  Kreises  hineinverlegt  wird  und 
dessen  Strahlen  nach  den  vier  Peripheriepunkten  des  Kreises  hin- 
gehen.) Welche  geometrische  Bedeutung  hat  der  Werth  dieses 
Constanten  Doppelverhältnisses? 

10.  Werden  zwei  projectivische  Punktreihen  51  und  §{[  mit  ihren  Trägern 
beliebig  auf  einander  gelegt,  so  ist  jeder  Punkt  der  beiden  vereinigten 
Träger  doppelt  aufzufassen  als  ^  und  \)^,  dem  einen  und  dem 
andern  Träger  angehörig;  in  diesem  doppelten  Sinne  entsprechen 
ihm  zwei  verschiedene  Punkte  l^  und  t);  man  bestimme  zu  diesen 
dreien  den  vierten  harmonischen,  dem  anfänglichen  3:  (l),)  zu- 
geordneten Punkt  I;  dann  beschreiben,   während  der   erste  ]*unkt 
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den  ganzen  Träger  durchläuft,  die  Punkte  J  und  |  ein  Punkt- 
system, dessen  Asymptotenpunkte  zusammenfallen  mit  den  Doppel- 
punkten der  beiden  aufeinander  liegenden  projectivisclien  Punkt- 
reihen, Hierdurch  wird  die  Ermittelung  der  Doppelpunkte  bei 
zwei  beliebig  auf  einander  gelegten  projectivisclien  Puuktreihen 
zurückgeführt  auf  die  Ermittelung  der  Doppelpunkte  (Asymptoten- 
j)unkte)  eines   i\niktsystems.     H.  43. 

11.  Werden  zwei  ])rojectivische  Punktreihen  mit  ihren  Trägern  %  und 
?I^  beliebig  auf  einander  gelegt,  und  geht  man  von  irgend  einem 
Punkte  a  der  ersten  aus,  sucht  den  entsprechenden  Punkt  Q^, 
welcher  als  dem  ersten  Träger  angehörig  h  heisse;  sodann  sucht 
man  zu*  b  den  entsprechenden  Punkt  b^  auf,  welcher  auf  dem 
ersten  Träger  c  heisse  u.  s.  f.;  so  nähert  man  sich  bei  dieser  bis  ins 
Unendliche  fortgesetzt  gedachten  Operation  einem  Doppelpunkte 
der  beiden  zusammenliegenden  Gebilde,  falls  dieselbe  reelle  Doppel- 
punkte besitzen ;  wäre  man  von  einem  Punkte  der  zweiten  Punkt- 
reihe ausgegangen,  so  würde  man  auf  dieselbe  Weise  zu  dem  zweiten 

-  Doppelpunkte  gelangen.     Wohin  führt  aber  die   Operation,    wenn 
die  Doppelpunkte  imaginär  sind? 

12.  Es  kann  vorkommen,  dass  die  in  der  vorigen  Aufgabe  beschrie- 
bene Operation  nach  w-maligem  Portgange  wieder  zu  dem  anfäng- 
lichen Punkte  zurückführt,  also  eine  endliche  geschlossene  wird. 
Findet  dies  einmal  statt,  so  trifft  es  immer  ein  nach  w maligem 
Fortschreiten,  von  welchem  Anfangspunkte  man  auch  ausgehen 
mag-,  es  kann  aber  nur  eintreten,  wenn  die  Puuktreihen  gleich- 
laufend sind,  also  die  Potenz  der  projectivisclien  Beziehung  negativ 
ist  (= — jj^)  und  die  Durchschuittspunkte  der  Parallelstrahlen 
(r  und  q^)  um  eiu  solches  Stück  d  =  xc\i  von  einander  abstehen, 
dass 

d  =  2j)  cos 


vn 
n 


ist,  wo  n  die  gegebene  Anzahl  der  l^uukte  des  in  sich  zurück- 
kehrenden Cyclus,  V  eine  zu  n  relative  Primzahl  (im  einfachsten 
Falle  1)  und  n  die  halbe  Kreis-Peripherie  bedeutet. 

Für  n  =  2  und  v  =  1  haben  wir  die  Bedinsung  r?  =  0 
d.  h.  den  Fall  der  gewöhnlichen  Involution  oder  des  Punktsystems. 

Für  n  =  3  und  v  =  1  haben  wir  unendlich  viele  Tripel  von 
Punkten,  so  dass  in  jedem  Tripel  immer  ein  Punkt  die  beiden 
andern  im  doppelten  Sinne  zu  den  ihm  entsprechenden  hat;  die 
Bedingung  für  diese  Lage  {d  =  2^)  ^^^  '^lie,  dass  r  mit  g^  und  q^ 

Steiner,  Vorlesungen  II.    2.  Aufl.  C 
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mit  g  zusammenfällt;  jedes  Tripel  der  Art  bildet  mit  den  beiden 
imaginären  Doppelpmikten  ein  äqui anharmonisches  System  von 
fünf  Punkten.    (S.  63.) 

13.  Hat  man  zwei  projectivische  Strahlbüschel  von  je  vier  Strahlen: 

(ahcd)  und  {^fi^iCiä^) 
in  perspectivisclier  Lage,  so  durchschneiden  sich  die  Projections- 
strahlen  ausser  in  den  Mittelpunkten  des  Büschels  und  in  den 
vier  Punkten  des  ])erspectivischen  Durchschnitts  aa^,  hh^,  rr^,  dd^ 
noch  in  12  andern  Punkten,  deren  Lage  so  beschaffen  ist,  dass 
die  vier  Verbindungslinien: 

{a\,  rd,)     {a,h,  c,d)     {ac^,  hd,)     {a,c,  Ir^d) 
durch  einen  und  densellien  Punkt  des  perspectivischen  Durchschnitts 
laufen;  ebenso  gehen  die  Verbindungslinien: 

(ah, ,  de, )     (a,  h,  d,c)     ( he, ,  a d, )     ( h, e,  a, d) 

durch  einen  und  denselben  neuen  Punkt  des  perspectivischen  Durch- 
schnitts und  endlich  die  vier  Ver})indungslinien: 

{ac,,  dh,)     (n,c,  d^h)     {hc,,  da,)     {h,c,  d,a) 
durch    einen    dritten    Punkt    des    perspectivischen    Durchschnitts. 
Welche  geometrische  Bedeutung  haben  diese  drei  Punkte? 

14.  Von  den  vier  Kreisen,  welche  die  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks 
l)erühren,  haben  je  zwei  noch  eine  vierte  gemeinschaftliche  Tan- 
gente, welche  .dreimal  als  äussere,  dreimal  als  innere  gemein- 
schaftliche Tangente  auftritt;  diese  (')  Geraden  laufen  dreimal 
paarweise  parallel  mit  den  Seiten  desjenigen  Dreiecks,  welches 
von  den  Höhenfusspunkten  des  ursprünglichen  gebildet  Avird  und 
zwar  sind  jedesmal  eine  äussere  und  eine  innere  gemeinschaftliche 
Tangente  parallel. 

Diese  vierten  gemeinschaftlichen  Tangenten  enthalten  12  Be- 
rührungspunkte; auf  jedem  der  vier  Kreise  liegen  je  drei  und 
bilden  allemal  ein  Dreieck,  welches  mit  dem  ursprünglichen  ähn- 
lich und  ähnlichliegend  ist. 

Von  den  vier  Kreisen  haben  je  zwei  eine  Dreiecksecke  zum 
Aehnlichkeitspunkt,  also  ausserdem  noch  einen  zweiten  Aehnlich- 
keitspuukt.  Diese  ß  neuen  Aehnlichkeitspunkte  zerfallen  in  drei 
äussere  und  drei  innere  und  liegen  zu  je  dreien  auf  vier  geraden 
Linien,  indem  einmal  die  drei  äusseren  und  dreimal  ein  äusserer 
mit  zwei  inneren  Aehnlichkeitspunkten  auf  je  einer  Geraden  liegt. 

Von  den  vier  Kreisen  haben  je  zwei  eine  Potenzlinie  und 
diese  0  Potenzlinien    schneiden    sich  zu  je  dreien  in  vier  'J'otenz- 
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punkten.  Diese  vier  Potenzpiinkte  bilden  ein  solches  Viereck, 
dass  jeder  von  den  vier  Punkten  der  Höhenpunkt  des  von  den 
drei  übrigen  gebildeten  Dreiecks  ist.  Die  vier  Kreismittelpunkte 
bilden  ein  ähnliches  und  ilhnlich-liegendes  (inverse-liegendes)  Vier- 
eck, dessen  lineare  Dimensionen  doppelt  so  gross  sind,  als  die 
des  vorigen, 

15,  »Sind  ABC  die  Mittelpunkte,  r/,  h,  c  beziehlich  die  Radien  dreier 
Kreise  eines  Büschels  (mit  reeller  oder  ideeller  gemeinschaftlicher 
Secante),  so  besteht  zwischen  den  Abständen  der  Mittelpunkte 
und  den  Radien  die  Bezieliung: 

-"  h^  c^ 


AB . AC    '    BC . BA    \    CA . CB 

in.  Werden  die  Seiten  />c,  ca,  ah  eines  Dreiseits  von  einer  beliebigen 
Geraden  &  in  den  Punkten  a,  /3,  y  getroffen,  verbindet  man 
letztere  mit  einem  beliebigen  vierten  Punkte  d  durch  die  Strahlen 
r/a,  dß,  dy  und  nimmt  in  ihnen  drei  beliebige  Punkte  beziehlich 
«1,  7>^,  e^  an,  so  treffen  die  Dreiecksseiten  /^^q,  c^a^,  aj)^  die 
Gerade  @  in  drei  solchen  Punkten  a^,  ß^,  y^,  dass  «a^,  hß^,  cy^ 
sich  in  einem  Punkte  d^  schneiden.  Denkt  man  sich  die  Ebene 
als  doppelt  und  dreht  die  eine  Ebene  mit  den  accentuirten  Buch- 
staben um  die  Schnittlinie  @  aus  der  andern  heraus,  so  erhält 
man  zwei  Tetraeder  ah  cd  und  a^h^c^d^,  deren  jedes  dem  andern 
gleichzeitig  ein-  und  umbeschrieben  ist.  Die  drei  Paare  von 
Punkten  aa^,  ßß^,  yy^  in  der  Geraden  @  gehören  einem  Punkt- 
systeme an. 

17.  Wenn  man  von  drei  reellen  Elementen  ahe  eines  einfachen  Ge- 
bildes (einer  geraden  Punktreihe  oder  eines  ebenen  Strahlbüschels) 
zwei  cyclische  Vertauscliungen  bildet  und  dieselben  projectivisch 
setzt,  so  haben  diese  beiden  projectivischen  Gebilde  zwei  imaginäre 
Doppelelemente  ii^ ,  die  als  die  Doppelelemente  einer  elliptischen  In- 
volution auftreten,  Avelche  wir  §.  17  construirt  haben.  Solche  fünf 
Elemente  heissen  ein  äquianharmouisches  System  (S.  63).  Wenn 
man  anstatt  von  drei  reellen  Elementen  ahe  von  einem  reellen  a 
und  einem  Paar  conjugirt-imaginärer  Elemente  he  ausgeht,  welche 
man  durch  eine  gegebene  elliptische  Involution  (mit  imaginären 
Doppelelementen)  vertreten  sich  denkt,  so  lässt  sich  ebenfalls 
fragen  nach  solchen  Doppelelementen  ii^,  welche  mit  den  cyclisch 
vertauschbaren  ahr  ein  äquianharmonisches  System  bilden.  In 
diesem  Falle  können  ii^  auch  reell  sein.  Wie  construirt  man 
diese  Doppelelemente  fi^  oder   die  sie  vertretende  (hyperbolische 
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oder  elliptische)  Involution?  Ist  umgekehrt  von  den  drei  cyclisch- 
vertauschharen  Elementen  eines  äquianharmonischen  Systems  ein 
reelles  Element  a  und  sind  ausserdem  die  beiden  als  reell  an- 
.  genommenen  Doppelelemente  ii^  gegeben,  dann  müssen  hc  con- 
jugirt-imaginär  sein  und  werden  gefunden  durch  die  cubischen 
Wurzeln  der  positiven  Einheit:  setzen  wir  die  Doppel  Verhältnisse: 

iii^ah)  =  ?/         {ii^ac)  =  y^  , 
so  sind  ?/  und  y^  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

Wie  lässt  sich  die  elliptische  Involution  reell    construiren,   deren 
imaginäre  Doppeleleraente  h  und  c  sind? 

18.  Werden  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  von  einer  beliebigen 
cjeraden  Transversale  !^  beziehlich  in  ahc  getroffen  und  man  con- 
struirt  auf  jeder  Dreieckseite  den  vierten  harmonischen  dem 
Schnittpunkte  zugeordneten  Punkt  a'h'c,  so  treffen  sich  bekannt- 
lich ad,  }>}>,  cc  in  einem  Punkte  S.  Zieht  man  von  irgend  einem 
Punkte  P  aus  die  Strahlen  Fd  PI)  Pc ,  welche  der  Transversale 
ii  in  a"h"c'  begegnen,  so  schneiden  sich  auch  ad' ,  hh" ,  cc"  in 
einem  Punkte  Q  und  es  liegen  PQf^  auf  einer  Geraden. 

19.  Werden  die  drei  Seitenpaare  eines  vollständigen  Vierecks  von 
einer  beliebigen  geraden  Transversale  ii  in  den  Punktpaaren  aa, 
hß,  cy  getroffen  und  man  construirt  zu  diesen  sechs  Schnitt- 
punkten auf  jeder  Seite  dife  zugeordneten  vierten  harmonischen 
Punkte  dd,  1/ ß\  cy',  so  schneiden  sich  a' d ,  h' ß' ,  c'y'  in  einem 
Punkt  S.  Ausserdem  liegen  diese  Punkte  zwölfmal  zu  je  dreien 
auf  einer  Geraden  z.  B.  dh'y,  dhy  ,  dh'c,  dc'h  u.  s.  w.  W^elche 
Beziehung  haben  diese  12  Geraden  zu  einander?  Verbindet  man 
einen  beliebigen  Punkt  P  mit  den  sechs  Punkten  d  d,  h' ß',  c  y 
durch  Strahlen,  welche  die  Transversale  Si  in  sechs  neuen  Punkten 
d' d' ,  h" ß" ,  c" y"  treffen,  so  schneiden  sich  die  6  Verbindungs- 
linien a'f/',   d' d ^   6'/3",  h" ß' ,  c  y" ,  c'y    in  einem  Punkte  Q  und 

•     die  drei  Punkte   FQS  liegen   auf  einer  Geraden,  so  dass  P  und 
Q  harmonisch  getrennt  werden  durch  8  und  £. 

20.  In  einem  geradlinigen  Dreieck  ABC  seien  ahc  beziehlich  die 
Mitten  der  Seiten  und  aj^i^c^^  die  Fusspunkte  der  Höhen,  welche 
sechs  Punkte  bekanntlich  auf  dem  Fe^ierha ch' i>,c\\Qw  Kreise  0 
liegen;  sei  ferner  H  der  Höhenschnittpunkt  und  3f  der  Mittel- 
punkt des  umschriel)enen  Kreises;  bestimmt  man  die  Schnitt- 
punkte der  Verbindungslinien: 
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(hci  ,  ch^)  =  a         (^ c  ?  ^1  Cj )  =  «1 
(c«!  ,  aci)  =  ß         {ca  ,  Citt^)  =  ß^ 
{ah^  ,  heil)  =  y         (ah  ,  ajj,)  =  y^  , 
so  liegen  die  drei  Punkte  aßy  auf  der  Geraden  HM  und  die  drei 
Strahlen  Acc^,  Bß^,  Cy^  stehen  auf  i/ilf  senkrecht.     Ferner  liegen 
Ä  a  ßy  yy  auf  einer  Geraden , 
Bßy^a^     -        -  -        , 

C  yccyß,     -        -  -        ; 

die  drei  Strahlen  aa^,  hß^^,  cy^  schneiden  sich  in  einem  Punkte  P, 
^'i^'-'i,  ^hßi,  <^'i7i  -  -       -       -  -         Q, 

Die    beiden    Punkte    P   und    Q    liegen    auf    dem    Fmcrhach^adicn 
Kreise  (0); 

die  drei  Schnittpunkte:  (PC,  ^i7j  =  a 

(CA,  n«0  =  b 
{AB,a,ß,)  =  C 
liegen  mit  P  und  Q  auf  einer  Gei-aden; 
die  drei  Schnittpunkte:  (h^Ci  ,  ßiyi) 

{a,h,,  a^ß,) 
liegen  auf  einer  Geraden,  die  durch  H  geht  und 
die  drei  Schnittpunkte:     {hc  y  ß^y^) 

{ca,  y^a,) 
(ah  ,  Kißi) 
liegen  auf  einer  Geraden,  die  durch  den  Schwerpunkt  5  des  Drei- 
ecks ABC  hindurchgeht  u.  s.  w. 
21.    Wenn  sich   drei  Kreise  (a)  (h)  (c)   paarweise   ausschliessend  be- 
rühren: 

(h)  und  (c)  im  Punkte.« 
(c)  -  (a)  -  •  ß 
(a)     -     (h)    -  -        y 

und  man  zieht  die  Secanten: 

ßy,    ya,    aß, 
welche  den  Kreisen  ausserdem  in  den  Paaren  von  Punkten: 

ß'y,  y"a",  a"  ß"' 
begegnen,  so  giebt  es  drei  neue  Kreise,  welche  die  gegebenen  paar- 
weise in  den  drei  letzten  Punktpaaren  berühren.  Diese  drei  neuen 
Kreise  sind  gleich  gross  und  haben  zum  Radius  die  Summe  der  Radien 
der  drei  gegebenen  Kreise.  Welche  Modificationen  erleidet  der  Satz, 
Avenn  die  paarweise  Berührung  der  drei  gegebenen  Kreise  nicht 
immer  eine  ausschliessende  ist? 


Zweiter  Absclmitt. 

Der  Kegelschnitt  als  Erzeugniss  projectivischer  Gebilde. 


§.  20.    Zwei  projectivisclie  Punktreihen  in  allgemeiner  Lage. 

Nachdem  wir  in  dem  ersten  Abschnitt  aus  der  perspectivisclien 
Lage  zweier  Gebilde  nicht  nur  das  Wesen  ihrer  ])rojectivischen  Be- 
ziehung abgeleitet,  sondern  auch  besondere  Elemente  und  eigenthüm- 
liche  Verbindungen  derselben  genau  untersucht  haben,  gehen  wir 
nunmehr  dazu  über,  zwei  projectivisclie  Gebilde  in  allgemeiner,  d.  h. 
nicht  perspectivischer  Lage  zu  betrachten  und  zAvar  zunächst  zwei  pro- 
jectivische  Punktreihen.  Während  bei  der  perspectivischen  Lage  zweier 
projectivischer  Punktreihen  sämmtliche  Projectionsstrahlen  durch  einen 
festen  Punkt,  den  Projectionspunkt,  laufen,  Averden  bei  allgemeiner 
Lage  die  Projectionsstrahlen,  d.  h.  die  Verbindungsstrahlen  entsi)rechender 
Punkte  der  beiden  Punktreihen,  nicht  mehr  durch  einen  und  denselben 
Punkt  laufen,  vielmehr  in  gewisser  Weise  die  Ebejie  erfüllen,  und  das 
allgemeine  Gesetz,  welchem  dieses  Chaos  von  Strahlen  unterworfen 
ist,  Averden  Avir  nunmehr  zu  erforschen  haben. 

Hierzu  bedarf  es  einer  einfachen  Construction,  um  beliebig  viele 
Projectionsstrahlen  herzustellen ;  wir  haben  bereits  oben  (Seite  22)  eine 
Construction  angegeben,  durch  av eiche  aus  drei  gegebenen  Paaren 
entsprechender  Punkte,  die  zur  Bestimmung  projectivischer  Beziehung 
erforderlich  sind,  beliebig  viele  andere,  also  beliebig  viele  Projections- 
strahlen durch  blosses  Ziehen  von  geraden  Linien  ermittelt  Averden 
können;  diese  Construction  enthielt  noch  eine  gewisse  Willkürlichkeit, 
welche  passend  benutzt  zu  ihrer  Vereinfachung  dient.  Seien  abc  und 
di^iC^  drei  Paare  entsprechender  Punkte  der  gegebenen  Punktreihen  5l5{i 
und  bezeichnen  Avir  die  Projectionsstrahlen  aa^,  hh^,  CC^  resp.  durch 
a&c;  sei  ein  beliebiger,  noch  zu  ermittelnder,  vierter  Projectionsstrahl 
jJi  oder  X,  und  bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte: 
(x,  h)  =  B  ,  (x,  c)  ==  B^ , 
so  werden  die  vier  Strahlen  Ba,  Bh,  Bc,  B^c  mit  den  vier  Strahlen 
B^a^,  B^hi,  jB^Cj,  ^lEi  projectivisch  sein  müssen,  und  da  diese  beiden 
Strahlbüschel    {B)  (Bj)    in    der    Verbindungslinie    ihrer   Mittelpunkte 
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{B,B^)=jc  zwei  eiitsprecliencle  Strahlen  vereinigt  haben,  so  liegen  sie  per- 
spectivisch,  also  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  auf  einer  Ge- 
raden (ihrem  perspectivischen  Durchschnitt),  d.  h.  die  Schnittpunkte: 

(i'a,  I>\a,)    {Bh,  UM    {JJc,  JJ,c,) 

auf  einer  Geraden.  Es  fällt  aber  Uh  mit  iji'b^  zusammen  (Fig.  28), 
also  der  Punkt  (Bh,  -Z>\b^)  ist  der  Punkt  h^  und  B^c^  fällt  mit  2>\c 
zusammen,  also  (jE>c,  jß^cj  ist  C:  ^.^    „^ 

der  perspectivische  Durchschnitt 
jener  beiden  Strahlbüschel  (B) 
(Jj^)  ist  also  die  Verbindungs- 
linie cö^;  es  schneiden  sich  daher 

Ba  i)\ai  cbi 
in  einem  Punkte  §.  Um  nun 
umgekehrt  einen  beliebigen  Pro- 
jectionsstrahl  x  zu  construiren, 
haben  Avir  irgend  einen  Punkt  | 
der  Verbindungslinie  cb^  mit  a 

und  a^  zu  verbinden;  trifft  a|  den  Projectionsstrahl  h  in  B  und  o^^ 
den  Projectionsstrahl  c  in  i>\,  so  ist  BB^  ein  vierter  Projections- 
strahl X.  Hierdurch  wird  es  leicht,  beliebig  viele  Projectionsstrahlen 
zu  construiren;  lassen  wir  den  Punkt  ^  die  ganze  Linie  cb^  durch- 
wandern, so  efhalten  wir  sämmtliche  Projectionsstrahlen;  gelangt  ^ 
insbesondere  nach  c,  so  erhalten  wir  als  Projectionsstrahl  den  Träger 
%  der  einen  gegebenen  Punktreihe  selbst;  gelangt  |  nach  b^,  so  tritt 
der  Träger  51^  der  andern  Punktreihe  als  Projectionsstrahl  auf.  Die 
Träger  der  heiden  (jeijebencn  FunJdreiJicn  sind  also  seihst  FrojcctionsstraJäcn. 
Zugleich  erkennen  wir,  indem  wir  den  Punkt  §  die  ganze  Gerade  cb^ 
durchlaufen  lassen,  dass  die  Strahlen  Q^  und  q^|  zwei  perspectivische 
Strahlbüschel  beschreiben,  folglich  die  Punkte  B  und  B^  auf  den 
beiden  Geraden  h  und  c  zwei  projectivische  Punktreihen  bilden: 
die  Projectionsstrahlen  h  und  c  werden  also  von  sämmtlichen  Pro- 
jectionsstrahlen X  in  zwei  projectivischen  Punktreihen  geschnitten, 
gerade  so,  wie  die  Träger  der  beiden  ursprünglich  gegebenen  Punkt- 
reihen selbst;  da  aber  an  Stelle  der  Projectionsstrahlen  h  und  c  irgend 
zwei  andere  treten  können,  für  die  dasselbe  gelten  muss,  so  haben 
wir  das  wichtige  Resultat  gefunden:  JDic  Gesmmntheit  der  Projcdions- 
straJdeii  (Verbindungslinien  entsprechender  Punkte)  ziveier  jyrojectivischcr 
Punktreihen  trifft  irgend  sivei  unter  ihnen  allemal  in  zivei  p'ojeetivischeu 
Punlctreihen.  Hierdurch  verlieren  die  Träger  der  ursprünglich  gegebenen 
beiden  Punktreihen,  welche  selbst  Projectionsstrahlen  sind,  ihre  her- 
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vorragende  Stellung  und  treten  in  die  Gesamnitlieit  aller  übrigen  Pro- 
jectionsstrahlen  ein;  denn  es  steht  uns  jetzt  frei,  irgend  zwei  andere 
Projectionsstralilen  als  Träger  zweier  neuen  erzeugenden  Punktreihen 
aufzufassen,  welche  auf  ihnen  durch  die  Gesamnitlieit  der  Projectious- 
strahlen  fixirt  werden. 

Es  ergiebt  sich  ferner,  dass  die  GcsammtJieit  der  Projcdionsstrahlen 
durch  irgend  fünf,  die  iviUJiürlich  angenommen  werden  dürfen,  vollständig 
bestimmt  ist]  denn  man  kann  von  diesen  fünf  Geraden  zwei  als  die 
Träger  zweier  erzeugenden  Punktreihen  inid  die  drei  andern  als  drei 
Projectionsstrahlen  auffassen,  welche  drei  Paare  entsprechender  Punkte 
auf  jenen  fixiren;  hierdurch  ist  dann  die  ganze  projectivische  Bezie- 
hung der  beiden  Punktreihen  bestimmt.  Welche  von  den  fünf  Ge- 
raden wir  als  Träger  auffassen  wollen,   bleibt   ganz  willkürlich. 

Die  obige  Construction  eines  beliebigen  Projcctionsstrahls  x 
drückt  andererseits  eine  Bedingung  mvischen  irgend  sechs  ans  der  Ge- 
sammtheit  der  Projectionsstrahlen  aus.  Die  sechs  Projectionsstrahlen 
bilden  nämlich  ein  einfaches  Sechsseit,  von  dem  die  Punkte  acB^ 
Bh^a^  als  Ecken  (d.  h.  Schnittpunkte  zweier  Seiten)  aufgefasst  werden 
können  (s.  Steiner  s  syst.  Entw.  geom.  Gest.  S.  72),  indem  wir  die 
Seiten  der  Reihe  nach  so  durchlaufen,  dass  die  Ecken  acl/^jöb^o^ 
einander  folgen;  die  drei  Verbindungslinien: 

Ba.      B^üi       cbi , 

welche  nach  dem  Obigen  sich  in  einem  Punkte  schneiden  müssen, 
erscheinen  als  Verbindungslinien  gegenüberliegender  Ecken  dieses 
Sechsseits  (der  ersten  und  vierten,  zweiten  und  fünften,  dritten  und 
sechsten  Ecke),  und  wir  können  demnach  folgende  Bedingung  zwischen 
irgend  sechs  Projectionsstrahlen  aussprechen: 

Werden  irgend  sechs  Projectionsstrahlen  als  ein  einfacJies  Sechsseit 
aufgefasst,  so  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  der  gegenüber- 
liegenden Bchen  desselben  (Hauptdiagonalen)  in  einem  Punkte.  {Brian- 
cÄow'scher  Satz.) 

Aus  den  sechs  Projectionsstrahlen  lässt  sich  auf  sechzig  verschiedene 
Arten  ein  einfaches  Sechsseit  herstellen;  auf  die  eigenthümlichen  Be- 
ziehungen zwischen  denselben  gehen  wir  hier  vorläufig  nicht  ein  (§.  28). 
-  Die  Gesammtheit  der  Projectionsstrahlen  besitzt  ausser  den  bereits 
gefundenen  Eigenthümlichkeiten  noch  die  charakteristische  Eigenschaft, 
dass  durch  einen  beliebigen  Punld  der  Ebene  im  Allgemeinen  höchstens 
zivei  Projectionsstrahlen  gehen,  denn  verbinden  wir  einen  beliebigen 
Punkt  P  der  Ebene  mit  den  beiden  erzeugenden  Punktreihen  durch 
Strahlen,  so  erhalten  wir  in  Pzwei  concentrische  Strahlbüschel  P(abcb...), 
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und  P(ajbiCibi  .  .  .),  welche  projectivisch  sind;  diese  haben  (S.  45)  im 
Allgemeinen  zwei  Doppelstrahlen,  welche  offenbar  Projectionsstrahlen 
sein  müssen.  Es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass  nur  einer,  d.  h. 
zwei  zusammenfallende,  oder  auch  keine  Doppelstrahlen  bei  zwei  con- 
centrischen  projectivischen  Strahlbüscheln  existiren.  Es  wird  nun  von 
der  Lage  des  Punktes  P  abhängen,  ob  durch  ihn  zwei  oder  nur  einer 
oder  keine  Projectionsstrahlen  hindurchgehen,  und  wir  werden  die- 
jenigen Gebiete  der  Ebene  aufzusuchen  haben,  in  denen  der  Punkt  P 
liegen  muss,  damit  der  eine  oder  andere  Fall  eintritt. 

Verfolgen  wir  auf  einem  Träger  %  der  beiden  erzeugenden  Panktreihen 
einen  Punkt  j,  so  sehen  wir,  dass  durch  ihn  im  Allgemeinen  immer  zwei 
Projectionsstrahlen  gehen,  nämlich  der  Träger  51,  welcher  selbst  ein 
Projectionsstrahl  ist,  und  der  Projectionsstrahl  jj^;  nur  einmal  kommt 
es  vor,  dass  diese  beiden  Projectionsstrahlen  zusammenfallen,  nämlich 
dann,  wenn  der  Punkt  j^  in  den  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  rückt; 
nennen  wir  diesen  Schnittpunkt  f^,  als  der  zweiten  Punktreihe  ange- 
hörig, und  seinen  entsprechenden  der  ersten  Punktreihe  f,  so  werden, 
wenn  J  in  f  sich  befindet,  die  beiden  durch  ihn  gehenden  Projections- 
strahlen in  dem  Träger  2t  selbst  zusammenfallen;  durch  den  Punkt  f, 
welchen  wir  den  Berührung spiinM  des  Projectionsstrahls  nennen  wollen, 
(die  Benennung  wird  durch  das  Folgende  erklärt)  und  welcher  ent- 
sprechend ist  dem  im  Schnittpunkte  beider  Träger  liegenden  Punkte 
der  andern  Punktreihe,  geht  also  nur  ein  Projectionsstrahl  %..  Ebenso 
verhält  es  sich  mit  dem  Träger  %^  der  zweiten  Punktreihe;  durch 
jeden  Punkt  dieses  Trägers  gehen  allemal  zwei  Projectionsstrahlen 
mit  Ausnahme  eines  einzigen  e^ ,  welcher  dem  im  Schnittpunkte  beider 
Träger  liegenden  Punkt  e  der  ersten  Punktreihe  entsprechend  ist. 
Durch  den  Berührungspunkt  e^  geht  nur  ein  Projectionsstrahl,  der 
Träger  %^. 

Da  wir  nach  dem  Obigen  an  Stelle  der  beiden  ursprüng- 
lichen Punktreihen  zwei  neue  erzeugende  Punktreihen  setzen  können, 
welche  auf  irgend  zwei  Projectionsstrahlen,  als  Träger  aufgefasst, 
durch  die  Gesammtheit  aller  Projectionsstrahlen  fixirt  werden, 
so  giebt  es  auf  jedem  Projectionsstrahle  einen  einzigen  bestimmten 
Punkt,  seinen  Berührungspunkt,  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass  für 
ihn  der  Projectionsstrahl  der  einzige  ist,  welcher  hindurchgeht,  wäh- 
rend durch  jeden  andern  seiner  Punkte  noch  ein  zweiter  Projections- 
strahl hindurchgeht.  Der  Berührungspunkt  eines  Projectionsstrahls 
ist  daher  auch  als  derjenige  Punkt  aufzufassen,  in  welchem  jener  von 
einem  unendlich -nahe  liegenden  Projectionsstrahl  geschnitten  wird. 
Es   könnte   fraglich    erscheinen,    ob    auch  bei   einem  Projectionsstrahl, 
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welcher  mit  diesem  oder  jenem  andern  als  Träger  projectivisclier 
Pmiktreilien  zur  Erzeugung  der  Gesammtlieit  der  Projectionsstralilen 
zusammengefasst  wird,  immer  ein  und  derselbe  Punkt  als  Berührungs- 
punkt hervorgeht;  dies  Bedenken  erledigt  sich  dadurch,  dass  immer 
dieselbe  Gesammtlieit  der  Projectionsstralilen  resultirt,  Avelche  Punkt- 
reihen man  auch  als  erzeugende  annehmen  mag;  wenn  daher  bei 
einer  Erzeugungsweise  auf  einem  Projectionsstrahl  nur  ein  einziger 
Punkt  sich  vorfindet  von  der  Beschafienlieit,  dass  für  ihn  der  Pro- 
jectionsstrahl der  allein  hindurchgehende  ist,  so  kann  bei  einer  andern 
Erzeugiingsweise  kein  neuer  Punkt  derselben  Beschafi'enheit  auftreten, 
weil  dieselbe  Gesammtheit  von  Projectionsstralilen  wieder  auftritt.  Es 
giebt  also  auf  jedem  Projectionsstrahl  nur  einen  einzigen  bestimmten 
Berührungspunkt. 

Fassen  wir  nun  die  Gesammtlieit  der  Projectionsstrahlen  in 
der  Weise  auf,  dass  wir  zwei  entsprechende  Punkte  jj.\  die  beiden 
Träger  continuirlich  durchlaufen  lassen  und  auf  der  Verbindungs- 
linie j;^"^,  d.  h.  dem  Projectionsstrahl  x,  den  jedesmaligen  Berüh- 
rungspunkt bestimmen,  so  wird  bei  dieser  Bewegung  der  Pro- 
jectionsstrahl X  ein  gewisses  (unendlich  grosses)  Gebiet  der  Ebene 
durchstreifen,  welches  alle  solche  Punkte  P  enthält,  durch  die  je 
zwei  Projectionsstralilen  gehen;  dieses  Gebiet  wird  begrenzt  von  einer 
gewissen  Curve,  dem  Orte  der  Berührungspunkte  auf  sämmtlichen 
Projectionsstrahlen;  durch  jeden  Punkt  P  dieses  Ortes  geht  nur  je  ein 
Projectionsstrahl,  und  der  übrige  Theil  der  Ebene  enthält  daher  das 
Gebiet  derjenigen  Punkte  P  der  Ebene,  durch  welche  keine  Projections- 
strahlen gehen,  denn  dieser  Theil  der  Ebene  wird  von  keinem  Pro- 
jectionsstrahl getroffen.  Es  giebt  also  zwei  Gebiete  der  Ebene,  das 
ehie  enthält  nur  solche  Punkte  P,  durch  die  je  zwei  Projections- 
strahlen gehen,  das  andere  solche  Punkte  P,  durch  welche  kein  Pro- 
jectionsstrahl geht,  und  beide  Gebiete  werden  von  einander  getrennt 
durch  den  Ort  derjenigen  Punkte,  für  welche  es  immer  nur  einen  hin- 
durchgehenden Projectionsstrahl  giebt;  diese  Grenzcurve  ist  der  Ort 
sämmtlicher  Berührungspunkte,  sie  heisst  das  Eneiigniss  der  leiden 
projectivischen  FiinUreihen  und  ist  der  eigentliche  Gegenstand  unserer 
Untersuchung.  Wir  können  uns  ihre  Entstehung  in  der  Weise  an- 
schaulich machen,  dass  wir  uns  die  ganze  unendliche  Ebene  schwarz 
denken  und  jeden  Projectionsstrahl  als  unendlich  lange  gerade  Linie 
von  weisser  Farbe;  die  Gesammtheit  der  Projectionsstrahlen  wird  dann 
einen  gewissen  (unendlich  grossen)  Theil  d^r  Ebene  weiss  machen  und 
den  übrigen  Theil  schwarz  lassen;  die  Grenze  zwischen  dem  schwarzen 
und  weissen  Theil  der  Ebene  ist  eben  die  zu  untersuchende  Curve. 
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Dass  in  der  That  die  Ortscurve  der  Berührungspunkte  die  Grenze 
zwischen  beiden  Gebieten  der  Ebene  bildet,  machen  wir  uns  nocli  in 
folgender  Weise  klar:  Seien  a  und  &  irgend  zwei  Projectionsstrahlen, 
a  und  ß  die  respectiven  Berührungspunkte  auf  ihnen  und  s  ihr  Schnitt- 
punkt. Halten  Avir  den  einen  Projectionsstrahl  a  mit  seinem  Berührungs- 
punkt a  fest,  verändern  aber  auf  ihm  den  Schnittpunkt  s,  so  ver- 
ändert sich  der  zweite  Projectionsstrahl  h  und  der  ihm  zugehörige  Be- 
rührungspunkt ß\  die  Verbindungslinie  aß  ist  eine  veränderliche  vSehne 
der  Ortscurve,  deren  einer  Endpunkt  a  fest  bleibt,  Avährend  der  andere 
ß  sich  auf  ihr  bewegt.  Rücken  Avir  nun  mit  dem  Punkte  s  allmählich 
nach  a,  bis  s  in  a  hineinfällt,  so  wird  auch  der  zweite  Projections- 
strahl h  mit  a  zusammenfallen  müssen,  denn  durch  a  giebt  es  nur 
einen  Projectionsstrahl;  der  Berührungspunkt  ß  muss  aber  auch  in  a 
hineinfallen,  denn  der  Projectionsstrahl  a  besitzt  nur  einen  einzigen 
Berührungspunkt  a.  Dcjr  Projectionsstrahl  a  ist  also  die  Grenzlage 
einer  veränderlichen  Sehne  aß,  deren  einer  Endpunkt  a  fest  bleibt, 
Avährend  der  andere  ß  allmählich  auf  der  Ortscurve  nach  a  hinrückt. 
Eine  solche  Grenzlage  einer  veränderlichen  Sehne  nennt  man  bekannt- 
lich Tangente  der  Curve  und  den  festen  Punkt  ihren  Berührungspunkt; 
die  sämmtlichen  Projectionsstrahlen  sind  also  Tangenten  einer  gCAvissn 
Ortscurve  und  die  Punkte,  in  welchen  sie  die  Ortscurve  berühren, 
diejenigen  Punkte,  Avelchen  Avir  vorhin  den  Namen  JBcrührungs- 
imnläe  beigelegt  haben,  wodurch  die  Benennung  gerechtfertigt  wird. 
Da  jeder  Projectionsstrahl  Tangente  an  der  Ortscurve  ist  und  nur 
einen  Punkt,  den  Berührungspunkt,  mit  ihr  gemein  hat,  so  bildet  die 
Ortscurve  der  Berührungspunkte  die  Grenze  ZAvischen  denjenigen  beiden 
Gebieten  der  Ebene,  deren  eines  von  sämmtlichen  Projectionsstrahlen 
erfüllt  Avird,  Avährend  das  andere  von  keinem  getroffen  Avird,  <,  Fassen 
wir  das  gewonnene  liesultat  noch  einmal  zusammen: 

Die  Gesammtheit  der  ProjectionsstraJilen  mveier  projectiviachcr  FtinJä-' 
reiheii  in  allgemeiner  Lage,  deren  Träger  auch  als  ein  Paar  Projections- 
strahlen aufzufassen  sind,  umhüllt  eine  gewisse  krumme  Linie,  ivelche 
mit  jedem  Projectionsstrahl  nur  einen  PunTct,  den  Berührungsinmld,  gemein 
hat  und  also  der  Ort  dieser  BeriihrungspunJde  ist.  Sie  theilt  die  ganze 
Ebene  in  zwei  Gebiete,  deren  eines  von  allen  Projectionsstrahlen  erfüllt 
tvird,  tvährend  das  andere  von  Jceinem  getroffen  wird,  oder  deren  eines 
alle  solche  Punkte  enthält,  durch  ivelche  je  zivei  reelle  Projectionsstrahlen^ 
(Tangenten  der  Curve)  gehen,  tvährend  das  andere  diejenigen  Punkte  ent- 
hält, durch  ivelche  keine  Projectionsstrahlen  gehen.  Durch  jeden  Punkt 
der  Curve  selbst  geht  nur  ein  Projectionsstrahl,  die  Tangente  an  ihr. 
Diese  als  das  Erzeugniss  ztveier  projectivischer  Punktreihen  defmirte  Curve 
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nennen  ivir  „Kegelschnitt'' ;  sie  ist  zweiter  Glassc,  iceil  von  einem  heliehigen 
FiinJcte  der  Ebene  sich  höchstens  stvei  Tangenten  an  dieselbe  ziehen  lassen. 
Die  vorhin  für  die  Gesammtheit  der  Projectionsstrahlen  gefundenen 
Eigenschaften  lassen  sich  nach  dieser  Definition  als  Sätze  für  die 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  aussprechen,  z.  B.:  „Irgend  ztvd  Tungent<jn 
eines  Kegelschnitts  iverdeii  von  sämmtlichcn  in  zwei  lyrojeetivisclicn  PiinM- 
reihcn  geschnitten."  Oder:  „Werden  irgend  sechs  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts zu  einem  einfachen  Sechsseit  verbunden,  so  schneiden  sich  die  drei 
Mauptdiagonalcn  desselben  in  einem  Piinl'te"  u.  s.  w. 


§.  21.    Die  Berührungspunkte  auf  den  Projectionsstrahlen. 

Es  ist  zunächst  erforderlich,  den  Berührungspunkt  auf  jedem 
Projectionsstrahl  zu  construiren,  um  von  der  zu  untersuchenden  Curve 
ein  deutliches  Bild  zu  erhalten.  Seien  obc  und  d^hyti  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  zweier  erzeugender  projectivischer  Punktreihen  %%^^, 
also  OQi,  bö^,  CCi  drei  Projectionsstrahlen,  so  können  wir  die  auf  S.  22 
angegebene  Construction  beliebig  vieler  anderer  Projectionsstrahlen 
dadurch  sehr  vereinfachen,  dass  Avir  die  Punkte  B  und  1>\  in  ein  Paar 
entsprechender  Punkte,  z.  B.  a,  und  o  selbst  hineinverlegen,  also:  wir 
ziehen  0^^,  Qq  und  a^I),  a^C;  die  Schnittpunkte: 
(abi,  üy'b)  und  (aq,  a^c) 
bestimmen  eine  gerade  Linie  2,  auf  welcher  sämmtliche  Schnittpunkte 
i^h)  ^il)  liegen  müssen,  nämlich  den  perspectivischen  Durchschnitt 
zweier  Strahlbüschel,  welche  in  a  und  a^  ihre  Mittelpunkte  haben  und 
respective  mit  den  Punktreihen  aib^Ci...  und  abc...  perspectivisch 
liegen,  also  projectivisch  mit  einander  sind  und  perspectivisch  liegen, 
weil  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strahlen 
enthält.  Jeder  Punkt  |  dieser  Geraden  ^  mit  a  und  Qj  verbunden 
liefert  Strahlen  a|  und  a^^,  welche  resp.  21^  und  51  in  zwei  ent- 
lig.  29.  sprechenden  Punkten  jr^  und  j  tref- 

fen, also  den  Projectionsstrahl  x 
liefern.  Die  Gerade  £  schneidet 
aber  die  Träger  der  beiden  Punkt- 
reihen in  zwei  Punkten  f  und  t\, 
deren  entsprechende  nach  der  eben 
angegebenen  Construction  in  dem 
Schnittpunkte  der  beiden  Träger 
vereinigt  liegen  müssen:  f^  und  e 
(Fig.  29 j;  da  nun  nach  §.  20  diese 
Punkte    f   und    c^,    welche  den  im   Schnittpunkte    der    beiden   Träger 
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vereinigten  Punkten  entsprechen,  die  Berührungspunkte  auf  diesen 
Trägern  als  Projectionsstrahlen  sind,  so  geht  die  gerade  Linie  2  durch 
die  gesuchten  Berührungspunkte  und  bestimmt  dieselben;  da  es  aber 
auf  jedem  Projectionsstrahl  (wie  ce,  und  ffj  nur  einen  Berührungs- 
punkt giebt,  so  bleibt  die  Gerade  2  unverändert,  wenn  wir  zu  ihrer 
Construction  statt  der  Paare  aüi,  hi\,  ci\  irgend  welche  andere  Paare 
entsprechender  Punkte  nehmen;  also  gilt  der  Satz:  Wrnn  man  mi^ 
zwei  projcctirisclien  Funldreihen  irgend  zivei  Vaare  enfsprerhcmkr  Funlie 
jJi  und  ^^1  herausnimmt,  so  liegt  der  Sclmittpunkt: 

immer  auf  einer  und  derselben  festen  Geraden  2,  ivelehe  durch  die  beiden 
Beriihrungs]nmMe  der  Träger  beider  Funldreihen  hindurehgelit ,  die  den 
im  Schnittpunkte  vereinigt  liegenden  Punkten  entsprechen. 

Dies  lässt  sich  auch  folgendermassen  als  Satz  aussprechen: 
Sind   auf  einer   Geraden   drei  beliebige  Funlie  abc  und  auf  einer 
zweiten  Geraden  drei  beliebige  FunJäe  QjbiC^  gegeben,  so  liegen  die  drei 
SrJmittpunMe: 

(abi,  a,^)    (bq,  b^c)    (ca^,  qa) 

auf  einer  Geraden. 

Dieser  Satz  ist  einer  Erweiterung  fähig,  da  die  Zuordnung  dos 
einen  Tripels  von  Punkten  zu  dem  andern  in  sechsfacher  Weise  ge- 
schehen kann,  weil  drei  Punkte  sechs  Vertauschungen  zvdassen;  wir 
erhalten  daher  sechs  solcher  gerader  Linien,  die  in  eigenthümlichem 
Zusammenhange  mit  einander  stehen;  wir  Ijezeichnen  bei  diesen  sechs 
Zuordnungen  die  Schnittpunkte  in  folgender  Weise: 


L 

abc 

(bq,  cbi)  ==  «3 
(coi,  acj  =  ß, 
(ab,,bQj  =  y3 

IV. 

Q  b  c 

(aq,  ba,)  =  «ri 
(coi,  abi)  =  a2 
{hh^,  cci)  =  % 


IL 

abc 
biC^a, 


«, 


(aa„  cbj 
(cq,  bOi)  =  r2 


^■>ß>y2  = 

V. 

abc 

2, 

(boi,  cbj 
(ob,,  bCi) 

(OOi,    CCi) 

=  b. 

b,b.^b.,  = 

S5 

III. 

abc 

(ooi,  b(,)  =  a, 
(hh„  ta,)  =  ßi 
(cq,  abj  =  yi 

VI. 
abc 

(aci,  cbi)  =  q 
(cOi,  bCj)  =  ^2 

^1^2  ^3  ^'^  ^c 
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Aus  dem  Schema  I.  IL  III.  lesen  wir  die  Identität  folgender  nenn 
Verbindungslinien  ab: 

«1  «2  =  flöi         ßi  ß->  =  ößj         Ti  7-2=  cc, 
«2  «3  =  c  h,        ß,  ß.^  ==  a  Ci         y,  y.,  =  t)  a, 
%«i  =  öq         ß.,ß,  =  coi        y.,;^j  -=  abi 
und  ans  dorn  Schema  IV.  V.  VI.  die  Identität  derselben  nenn  Linien: 

\  Ci  =  cbi         />2  Ca  =  bq         7)3^3  ==  aa^ 
c^üj^  =  aCj         c. «2  =  CQi         Cg r/3  =  bbi  , 
folglich  ist  z.  B.  nach  Schema  IV. 

(ß.;ßi,   Yä7i)  =  fl-i 

{ßißi,  7i7'>)  =  %, 
und   da   die   drei  Punkte  aia.^a.,    in   einer  geraden  Linie  S^  liegen^   so 
folgt,  dass  die  beiden  Dreiecke  ßiß.^ß^  und  y^y-^y.^  perspectivisch  liegen 
(Seite  2G),   d.  h.  ßiy^,  ß.,y.>,  ß.^y^  oder    die   drei   Linien   ^1^2^:5    Jurch 
einen  Punkt  laufen;  ebenso,  weil 

{''l^'l,^2^'2)=-ß.i 

nnd  cc.>ß.,y~>  in  gerader  Linie  S^  liegen,  laufen  S^SsSß  durch  einen  Punkt. 
Ji]s  laufen  also  von  den  sechs  erhaltenen  Linien  drei  durch  einen  Fnnld 
und  die  drei  andern  cljenfalls  durch  einen  Punkt,  und  es  ist  unmittelbar 
zu  erkennen,  dass  die  fünfzehn  Geraden:  00^,  ob^,  aCj,  bOj,  bh^,  bq, 
COj,  cbj,  CCi  und  Sjßäßsj  ^A^c,  welche  sich  in  den  zwanzig  Pmdcten: 
^1  A7i  (^-^^72  ^-.ß:;7:>,  f^i^h^i  hhh  C'i^^if'i  und  den  beiden  Schnittpunkten 
von  ^1^2 2;)  und  S.i25ß(;  treffen,  genau  eine  solche  Figur  bilden,  wie 
sie  auf  Seite  27  beschrieben  ist. 

Der  vorige  Satz  lässt  sich  auch  in  anderer  Form  aussprechen, 
wobei  er  als  specieller  Fall  eines  allgemeineren  Satzes  auftritt,  von 
dem  später  die  Rede  sein  wird.  Die  sechs  Punkte  obc  Oib^Ci,  von 
denen  drei  und  drei  auf  zwei  Geraden  liegen,  lassen  sich  als  die  Ecken 
eines  einfachen  Sechsecks  auffassen,  z.  B.  ob^caibCj;  in  dieser  B.eihen- 
folge  erscheinen  ob^  und  n/b  als  gegenüber  liegende  Seiten,  ebenso 
bCi  und  bjC,  endlich  auch  caj  und  CjO;  der  obige  Satz  würde  also 
ancli  so  lauten:  Bei  einem  einfachen  SechsecJ,-,  dessen  Ecken  m  drei  und 
drei  auf  zwei  geraden  Linien  liegen,  schneiden  sieh  die  gegenüherliegrndcn 
Seiten  in  drei  Punlien,  urJc-Jie  auf  einer  Geraden  liegen,  und  die  sechs 
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Sechsecke,  welche  sich  aus  denselben  Eck-Punkten  herstellen  lassen, 
sind  folgende: 

a  bi  c  Qj  6  Ci 

Q  Ci  c  Bi  b  Ol 

a  iii  c  Ci  b  bj 

0  q  c  Qi  b  bi 
Q  a^  c  bj  b  Ci 
a  bi  c  c,  b  Q,  ; 

die  für  die  ersten  drei  Sechsecke  erhaltenen  Geraden  laufen  durch 
einen  Punkt  und  die  für  die  andern  drei  Sechsecke  erhaltenen  Ge- 
raden durch  einen  andern  Punkt. 

Kehren  wir  nach  dieser  Abschweifung  zu  dem  Gegenstande  unserer 
Betrachtung  zurück.  Die  Gerade  S  als  der  Ort  sämmtlicher  Punkte 
(i'9i;  i*i9)  gßht  durch  die  Berührungspunkte  der  beiden  Träger;  es 
Ijleibt  noch  übrig,  auf  einem  beliebigen  andern  Projectionsstrahl  den 
Berührungspunkt  zu  ermitteln;  seien  5151^  die  beiden  Träger,  welche 
von  irgend  drei  Projectionsstrahlen  r/?>c  resp.  in  den  Punktpaaren  aa^^, 
^^1}  C^i  getroffen  werden,  so  wird  nach  der  Construction  auf  Seite  87 
ein  beliebiger  anderer  Projectionsstrahl  dadurch  gefunden,  dass  man  cb^ 
zieht  und  irgend  einen  Punkt  ^  dieser  Geraden  mit  a  und  a^  verbindet;  q|  trifft 
h  in  B,  Qil  trifft  c  in  J)\  und  BB^  ist  ein  Projectionsstrahl.  Fassen  wir  h 
und  c  als  die  Träger  zweier  neuen  Punktreihen  auf,  welche  dieselbe 
Gesammtheit  der  Projections strahlen  liefern,  von  denen  a,  St  und  Sl^ 
drei  zur  Bestimmung  erforderliche  sind,  so  erscheinen  BB^  als  ent- 
sprechende Punkte  dieser  beiden  neuen  Punktreihen,  und  um  den  Be- 
rührungspunkt auf  h  zu  finden,  müssen  wir  denjenigen  Punkt  auf  h 
finden,  welcher  entsprechend  ist  dem  Schnittpunkte  (/;,  c)  auf  dem 
Träger  c.  Wir  ziehen  also  von  a^  nach  dem  Schnittpunkte  {h,  e), 
welche  Linie  in  ^^  die  Gerade  cb^  trifft,  dann  wird  Q^„  den  Strahl  h 
in  dem  gesuchten  Berührungspunkte  t  treffen.  In  gleicher  Weise 
können  wir  den  Berührungspunkt  auf  dem  Projectionsstrahl  c  ermitteln; 
wir  ziehen  von  a  nach  dem  Schnittpunkte  (h,  c),  welche  Linie  in  |'(, 
die  Gerade  cb^  trifft,  dann  wird  Qj  l^'  den  Strahl  c  in  dem  gesuchten 
Berührungspunkte  t'  treffen.  Wir  können  aber  auch  die  Berührungs- 
punkte auf  h  und  e  gleichzeitig  finden,  indem  wir  h  und  r  als  Träger 
und  n%%i  als  drei  Projectionsstrahlen  auffassen  und  dann  nach  der 
vorhin  angegebenen  C'Onstruction  jene  Gerade  2  ermitteln,  welche  der 
Ort  der  Punkte  (i*t)i,  i\t))  ist,  und  welche  durch  die  beiden  Berührungs- 
punkte auf  h  und  c  gehen  muss.  Die  vorige  Construction  vereinfacht 
sich    wesentlich,    wenn    wir  statt  der    drei    Punktpaare    acii    hhj^    CCj 
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folgende  wählen:   eCj,  ffi  Ih,  welche  so  gewählt  sind  (Fig.  30),  dass 
e  und  fj  im  Schnittjmnkte  der  beiden  Träger  31  ^^  vereinigt  liegen,  e^ 

und  f  die  Berührungspunkte  auf 
$(j  und  51  sind  und  jjj  ein  be- 
liebiger Projectionsstrahl  ist,  des- 
sen Berührungspunkt  gesucht  wird. 
Die  Gerade  cb^  wird  dann  fj:, ; 
der  Schnittpunkt  (bb,,  cc^)  wird 
(ffi;  i'i'i);  d-  li-  tler  Punkt  j:  a, 
ist  der  Berührungspunkt  Cj  und  a 
ist  der  Schnittpunkt  e;  man  ziehe 
also  Qil,  d.  h.  CjJ,  welches  f^'j  in  |  treffe,  dann  wird  e|  den  Projections- 
strahl jJi  in  dem  gesuchten  Berührungspunkt  treffen  oder  in  Worten: 
Um  auf  irgend  einem  Projectionsstrahl  ^'J,  den  Berührungspunkt  zu 
finden,  verbinde  mau  die  Punkte  j  und  Jj  mit  den  Berührungspunkten 
f  und  Ci  der  beiden  Träger;  der  Schnittpunkt  (ff^,  e^  j)  mit  dem  Schnitt- 
punkt efi  der  Träger  verbunden  liefert  eine  Gerade,  welche  den  Pro- 
jectionsstrahl jJi  in  dem  gesuchten  Berührungspunkte  trifft.  Dies 
lässt  sich  auch  als  Satz  folgendermassen  aussprechen: 

Die  drei  Verbindungslinien  der  Eclcen  eines  von  irgend  drei  Pro- 
jeetionsstraldcn  gchildeten  Dreisdts  mit  den  Berührungsiyimlden  in  den 
gegenüberliegenden  Seiten  schneiden  sich  in  einem  PunJäe. 

Oder  wenn  man  nach  der  Definition  (S.  92)  den  Kegelschnitt  als 
Erzeugniss  der  beiden  projectivischeu  Punktreihen  und  die  Projections- 
strahlen  als  seine  Tangenten  einführt: 

Die  drei  Verhindungslinicn  der  Ijerührungsimnhte  irgend  dreier 
Tangenten  eines  Kegelsclmitts  mit  den  gegenüherliegenden  Eclien  des  von 
denselhen  gebildeten  Dreieclcs  sehneiden  sieh  in  einem  Funlie. 

Nach  der  vorigen  Construction  lässt  sich  sehr  einfach  auf  einem 
beliebigen  Projectionsstrahl  der  Berührungspunkt  ermitteln,  da  die  Be- 
rührungspunkte Cif  der  beiden  Träger  durch  die  oben  construirte  Ge^ 
rade  2  bereits  gefunden  sind.  Es  ist  nützlich,  zu  bemerken,  dass 
der  Berührungspunkt  auf  dem  Projectionsstrahl  jfi  nach  der  obigen 
Construction  und  wegen  der  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks 
(S.  18)  fjJiCi  auch  als  der  vierte  harmonische,  dem  Schnittpunkte  der 
Geraden  2  zugeordnete  Punkt  erscheint,  während  jjj  das  andere  Paar 
zugeordneter  Punkte  sind;  wir  werden  hierauf  im  Nachfolgenden  ge- 
nauer eingehen. 

Fassen  wir  in  den  beiden  projectivischen  Punktreihen  §I§(j  irgend 
zwei  Projectionsstrahlen  n,  h  auf,  welche  in  den  entsprechenden  Punkten 
oa^   und  hh^   die  Träger  treffen,  so   liegt  der  Schnittpunkt  (abj,  ba^) 
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auf  derjenigen  Geraden  ß,  welche  die  Berührungspunkte  der  beiden 
Träger  ^l^l^  verbindet;  kehren  wir  jetzt  aber  die  Auffassung  in  der 
Weise  um,  dass  wir  a  und  h  als  Träger  zweier  erzeugenden  Punkt- 
reihen und  5I5li  als  Projectionsstrahlen  ansehen,  so  sind  nunmehr  a 
und  b  ein  Paar  entsprechender  Punkte,  ebenso  0^  und  b^  ein  zweites 
Paar  entsprechender  Punkte;  folglich  wird  der  Schnittpunkt  {cth^,  0^^); 
welcher  derselbe  Punkt  ist,  auch  auf  der  Verbindungslinie  der  Be- 
rührungspunkte der  beiden  Projectionsstrahlen  a  und  h  liegen  müssen. 
Wir  haben  daher  das  bemerkenswerthe  Resultat: 

Sind  ao^  und  hh^  irgend  ^tvei  Projectionsstrahlen  zweier  projectivischer 
Punktreihen ,  so  liegt  der  Schnittpunkt  (cib^,  ha^)  in  gerader  Linie  mit 
den  Berührungspunkten  der  beiden  Projectionsstrahlen. 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  den  einen  Projectionsstrahl  ao^  mit  seinem 
Berührungspunkt  a  festhalten,  den  andern  Projectionsstrahl  hh^^  und 
seinen  Berührungspunkt  ß  aber,  der  projectivischen  Beziehung  gemäss, 
bewegen  und  den  Schnittpunkt  (ob^,  ^'li)  =  }^i  bezeichnen,  dass  der 
Strahl  aß,  welcher  in  y^  die  feste  Gerade  2  trifft,  und  der  Strahl  ah^^, 
welcher  auch  in  y^  der  Geraden  ö  begegnet,  bei  der  Bewegung  zwei 
perspectivische  Strahlbüschel  beschreiben;  also  wird  die  Punktreihe, 
welche  der  veränderliche  Projectionsstrahl  hh^  auf  dem  Träger  §1^ 
oder  auf  irgend  einem  andern  Projectionsstrahl,  z.  B.  aa^  fixirt,  pro- 
jectivisch  sein  müssen  mit  dem  Strahlbüschel,  welches  aß  beschreibt. 
Dies  giebt  folgenden  Satz: 

Die  Punktrcihe,  in  wdchcr  ein  heliehiger  Projectionsstrahl  von  der 
Gesanimtlieit  derselben  getroffen  ivird,  ist  projectivisch  mit  dem  Stralä- 
biischel,  dessen  Mittelpunkt  der  Berührungspunkt  des  ersteren  ist,  und  dessen 
Strahlen  nach  den  Berührungspunkten  sämmtUcher  Projectionsstrahlen 
hingehen. 

Fügen  wir  noch  einen  dritten  Projectionsstrahl  CC^  hinzu  und 
nennen  die  Berührungspunkte  auf  den  Projectionsstrahlen: 

a  ß  r 

die  Schnittpunkte: 

(bci,  cb,)  =  «i      (coi,  acJ  =  /3,       (ob^,  boJ  =  j^, 
so  liegen  nach  dem  Vorigen: 

a     ß     fy     in  einer  Geraden, 

ß     y     cci      -       -  -        , 

y     a     ß,      -       -  -        , 

und  auch  ^i    /^i    J^i      "       "  "       ; 

letztere  nämlich  in  der  Geraden  ß.     Diese  sechs  Punkte  sind  also  die 

Steiner,  Vorloaiiugen  11.     2.  Aufl.  7 
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Ecken  eines   vollständigen   Vierseits   und   bilden   eine  Figur,    wie  wir 
sie  auf  Seite  ß8  kennen  gelernt  haben. 

Halten  wir  die  beiden  Projectionsstrahlen  ailj  und  hh^  mit  ihren 
Berührungspunkten  a  und  ß  fest,  bewegen  wir  aber  den  dritten  Pro- 
jeetionsstrahl  c  i\  der  projectivischen  Beziehung  gemäss,  so  verändert  sich 
auch  sein  Berührungspunkt  y;  es  bewegen  sich  nämlich  die  Punkte 
«^  und  ßi  auf  der  festen  Geraden  2  und  beschreiben  zwei  projectivische 
Punktreihen,  weil  sie  mit  den  von  c  und  c,  beschriebenen  Punkt- 
reihen perspectivisch  liegen;  folglich  müssen  auch  die  Strahlen  «/3j 
und  ßa^  projectivische  Strahlbüschel  um  «  und  ß  als  Mittelpunkte  be- 
schreiben; nun  schneiden  sich  aber  aß^  und  ßa^  nach  dem  obigen 
Schema  im  Punkte  y,  dem  Berührungspunkt  auf  dem  veränderlichen 
Projectionsstrahl  cc, ,  folglich  erhalten  wir  den  wichtigen  Satz: 

Verbindet  man  irgend  zivei  Berührungspimlde  als  Mittelpunldc  stvcier 
Stralühüschel  mit  sämmtlicJwn  Beriihrimgspimlcten  durch  Straldefnpaare, 
so  erhält  man  allemal  zivei  projectivische  Strahlhiischcl. 

Hiernach  erscheint  der  Kegelschnitt,  welchen  wir  als  das  Erzeug- 
niss  zweier  projectivischer  Punktreihen,  d.  h.  die  von  der  Gesammt- 
heit  der  Projectionsstrahlen  umhüllte  Curve  definirt  haben,  zugleich 
als  das  Erzeugniss  zweier  projectivischer  Strahlbüschel,  d.  h.  der  Ort 
des  Schnittpunktes  sämmtlicher  Paare  entsprechender  Strahlen.  Die- 
selbe Curve,  der  Kegelschnitt,  je  nachdem  sie  als  eine  continuirliche 
Reihe  von  Punkten  oder  als  eine  continuirliche  Aufeinanderfolge  von 
berührenden  Strahlen  (Tangenten)  aufgefasst  wird,  ist  das  Erzeugniss 
zweier  projectivischer  Strahlbüschel  oder  das  Erzeugniss  zweier  pro- 
jectivischer Punktreihen;  beide  Erzeugnisse,  welche  nach  der  in  unseren 
Grundbegriffen  liegenden  Dualität  neben  einander  stehen,  sind  also 
identisch. 

§.  22.    Zwei  projectivische  Strahlbüschel  in  allgemeiner  Lage, 

Den  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen  durchgeführten  Betrach- 
timgen  stehen  ganz  analoge 'zur  Seite,  welche  ihren  Ausgangspunkt 
nehmen  von  zwei  projectivischen  Strahlbüscheln  in  allgemeiner  Lage; 
es  würde  ermüdend  sein,  diese  analogen  Betrachtungen  in  aller  Aus- 
führlichkeit zu  wiederholen;  vielmehr  genüge  es,  die  Resultate  hervor- 
zuheben, welche  ohne  jede  Schwierigkeit  aus  dem  Gange  der  gleich- 
laufenden Betrachtung  sich  ergeben,  und  welche  nur  kleine  Modifi- 
cationen  dadurch  erleiden,  dass  an  Stelle  von  Strahl  Punkt,  an  Stelle 
von  V^erbindungslinie  (oder  Projectionsstrahl)  Schnittpunkt  u.  s.  w.  und 
umgekehrt  tritt.     Da   wir   aus   dem  Schluss   der  vorigen  Betrachtung 
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bereits  wissen,  dass  das  Erzeugniss  zweier  projectivischer  Strahlbüschel 
in  allgemeiner  Lage  identisch  ist  mit  dem  Erzeugniss  zweier  pro- 
jectivischer Punktreihen,  welches  wir  Kegelschnitt  genannt  haben,  so 
dürfen  wir  diese  Benennung  auch  für  das  jetzt  zu  untersuchende  Er- 
zeugniss in  Anspruch  nehmen. 

Der  Ort  der  Schnittptmlte  entsprechender  Strahlen  ztveier projectivischer 
Strahlhüschel  in  allgemeiner  (nicht  perspectivischer)  Lage  ist  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  seihst  durch  die  Mittelpunkte  B,  B^  der  heiden  Strahl- 
Inlschel  geht;  denn  dem 'Strahle  BB^,  als  dem  Strahlbüschel  {B)  ange- 
hörig, entspricht  ein  bestimmter  durch  B^  gehender  Strahl,  also  ist 
jBj  ein  Schnittpunkt  zweier  entsprechender  Strahlen,  ebenso  B.  Seien 
xx^  zwei  entsprechende  Strahlen  und  j  ihr  Schnittpunkt,  also  (^j) 
=  x,  (Bil)  =  x^,  und  bewegen  wir  den  Strahl  x  .um  B  herum,  bis 
er  zuletzt  auf  BB^  fällt,  so  wird  die  Sehne  B^T^  des  Kegelschnitts, 
welche  den  entsprechenden  Strahl  bildet,  sich  um  den  festen  Punkt 
i^i  drehen,  bis  sie  zuletzt  in  die  Grenzlage  der  Tangente  des  Kegel- 
schnitts am  Punkte  B^  übergeht;  also  diejenigen  Strahlelt,  icelche  den 
in  der  Verbindungslinie  der  MittelpunMe  vereinigt  liegenden  entsprechen, 
sind  die  Tangenten  des  Kegelschnitts  in  den  Mittelpunkten  der  Strahlhüschel. 

Man  kann  irgend  zwei  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  als 
Mittelpunkte  zweier  neuer  Strahlbüschel  annehmen,  deren  Strahlen- 
])aare  nach  sämmtlichen  Schnittpunkten  hingehen;  solche  zwei  Strahl- 
büschel sind  immer  projectivisch  und  je  zwei  Strahlen  entsprechend, 
die  nach  demselben  Schnittpunkte  gehen.     Oder: 

Wenn  man  irgend  zwei  Punkte  eines  Kegelschnitts  mit  sämmtlichen 
durch  Strahlenpaare  verbindet,  so  erhält  man  allemal  ztvei  projectivische 
Strahlbüschel,  deren  entsprechende  Strahlen  immer  zivei  solche  sind,  welche 
nafh  demselben  Punkte  des  Kegelschnitts  gehen. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte,  tvelche  ivill- 
kürlich  angenommen  iverdai  dürfen,  vollkommen  bestimmt  ist;  um  beliebig 
viele  andere  Punkte  desselben  allein  mittelst  des  Lineals  zu  construiren, 
wähle  man  irgend  zwei  von  den  gegebenen  fünf  Punkten  zu  Mittel- 
})unkten  zweier  Strahlbüschel  und  ziehe  nach  den  drei  übrigen  die  drei 
Paare  entsprechender  Strahlen;  dadurch  ist  die  projectivische  Beziehung 
der  beiden  Strahlbüschel  vollständig  bestimmt,  und  beliebig  viele  andere 
Paare  entsprechender  Strahlen  sind  allein  mittelst  des  Lineals  zu  con- 
struiren (Seite  23);  die  Schnittpunkte  derselben  werden  Punkte  des 
Kegelschnitts  sein.  Diese  Construction  führt  zu  folgender  Bedingung 
zwischen  irgend  sechs  Punkten  eines  Kegelschnitts: 

Verbindet  man  irgend  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  in  beliebiger 
Beihenfolge  m  einem  einfachen  Sechseck,  so  schneiden  sich  die  drei  Paare 
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(jegenüherliegender  Seiten  in  drei  Punldcn,  tvelche  in  gerader  Linie  liegen. 
(PasmZ'scher  Satz.) 

Ferner  besitzt  der  Kegelsclinitt  die  charakteristische  Eigenschaft, 
dass  eine  heliebige  Gerade  in  der  Eheste  ihn  im  Allgemeinen  in  zwei 
Punkten  trifft.  Der  Kegelschnitt  ist  daher  gleicliseitig  vom  zweiten  Grade 
und  von  der  ziveiten  Classe,  da  der  Ort  eines  Punktes  in  der  Ebene 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass  auf  einer  beliebigen  Geraden  in  der 
Ebene  sich  höchstens  n  Punkte  des  Ortes  finden,  eine  Curve  n^*^^ 
Grades  und  der  Ort  einer  einhüllenden  Geraden'  von  solcher  Beschaffen- 
heit, dass  durch  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  höchstens  n  Be- 
rührungsstrahlen des  Ortes  gehen,  eine  Curve  m***'  Classe  genannt 
wird.  Die  ])eiden  Schnittpunkte  des  Kegelschnitts  mit  einer  beliebigen 
Geraden  kömien  aber  auch  in  einen  zusammen  fallen  oder  zu  existiren 
aufhören.  Die  doppelte  Mannigfaltigkeit  von  sämmtlichen  geraden 
Linien  der  unendlichen  Ebene  zerfallt  dadurch  in  zwei  Gebiete:  das 
eine  bilden  diejenigen  Geraden,  welche  den  Kegelschnitt  nicht  treffen, 
also  keinen  (reellen)  Punkt  mit  ihm  gemein  haben,  das  andere  die- 
jenigen, welche  den  Kegelschnitt  in  zwei  (reellen)  Punkten  treffen; 
diese  beiden  Gebiete  werden  von  einander  getrennt  durch  eine  einfache 
Unendlichkeit  solcher  Geraden,  welche  nur  einen  Punkt  mit  dem  Kegel- 
schnitt gemein  haben,  oder  für  welche  die  beiden  Schnittpunkte  zu- 
sammen fallen;  dies  sind  die  Tangenten  des  Kegelschnitts. 

Die  Construction  der  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  des  Kegel- 
schnitts wird  leicht  ausgeführt  mit  Hülfe  des  folgenden  Satzes:  > 

Wenn  xx^  und  yy^  irgend  zivei  Paare  entsprechender  Strahlen  zweier 
pvojectivischer  StraJdhüschel  (B)  (Bi)  sind,  so  läuft  die  Verhindnngs- 
linie  der  Schnittpunläe: 

{xy^,  yx,) 

durch  einen  und  denselben  festen  PtinJct  S,  tvelcher  zugleich  der  Schnitt- 
inmld  der  beiden  Tangenten  des  Kegelschnitts  in  den  MitfelpunJden  der 
StraJdhüschel  B  und  B^  ist;  oder  insbesondere: 

Wenn  ahc  irgend  drei  durch  einen  Punlct  gehende  Strahlen  und 
a^b^Cy  irgend  drei  durch  einen  ziveiten  Punkt  gehende  Strahlen  sind,  so 
laufen  die  drei  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte: 

(ab^,  a^b)         (bc^,  \c)         {ca^,  c^a) 
durch  einen  uml  denselben  Punkt. 

Dieser  Satz  ist  einer  ganz  analogen  Erweiterung  fähig,  wie  der 
gleichlautende  auf  Seite  93;  die  Ausführung  sei  dem  Leser  überlassen. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  wird  in  jedem  Punkte  des  Kegelschnitts 
die  Tangente   zu  construiren  sein,   wenn   irgend  fünf  zur  Bestimmung 
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desselben  erforderliche  Punkte  gegeben  sind;  sei  B  der  Punkt,  in 
welchem  die  Tangente  gesucht  wird,  und  ^^obc  die  vier  andern,  so 
ziehe  man  die  drei  Strahlen  jÖQ,  Bh,  Bz,  d.  h.  ahc  und  B^Q.,  B^h, 
I>\c,  d.  h.  a^bi^Cy,  bestimme  die  beiden  Linien  (oh^,  a^b)  {bc^,  b^^c) 
und  verbinde  ihren  Schnittpunkt  mit  B,  alsdann  ist  diese  Verbindungs- 
linie die  gesuchte  Tangente  in  B. 

Sind  die  Tangenten  /"  und  e^  in  den  Punkten  B  und  i)\  gefunden, 
so  gelangt  man  zu  der  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  g  =  {xx^), 
indem  man  die  Verbindungslinie: 

\xe^,  Xif) 
zieht    und    den   Punkt,    in    welchem    sie    den  vereinigten   Strahl   e{t\) 
oder  B B^  trifft,  mit  j  ==  {xx^)  verbindet.    Dies  führt  zu  folgendem  Satz: 

I)ie  Seiten  irgend  eines  dem  Kegelschnitt  einbeschriebenen  Drciechs 
treffen  die  Tangenten  der  gegenühcr  liegende^}.  Ecken  in  drei  Punlden, 
ivelche  in  einer  Geraden  liegen. 

Endlich  folgt  noch  der  Satz: 

Sind  aUy  und  bb^  irgend  stvei  Paare  entsprechender  Strahlen  zweier 
projectivischer  StrahUnischel  und  a,  b  besiehungstveisc  ihre  ScJmittpimkte, 
so  geht  die  Verbindungslinie  {ab^,  a^b)  durch  den  Sclmittpunld  der  beiden 
Kegelschnitts- Tangenten  in  a  und  b,  woraus  dann  die  Umkehrung  des 
analogen  Satzes  auf  Seite  97  folgt: 

Bas  StrahlbüscJiel ,  tvelches  von  allen  Strahlen  gebildet  ivird,  die 
einen  beliebigen  PunJd  mit  sämmtlichen  Fun/den  des  Kegelschnitts  ver- 
binden, ist  projectivisch  mit  der  Funldreihe,  ivelche  auf  der  in  dem  ersten 
Punkte  gezogenen  Tangente  durch  die  Tangenten  in  sämmtlichen  Punkten 
des  Kegelschnitts  bestimmt  tvird. 

Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich  von  entgegengesetzter  Seite 
wiederum  die  Identität  beider  Erzeugnisse,  indem  wir  finden,  dass 
sämmtliche  Tangenten  des  Kegelschnitts  irgend  zivei  derselben  in  zivei 
projectivischen  Punktreihen  treffen,  indem  jede  auf  den  beiden  willkürlich 
herausgenommenen  zwei  entsprechende  Punkte  bestimmt. 

§.  23.    Identität  der  Erzeugnisse  zweier  projectivischer  Punktreihen 
und  zweier  projectivischer  Strahlbüschel. 

Obgleich  wir  bereits  aus  dem  Vorigen  die  Identität  beider  neben 
einander  stehenden  Erzeugnisse  erkannt  haben,  so  wollen  wir  doch 
dies  wichtige  Resultat  noch  einmal  auf  einem  anderen  Wege  ableiten, 
indem  wir  dabei  zugleich  eine  Figur  vorführen,  welche  eine  grosse 
Zahl  von  Eigenschaften  des  Kegelschnil^ts  zur  Anschauung  bringt. 

Wir  gehen  von  zwei  projectivischen  Punktreihen  aus,  deren  Träger 
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StSIj  seien,  und  nehmen  in  ihrem  Schnittpunkte  zwei  nicht  entsprechende 
Punkte  b  und  a^  vereinigt  liegend  an;  sei  a  der  dem  a^  entsprechende 
auf  dem  Träger  5t,  so  erscheint  der  Träger  S(  als  Verbindungsstrahl 
aa^,  d.  h,  als  Projectionsstrahl;  durch  jeden  Punkt  j  des  Trägers  9( 
gehen  mithin  die  beiden  Projectionsstrahlen  jy,^  und  der  Träger  St; 
die  einzige  Ausnahme  macht  der  Punkt  o;  für  ihn  fallen  beide  Pro- 
jectionsstrahlen zusammen;  er  heisst  der  Berührungspunkt  des  Pro- 
jectionsstrahls  %  und  ist  in  der  That  die  Grenzlage  des  Schnittpunktes 
zweier  unmittelbar  auf  einander  folgender  (unendlich-naher)  Projections- 
strahlen; ebenso  giebt  es  auf  dem  Träger  St^  einen  einzigen  bestimmten 
Punkt  bi,  welcher  dem  im  Schnittpunkte  liegenden  Punkt  b  der  ersten 
Punktreihe  entspricht;  durch  b^  geht  nur  ein  einziger  Projectionsstrahl, 
der  Träger  Sl^,  und  b^  heisst  sein  Berührungspunkt.  Wir  setzen  femer 
die  auf  S.  93  unabhängig  bewiesene  Eigenschaft  der  beiden  projectivischen 
Punktreihen  voraus,  dass  nämlich  der  Schnittpunkt  (j^^,  Ji^),  wo 
jJi  und  ^t)i  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  bedeuten,  immer 
auf  derselben  festen  Geraden  liegt,  welche  durch  die  beiden  Berührungs- 
punkte alj^  der  Träger  geht. 

Dies  vorausgeschickt,   denken  wir  uns  (Fig.  31)  auf  den  beiden 

Trägern  5t9(i  drei  Paare  ent- 
^J^  sprechender  Punkte  OQ^,  CC^, 
tbi,  welche  zur  Bestimmung 
der  Projectivität  erforderlich 
sind,  und  wobei  a^  als  im 
Schnittpunkte  (%,  St^)  liegend 
angenommen  wird,  also  a  der 
Berührungspunkt  des  Trägers 
51  ist,  willkürlich  gewählt, 
dann  wird  der  dem  andern 
im  Schnittpunkte  liegenden 
Punkte  b  entsprechende  b^, 
d.  h.  der  Berührungspunkt  von 
Hl,  in  der  Weise  construirt, 
dass  wir  den  Schnittpunkt: 

(cbi,  Cib)  =  X 
mit  a  verbinden  und  den  Punkt 
b],  aufsuchen,  in  welchem  diese  Verbindungslinie  den  Träger  91^  trifft.  Wir 
haben  also  auf  den  beiden  Trägern  9t  St^  vier  Paare  entsprechender  Punkte : 
abcb  und  OibiCibj,  und  es  gilt  die  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse 
(abcb)  =  (o^biCibi);  der  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  hat  einen 
doppelten  Namen  b  und  Q^.      Wir  denken  uns  nun  den  Projections- 
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strahl  cCj  als  Träger  einer  neuen  Punktreilie  und  bezeichnen  ihn  in 
diesem  Sinne  mit  31,;  wir  machen  nämlich  %y  und  St,  projectivisch 
rücksichtlich  der  Punktpaare,  Avelche  die  andern  Projectionsstrahlen 
auf  ihnen  bestimmen;  der  Projectionsstrahl  %  trifl't  5(j  und  Sl^  resp. 
in  a^  und  C;  wir  legen  daher  dem  c  den  zweiten  Namen  a^  bei;  der 
Projectionsstrahl  "Obi  trifft  ^^  in  b|  und  31,  in  demjenigen  Punkte, 
welchen  wir  b.,  nennen;  endlich  liegt  im  Schnittpunkte  (2t^,  31^)  der- 
jenige Punkt,  welcher  dem  Berührungspunkt  auf  dem  Träger  %^^  ent- 
spricht; dieser  letztere  ist  der  Punkt  bj ;  der  Schnittpunkt  (51^,  S(J,  welcher 
schon  den  Namen  i\  hatte,  empfängt  also  jetzt  in  dem  neuen  Sinne 
den  zweiten  Namen  l\,  und  die  drei  Paare  entsprechender  Punkte  Q^a^,, 
hih.2,  b,bij  bestimmen  die  ganze  projectivische  Beziehung  der  beiden 
neuen  Träger  3(|  ^I^  ^ö,  dass  jetzt  der  dem  Punkte  c^,  welcher  im 
Schnittpunkte  liegt,  entsprechende  c.j,  d.  h.  der  Berührungspunkt  bei 
der  neuen  Beziehimg  von  %i  und  %.^,  auf  die  Weise  gefimden  wird, 
dass  wir  den  Schnittpunkt  (a^b.,,  "ttiü.j)  =  y  mit  b^  verbinden  und  den 
Punkt  Co  aufsuchen,  in  welchem  diese  Verbindungslinie  Slg  trifft.  Wir  haben 
dann  auf  den  beiden  '^Prägern  %^%.j^  vier  Paare  entsprechender  Punkte: 
^1  ^1*^1^1  u^^  ^i^i^'i^i}  ^^^^^  ^s  o'il^  <^i^  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse 
(a^BiCibi)  =  (a^,b._,i%b^,);  es  ist  also  auch  (abcb)  ==  (ctibiqbi)  == 
(0202^2^2);  ^^'^s  auch  nachträglich  aus  der  Figur  leicht  verificirt  werden 
kann;  denn  es  ist  identisch: 

(abcb)  =  (bobc) 

(Seite  7);  ferner  (bcibc)  =  (aib^qbi),  weil  diese  vier  Punktpaare  in 
Bezug  auf  den  Projectionspunkt  x  perspectivisch  liegen;  ferner  (ciibiCibi) 
=  (^i'^i^i'^i)  (Seite  7)  und  (biC^biOi)  =  (a2b2C2b2),  weil  diese  vier 
Punktpaare  in  Bezug  auf  den  Projectionspunkt  y  perspectivisch  liegen, 
folglich: 

(abcb)  =  (a^b^ qbi)  =  (a2b2C2b2) . 

Endlich  denken  wir  uns  den  vierten  Projectionsstrahl  't)'Q^  als 
Träger  einer  Punktreihe  und  nennen  ihn  in  diesem  Sinne  St^;  wir 
machen  jetzt  Slg  und  %.^  projectivisch  rücksichtlich  der  Paare  ent- 
sprechender Punkte,  welche  die  andern  Projectionsstrahlen  auf  ihnen 
bestimmen;  %  trifft  %.,  und  SI3  in  02  und  b;  wir  legen  daher  dem 
Punkt  b  den  zweiten  Namen  a,,  bei;  %^  trifft  %.2  und  Slg  in  den 
Punkten  b2  und  b^;  wir  benemien  daher  den  Punkt  b^  jetzt  63;  end- 
lich liegt  in  dem  Schnittpunkt  {^^,  St^),  oder  b2,  derjenige  Punkt, 
welcher  dem  Berührungspunkt  C2  auf  %j,  bei  der  vorigen  Beziehung 
entspricht;  wir  nennen  daher  b2  jetzt  Cy  und  haben  drei  Paare  ent- 
sprechender  Punkte  d^O-i,   ^-2^1   ^2*^3;   welche  die  projectivische  Bezie- 
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hung  bestimmen,  su  dass  jetzt  der  dem  Punkte  b^,  welcher  im  Schnitt- 
punkt Cä^,  5I3)  liegt,  entsprechende  Punkt  bg  auf  5I3  in  folgender  Weise 
gefunden  wird:  Wir  verbinden  den  Schnittpunkt  {(12%,  d-^h^)  =  x  mit 
C2  und  bestimmen  den  Schnittpunkt  bg  dieser  Verbindungslinie  mit 
Stg-,  dann  haben  wir  auf  den  beiden  Trägern  %2  ^^^^  ^3  ^^^^'  Paare 
entsprechender  Punkte:  Cob^Cgbä  und  ClgbgCgbg,  und  es  gilt  die  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse  (a2^2C2^2)  =  (^^s'^s^a)?  ^^^  haben  also 
jetzt  die  vier  Doppel  Verhältnisse  einander  gleich: 

(abcb)  =  (aibiqbj  =  (o.B^c.b,)  =  (o.bgCgbg) . 

Hieraus  folgt  zuerst  (abcb)  ==  (OgbgCybg)  und,  Aveil  identisch 
(abcb)  ==  (bcba)  (Seite  7),  auch  (bcba)  ==  (OgbgCgbg);  b  und  ag  fallen 
aber  zusammen,  folglich  müssen  sich  cbg,  bCg  und  ah.^  in  einem 
Punkte  schneiden,  oder  weil  (cbg,  bC3)==^  ist,  liegen  ah^^y  in  einer 
Geraden;  zweitens  (abcb)  ==  (a2b2C2b2)  und  (abcb)  =  (cbob),  also 
(cbab)  =  (a2b2C2b2);  weil  nun  c  und  a2  zusammenfallen,  so  müssen 
sich  ^^2,  aC2  und  bb2  in  einem  Punkte  schneiden;  bezeichnen  wir  den 
Schnittpunkt  (hh2,  ^^2)  =2,  so  liegen  aCa.^  in  einer  Geraden;  endlich 
ist  (aibiCibi)  =  (a3b3C3bg)  und  (aibiC^bJ  =  (Cib^ttibi)  also  (Cibia^bj) 
==  (agbgCgbg);  weil  aber  b^  und  bg  zusammenfallen,  so  müssen  sich 
Cjag,  a^Ca  und  b^bg  in  einem  Punkte  schneiden;  nun  ist  der  Schnitt- 
punkt (c^Og,  a^Cg)  =  2,  also  liegen  b^  bg  2  in  einer  Geraden.  Wir 
sehen,  dass  xij^  nichts  anderes  sind,  als  die  drei  Diagonalpunkte 
des  von  den  vier  Geraden  %'$ii%2^s  gebildeten  vollständigen  Vier- 
seits  und  erkennen  zugleich,  dass.  das  Dreieck  xijß  identisch  7ai- 
sammenfällt  mit  dem  Diagonaldreieck  des  von  den  vier  Berührungs- 
punkten ab^ C2b3  gebildeten  vollständigen  Vierecks,  oder  dass  die 
Berührungspunkte  paarweise  mit  den  Punkten  xyz  in  gerader  Linie 
liegen. 

Die  in  der  angegebenen  Weise  hergestellte  Figur,  bei  der  jede 
der  vier  Geraden  5l5(i5l2  2l3  vier  Punkte  enthält,  in  welchen  sie  von 
den  andern  und  sich  selbst  (im  Berührungspunkte)  getroffen  wird  und 
irgend  zwei  von  ihnen  rücksichtlich  dieser  Punkte  projectivisch  gemacht 
sind,  bietet  noch  eine  zweite,  nicht  minder  wichtige  Eigenschaft  <lar. 
Fassen  wir  die  vier  Berührungspunkte  abiC2bg  auf,  so  sehen  wir,  dass 
durch  jeden  derselben  vier  Strahlen  gehen,  nämlich  einmal  der  Pro- 
jectionsstrahl,  dessen  Berührungspunkt  er  ist,  und  dann  die  drei  Strahlen 
nach  den  drei  andern  Berührungspunkten  hin.  Bezeichnen  wir  diese 
nun  in  folgender  Weise: 

%  =  a,      ahi  =  l),      aC2==c,      ah^^d, 
ferner: 
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ebenso: 

endlich: 

baO^^g,    bybi=Z'3,    b3C2  =  C3,       %^  =  di, 

so  class  also  6  Strahlen  Doppelnamen  haben: 

l  =  Oj^  ,     c  =  a.^ ,     d  =  a.^ ,     q  ==  h.^ ,     i\  =  h^ ,     iL^  =  Cg 
und 

dann  findet  zwischen  diesen  Strahlen  ein  ganz  analoges  Verhältniss 
statt,  wie  vorhin  ZAvischen  den  (mit  deutschen  Buchstaben)  gleich- 
benannten Punkten-,  es  ist  nämlich  identisch  das  Doppelverhältniss: 
(ahcd)  =  (lade)  und  zugleich  (lade)  =  (ßibiCid^),  weil  1)  und  a^ 
zusammenfallen  und  die  drei  Schnittpunkte  (ah^),  (dc\)  =  y,  (cd^)  =  z 
in  gerader  Linie  liegen,  es  ist  also  (ab cd)  ==  (ciihiC^dy),  und  in  gleicher 
Weise: 

(ahcd)  =  (ai\Cidi)  =  (a^\c.^d.^)  =  (a~^hc.ß^)  5 
von  den  vier  Strahlbüscheln  sind  also  je  zwei   mit   einander   projecti- 
visch,  und  zugleich  ist: 

(ahcd)  ==  (abcb) ; 
denn  die  vier  Punkte,  in  welchen  das  Strahlbüschel  ahcd  von  der 
Geraden  yz  getroffen  wird,  liegen  perspectivisch  mit  den  vier  Punkten» 
babc  und  haben  x  zum  Projectionspunkte,  folglich  ist  (ahcd)  = 
(Babc)  =  (abcb).  Diese  eigenthümliche  Figur  bietet  mithin  nur  eincfti 
einzigen  Werth  des  Doppelverhältnisses  dar,  welcher  sowohl  für  die 
Punkte  der  vier  Punktreihen,  als  auch  für  die  Strahlen  der  vier  Strahl- 
büschel derselbe  bleibt. 

Lassen  wir  eine  Bewegung  in  der  Figur  eintreten,  indem  wir 
den  Projectionsstrahl  h'i^i  oder  ^Ig  gemäss  der  projecti vischen  Be- 
ziehung der  beiden  ursprünglich  angenommenen  Punktreihen  %%^  die 
ganze  Schaar  von  Projectionsstrahlen  durchlaufen  lassen,  so  durch- 
laufen b  und  bi  die  beiden  ursprünglichen  projectivischen  Punktreihen; 
es  verändern  sich  der  Schnittpunkt  b^,  der  Berührungspunkt  bg  und 
die  drei  Punkte  xyz]  dagegen  bleiben  a  und  \\,  die  den  im  Schnitt- 
punkte liegenden  a^h  entsprechen,  fest;  der  Punkt  x  durchläuft  also 
die  feste  Gerade  ah^]  es  bleiben  c  und  c^  fest;  es  leuchtet  ein,  dass 
auch  der  auf  die  oben  angegebene  Weise  construirte  Berührungspunkt 
Cg  fest  bleibt;  denn  wegen  der  bekannten  Eigenschaft  des  vollständigen 
Vierecks  (S.  18)    ab^Cabg   sind  die  vier  Strahlen  x\,  xi^,  xy  und  xz 
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vier  harmonische  Strahlen,  also  die  vier  Punkte,  in  welchen  cCj  von 
ihnen  geschnitten  wird,  vier  harmonische  Punkte,  d.  h.  c  und  c^,  der 
Schnittpunkt  von  Ci\  mit  der  festen  Geraden  obj  und  der  Berührungs- 
punkt C2  sind  vier  harmonische  Punkte,  und  zwar  c  und  c^  zugeord- 
nete; es  giebt  aber  nur  einen  einzigen  vierten  harmonischen  Punkt 
zu  dreien,  von  denen  zwei  als  zugeordnete  festgesetzt  sind  (§.  8); 
folglich  bleibt  der  in  obiger  Weise  construirte  Berührungspunkt  i\> 
immer  derselbe,  wie  auch  der  vierte  Projectionsstrahl  bbj^,  welcher  zu 
seiner  Construction  diente,  der  projectivischen  Beziehung  gemäss  sich 
verändern  mag.  Hieraus  folgt,  dass  der  Punkt  1/  bei  der  Bewegung 
die  feste  Gerade  hyC^  und  der  Punkt  z  die  feste-  Gerade  oc.^  durch- 
läuft; da  0,  sich  auf  einer  Geraden  bewegt,  so  sind  die  beiden  von  c^z 
und  hz  beschriebenen  Strahlbüschel  perspectivisch,  also  die  beiden 
Punktreihen,  in  welchen  sie  die  Geraden  St  und  %.2  treffen,  projecti- 
visch;  mithin  durchlaufen  die  Punkte  b  und  b^,  zwei  projectivische 
Punktreihen,  oder  die  beiden  Geraden  %  und  S(^  werden  von  der  Ge- 
sammtheit  der  Projectionsstrahlen  in  zwei  projectivischen  Punktreihen 
getroffen;  hätten  wir  andererseits  %^  festgehalten  und  51^  die  Gesammt- 
lieit  der  Projectionsstrahlen  durchlaufen  lassen,  so  würden  wir  in 
gleicher  Weise  gefunden  haben ,  dass  %  und  %,^  von  sämmtlichen  Pro- 
jectionsstrahlen in  zwei  projectivischen  Punktreihen  getroffen  werden; 
folglich  werden  auch  %^  und  %^  von  sämmtlichen  Projectionsstrahlen 
in  zwei  projectivischen  Punktreihen  getroffen,  und  wir  können  jetzt 
den  allgemeinen  Satz  aussprechen: 

Irgend  ztvei  ProjectionsstraJden  ziveicr  projcctiviscfier  Punktreihen 
werden  von  der  Gesammtheit  der  Projectionsstrahlen  immer  ivieder  in 
zwei  projectivischen  PunTitreihcn  getroffen  (§.  20).  Hierdurch  verlieren 
die  Träger  der  beiden  ursprünglichen  Punktreihen  ihre  scheinbare 
Bevorzugung  und  treten  in  die  Reihe  aller  übrigen  Projectionsstrahlen. 
Es  giebt  auf  jedem  Projectionsstrahl  einen  einzigen  bestimmten  Punkt 
(Berührungspunkt),  in  welchem  er  von  dem  unendlich  nahen  ge- 
troffen wird;  fasst  man  irgend  zwei  Projectionsstrahlen  als  Träger 
zweier  erzeugenden  Punktreihen  auf,  so  sind  ihre  Berührungspunkte 
diejenigen,  welche  den  in  ihrem  Schnittpunkte  vereinigten  Punkten 
entsprechen.  Es  resultirt  immer  derselbe  Berührungspunkt  auf  einem 
Projectionsstrahl,  mit  welchem  andern  als  Träger  zweier  erzeugenden 
Punktreihen  man  ihn  auch  zusammenfassen  mag.  Dies  Alles  folgt 
unmittelbar  aus  der  vorigen  Betrachtung,  aber  noch  mehr:  Weil  y 
und  z  auf  den  beiden  festen  Geraden  b^Cg  und  0.U  sich  bewegen  und 
beständig  in  gerader  Linie  liegen  mit  b  (oder  0^),  so  beschreiben  sie 
zwei    perspectivisch   liegende   Punktreihen,   folglich  ay  und  \z  zwei 
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projectivisclie  Stralilbüschel ;  es  schneiden  sich  aber  a?/  und  6^*;  in  b^, 
dem  Berührungspunkte  auf  dem  veränderlichen  vierten  Projections- 
strahle;  folglich  gilt  der  Satz: 

Die  Gesmnmtheit  der  Berülirungspimhte  auf  den  Projectionsstrahlcn 
ist  von  solcher  Beschaffenheit,  dass,  tvenn  man  irgend  zivei  von  ihnen 
als  Mittelpunlite  siveier  Strahlbüschel  mit  sämmtliclien  durch  Strahlen- 
paare verbindet,  man  allemal  zivei  lyrojectivisehe  Strahlbüschel  erhält  (S.  98). 
Demjenigen  Strahl  des  einen  Strahlbüschels,  welcher  auf  die  Verbin- 
dungslinie der  Mittelpunkte  fällt,  entspricht  im  andern  Strahlbüschel 
der  Projectionsstrahl,  für  welchen  der  Mittelpunkt  des  letzteren  Berüh- 
rungspunkt ist.  Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  den  Ort  des  Schnittpunkts 
entsprechender  Strahlen  der  beiden  projectivischen  Strahlbüschel  ver- 
folgen und  die  continuirliche  Reihe  der  Schnittpunkte  als  Curve  auffassen, 
dass  der  Strahl,  welcher  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  in  dem 
einen  Strahlbüschel  entspricht,  nach  der  bekannten  Definition  der  Tangente 
(S.  91)  in  die  Tangente  dieser  Curve  an  dem  Punkte,  welcher  Mittelpunkt 
des  andern  Strahlbüschels  ist,  übergeht.  Die  Projectionsstrahlcn  sind 
daher  die  sämmtlichen  Tangenten  derjenigen  Curve,  welche  von  ihren 
(sogenannten)  Berührungspunkten  gebildet  wird;  wir  erkennen  hieraus 
die  nachzuweisende  Identität  beider  Erzeugnisse,  welchen  wir  den 
gemeinsamen  Namen  Kegelschnitt  beigelegt  haben: 

1.  Der  Ort  des  Schnittpunkts  entsprechender  Strahlen  zweier  pro- 
jectivischer Strahlbüschel  ist  der  Kegelschnitt  als  continuirliche  Reihe 
von  Punkten  aufgefasst. 

2.  Die  von  den  sämmtlichen  Verbindungsstrahlen  entsprechender 
Punkte  zweier  projectivischer  Punktreihen  (Projectionsstrahlen)  umhüllte 
Curve  ist  der  Kegelschnitt  als  continuirliche  Reihe  von  Berührungs- 
strahlen  (Tangenten)  aufgefasst. 

Aus  der  obigen  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

(abcd)  ==  (abcb) 

ergiebt  sich  bei  der  Bewegung  von  d  und  b  schliesslich  noch  das 
Resultat: 

Die  Punhtreihe,  in  ivelcher  eine  beliebige  .Tangente  des  Kegelschnitts 
von  der  Gesammtheit  derselben  getroffen  wird,  ist  projeetivisch  mit  dem 
Strahlbüschel,  dessen  MittelpimM  der  Berührimgspunld  der  ersteren  ist 
und  dessen  Strahlen  nach  sämmtlichen  übrigen  Berührungspimlden  hin- 
gehen, indem  immer  der  Schnittpunkt  einer  Tangente  und  der  Strahl 
nach  ihrem  Berührungspunkt  entsprechende  Elemente  sind  (§§.  21  und  22). 
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§.  24.    Der  Kreis  als  Erzeugniss  projectivisclier  Gebilde. 

Die  durch  die  vorige  Betrachtung  allgemein  nachgewiesene  doppelte 
Entstehungsweise  des  Kegelschnitts  findet  ihre  Bestätigung  zunächst 
bei  dem  aus  der  Elementargeometrie  bekannten  Kegelschnitt,  dem 
Kreise,  und  die  doppelte  Erzeugung  des  Kreises  durch  projectivische 
Gebilde  lässt  sich  aus  elementaren  Eigenschaften  desselben  unmittel- 
bar ableiten;  zugleich  wollen  wir  auch  umgekehrt  hieraus  die  Bedin- 
gungen ermitteln,  unter  welchen  zwei  projectivische  Strahlbüschel  oder 
zwei  projectivische  Punktreihen  einen  Kreis  erzeugen.  Wir  haben 
bereits  in  §.  15  diejenige  elementare  Eigenschaft  des  Kreises  benutzt, 
welche  ihn  als  Erzeugniss  zweier  projectivischer  Strahlbüschel  er- 
scheinen lässt.  Werden  irgend  zwei  Punkte  BB^  einer  Kreisperipherie 
mit  allen  übrigen  Punkten  derselben  a  b  C  .  .  .  j:  .  .  durch  Strahlenpaare 
«ßj,  hhj^,  cCi  .  .  .  xx^  .  .  verbunden,  so  bilden  diese  unter  sich  gleiche 
Winkel  (oder  was  gleichbedeutend  ist,  Nebenwinkel),  d.  h.  (ah)  =  («iZ>x)j 
(J)c)  =  {\Ci),  weil  sie  über  demselben  Bogen  stehen;  es  ist  also  das 
Doppelverhältniss  (ah ex)  =  («i^iCi^i)  oder  die  beiden  Strahlbüschel 
(2?)  (J?i)  sind  rücksichtlich  ihrer  Strahlenpaare  xx^  projectivisch  und 
zwar  projectivisch-gleich  (Seite  77).  Sei  e  der  Strahl  des  Strahlbüschels 
(B),  welcher  auf  BB^  fällt,  so  muss  nothwendig  auch  (xe)  =  {x^e^)  sein, 
d.  h.  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Kreises  ist  e^  die  Tangente 
am  Punkte  J5j;  sie  bildet  mit  irgend  einer  durch  B^  gehenden  Sehne 
Xi  einen  Winkel,  der  gleich  dem  Peripheriewinkel  über  dieser  Sehne 
ist;  also  die  dem  vereinigten  Strahle  BB^  entsprechenden  Strahlen 
beider  Strahlbüschel  sind  die  Tangenten  in  B  und  B^.  Es  ist  noch 
wesentlich  für  die  Umkehrung  zu  bemerken,  dass  die  den  Kreis  er- 
zeugenden beiden  Strahlbüschel  nothwendig  gJeicJiJaufend  sind,  d.  h. 
denselben  Drehungssinn  (S.  3)  haben  (wie  sich  aus  der  Anschauung 
ergiebt),  wo  wir  auch  die  Peripheriepunkte  BBi  annehmen  mögen. 
Nunmehr  können  wir  umgekehrt  schliessen:  Zivei  projectivisch -gleiche 
und  gleichlaufenilc  Strahlhüschel  erzeugen  immer  einen  Kreis,  sobald  sie 
sich  nicht  in  perspectivischer  Lage  befinden;  denn  sie  sind  voll- 
ständig bestimmt  durch  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  aa^,  da 
hinzugefügt  ist,  dass  sie  gleichlaufend  sein  sollen  (Seite  77);  legt  man 
also  durch  die  Mittelpunkte  BB^  und  den  Schnittpunkt  Q  =  (a,  a^) 
einen  Kreis,  so  liefert  jeder  Peripheriepunkt  J  zwei  entsprechende 
Strahlen  xx^  zAveier  gleicher  und  gleichlaufender  Strahlbüschel,  welche 
mit  den  angenommenen  identisch  zusammenfallen. 

Zweitens  kann  der  Kreis,  als  die  Gesammtheit  seiner  Tangeuten 
aufgefasst,    durch    zwei    projectivische    Punktreihen    erzeugt    werden. 
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Werden  irgend  zwei  Tangenten  ^       rig.  32. 

des  Kreises  %^i  als  Träger 
zweier  Punktreihen  genommen^ 
(Fig.  32)  und  hat  ihr  Schnitt- 
punkt den  doppelten  Namen  ef^, 
sind  also  Cj  und  f  die  Berüh- 
rungspunkte und  l  Ji  die  Schnitt- 
punkte einer  beliebigen  dritten 
Tangente  mit  91  und  ^^^  so  ist 
die  projectivische  Eigenschaft 
der  von  J  und  J^  durchlaufenen  Punkcreihen  leicht  zu  erkennen,  indem 
wir  die  Punkte  r  und  q^,  welche  den  unendlich  entfernten  entsprechen, 
(Seite  28),  aufsuchen;  dies  geschieht  dadurch,  dass  wir  zu  5(  und  51^ 
die  parallelen  Tangenten  ziehen,  welöhe  in  r  und  q^  die  ersteren 
schneiden;  aus  bekannten  Eigenschaften  des  Kreises  folgt  dann,  dass 
das  von  diesen  vier  Tangenten  gebildete  Parallelogramm  ein  Rhombus 
ist,  dessen  Diagonalen  sich  im  Mittelpunkte  31  des  Kreises  schneiden 
und  senkrecht  auf  einander  stehen;  folglich  ist  L  txM  =  L  fiqiM;  also 
auch  die  Nebenwinkel  gleich  /.  jrl/=  Z.  J/q^Ji;  da  ferner  die  Winkel 
bei  i,  Ji  und  e  durch  die  Strahlen  M^,  ^h:  ^^  halbirt  werden  und 
die  Summe  der  W^inkel  des  Dreiecks  ==  180",  also  die  Summe  der 
halben  Winkel  =90°  ist,  so  ist  der  Winkel  Z.  er  Jf  gleich  der  Summe 
der  halben  Winkel  bei  j  und  j^,  folglich  LixM  =  L  iM^i  =  L  -M'qi  J,; 
folglich  sind  die  drei  Dreiecke  ähnlich: 

A  jri»/-  A  icM^,  ~  A  Mc^.ic, 

wegen    der    Gleichheit    der    Winkel;    die    Proportionalität    der    Seiten 
liefert  daher  die  Beziehung: 

i^  =  ^odert!c.q,E,=afr.3fq,. 

Aus  der  Eigenschaft  der  constanten  Potenz:  Vj'qiJi  erkennen 
wir  nun  (S.  29),  dass  die  von  Hi  durchlaufenen  Punktreihen  jirojec- 
tivisch  sind;  da  femer  nach  bekannten  Eigenschaften: 

A  rlff  ~  A  q,f,  M,  also  ^  ==  ^  oder  rf  •  qj,  =  Mv  •  Mq,  , 

so  sind  auch  der  Berührungspunkt  f  und  der  Schnittpunkt  der  beiden 
Träger  fj  zwei  entsprechende  Punkte  und  ebenso  eCj; 

Suchen  wir  umgekehrt  die  Bedingungen  auf,  welche  erforderlich 
und  ausreichend  sind,  damit  zwei  projectivische  Punktreihen  einen  Kreis 
erzeugen,  so  sehen  wir  zunächst,  dass  beim  Kreise 
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sein  musS;  dass  also  in  dem  Schnittpunkte  der  beiden  erzeugenden 
Punktreihen  zwei  solche  Punkte  e  und  f^  vereinigt  liegen  müssen, 
welche  die  Endpunkte  entsprechender  gleicher  Strecken  sind.  Es  giebt 
aber  (Seite  31)  ein  doppeltes  System  von  unendlich  vielen  Paaren 
entsprechender  gleicher  Strecken  bei  zwei  beliebigen  projectivischen 
Punktreihen;  die  einen  schliessen  die  Punkte  r  und  q,  ein,  die  andern 
aus;  zur  Erzeugung  des  Kreises  wird  nur  ein  Paar  der  zweiten  Art, 
übrigens  aber  beliebig  gewählt  werden  dürfen;  sodann  ist  der  Winkel 
zwischen  den  beiden  Trägern  der  erzeugenden  Punktreihen  keinesAvegs 
willkürlich,  sondern  von  der  constanten  Potenz  der  gegebenen  pro- 
jectivischen Beziehung  und  von  der  Lage  des  im  Schnittpunkte  ver- 
einigten Paares  von  Endpunkten  entsprechender  gleicher  Strecken 
abhängig;  denn  bezeichnen  wir  denselben  mit  9,  so  ist: 

er  .  sin  ^-  =  xM 
fA-sinl  =qi3f 


,2  «JP  _ 

.    an 

und  da  qjCj  ==  rf,  so  folgt 


er  .  f,qi  .  sin^  ^  =  x3I.  q,M=^  rj  .  qiJi  —rcq^e,, 


2  q,f,  ' 
dadurch  ist  der  Winkel  zwischen  den  beiden  erzeugenden  Punktreihen 
abhängig  gemacht  von  den  Daten  der  projectivischen  Beziehung,  und 
da  diese  Relation  zwei  Werthe  für  den  Winkel  cp  liefert,  so  wird  es, 
wenn  wir  den  Schnittpunkt  festhalten  und  die  Richtung  der  Träger 
verändern,  zweimal  vorkommen,  dass  die  Punktreihen  einen  Kreis  er- 
zeugen; also  haben  wir  folgendes  Resultat: 

Zwei  heliebige  iwojectivisclte  Funltreihen  können  immer  so  gelegt 
u'crden,  dass  sie  einen  Kreis  erzeugen;  Jderzu  ist  es  nothwendig,  irgend 
ein  Paar  entsiwecliender  gleicher  Streclcen  der  beiden  Funldreihen  des- 
jenigen Systems,  welche  x  und  q^  ausschliessen ,  (S.  32)  zu  wählen  und 
zwei  nicht  entsprecliende  Endinmhte  der  seihen  in  dem  Schnittjnmkte  der 
beiden  Träger  zu  vereinigen,  endlich  noch  die  Neigung  der  beiden  Träger 
so  zu  bestimmen,  dass  das  Quadrat  des  halben  Abstandes  der  Punkte  x 
und  qi  von  einander  gleich  der  Potenz  der  projectivischen  Beziehimg 
(l^£-^i?i)  u)ird  (was  auf  doppelte  Weise  geschehen  kann). 

§.  25.    Eintheilung  der  Kegelschnitte. 

Um  uns  von  der  Gestalt  des  Kegelschnitts,  trete  er  als  Er- 
zeugniss    zweier    projectivischer    Strahlbüschel    oder    zweier   projecti- 
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vischer  Punktreihen  auf,  ein  anschauliches  Bild  machen  zu  können, 
müssen  wir  einige  besondere  Umstände  näher  ins  Auge  fassen,  welche 
bei  den  erzeugenden  Gebilden  vorkommen  können.  Gehen  wir  von 
zwei  projectivischen  Strahlbüscheln  BB^  in  allgemeiner  Lage  aus  und 
denken  uns,  indem  wir  das  eine  Strahlbüschel  B  festhalten,  das 
andere  jBj,  ohne  es  um  seinen  Mittelpunkt  zu  drehen,  parallel  mit 
sich  fortgeschoben,  bis  B^  mit  B  zusammenfällt  (oder  was  dasselbe 
ist,  ziehen  wir  durch  B  zu  sämmtlichen  Strahlen  des  Strahl büsch eis 
Bi  Parallelen),  so  erhalten  wir  in  B  zwei  auf  einander  liegende  pro- 
jectivische  Strahl  büsch  el,  wie  sie  in  §.  14  genauer  untersucht  worden 
sind;  dort  sahen  wir,  dass  drei  Fälle  eintreten  können:  entweder 
J.  haben  die  beiden  concentrischen  projectivischen  Strahlbüschel  zwei 
zusammenfallende  entsprechende  Strahlen  (Doppelstrahlen),  oder  2.  nur 
ein  Paar  zusammenfallende  entsprechende  Strahlen,  welches  dann  das 
besondere  Paar  g  und  ^j  oder  h  und  h^  sein  muss,  oder  3.  sie  haben 
keine  zusammenfallende  entsprechende  Strahlen.  Schieben  wir  nun 
das  Strahlbüschel  B^  wieder  parallel  mit  sich  in  seine  ursprüngliche 
Lage  zurück,  so  werden  die  vorhin  zusammengefallenen  Strahlen  nun- 
mehr parallel  laufen  oder  ihren  Schnittpunkt  im  Unendlichen  haben; 
die  Schnittpunkte  aller  übrigen  Paare  entsprechender  Strahlen  müssen 
aber  im  Endlichen  liegen.  Nach  den  vorigen  drei  Kategorieen  ergeben 
sich  daher  drei  Gattungen  von  Kegelschnitten: 

1.  Ein  Kegelschnitt,  welcher  keinen  unendlich  -  entfernten  Punkt 
hat,  dessen  Punkte  also  sämmtlich  in  einem  endlichen  Stück  der 
Ebene  liegen,  heisst  eine  Ellipse-^  die  sie  erzeugenden  projectivischen 
Strahlbüschel   müssen   gleichlaufend    sein  (Seite  45). 

2.  Ein  Kegelschnitt,  welcher  nur  einen  einzigen  unendlich  -  ent- 
fernten Punkt  hat,  heisst  eine  Parabel;  die  erzeugenden  projectivischen 
Strahlbüschel  müssen  ebenfalls  gleichlaufend  sein  und  so  liegen,  dass 
entweder  die  besonderen  Strahlen  g  und  ^j  oder  h  und  /«,  parallel 
laufen;  da  sämmtliche  unendlich -entfernte  Punkte  der  Ebene  auf  einer 
Geraden  G^  liegen  (S.  77)  und  die  Parabel  nur  einen  Punkt  auf  G^ 
hat,  so  muss  G^  Tangente  (Projectionsstraht)  der  Parabel  sein  und 
dieser  Punkt  der  Berührungspunkt.  Die  Parabel  hat  also  nur  einen 
unendlich-entfernten  Punkt  und  die  unendlich  -  entfernte  Gerade  {G^) 
zur  Tangente. 

?).  Ein  Kegelschnitt,  welcher  zwei  unendlich-entfernte  Punkte  hat, 
heisst  eine  Hyperhel;  dieselbe  kann  sowohl  durch  gleichlaufende,  als  auch 
durch  ungleichlaufende  projectivische  Strahlbüschel  erzeugt  werden 
(je  nachdem    ihre  Mittelpunkte  sich  auf  demselben  oder  auf  verschie- 
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denen  Zweigen  der  Hyperbel  befinden,  (siehe  Ende  des  §.  26);  zwei 
imgleichlaufende  projectivische  Strahlbüschel  erzeugen  immer  eine 
Hyperbel. 

Aus  der  vorigen  Betrachtung  geht  hervor,  dass  durch  parallele 
Verschiebung  der  Strahlbüschel  JBB^  ohne  Drehung  um  ihre  Mittelpunkte 
die  Gattung  des  Kegelschnitts,  ihres  Erzeugnisses,  nicht  verändert  wird; 
fallen  sie  zusammen,  so  erscheint  ihr  Erzeugniss  entweder  als  Punkt 
d.  h.  eine  besondere  Ellipse  (als  reeller  Schnittpunkt  eines  imaginären 
Linienpaares),  oder  als  eine  einzige  gerade  Linie  (aufzufassen  als  zwei  zu- 
sammenfallende Gerade)  d.  h.  eine  besondere  Parabel,  oder  als  zwei  reelle 
Gerade  (ein  Linienpaar)  d.  h.  eine  besondere  Hyperbel.  Liegen  dagegen 
die  Mittelpunkte  beider  Strahlbüschel  BB^  getrennt  und  drehen  wir 
die  Strahlbüschel  selbst  um  ihre  Mittelpunkte,  ohne  die  projectivische 
Beziehung  zu  verändern,  so  wird  nur  dann,  wenn  die  Strahlbüschel 
ungleichlaufend  sind,  ihr  Erzeugniss  seine  Gattung  nicht  ändern,  und 
beständig  Hyperbel  sein;  es  können  aber  dabei  zwei  besondere  Fälle 
von  Interesse  eintreten;  einmal  nämlich  fallen  bei  der  Drehung  zwei 
entsprechende  Strahlen  auf  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte; 
dann  werden  die  Strahlbüschel  perspectivisch;  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte entsprechender  Strahlen  ist  eine  gerade  Linie  (der  perspecti- 
vische  Durchschnitt);  die  Punkte  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
müssen  auch  als  Punkte,  welche  zwei  entsprechenden  Strahlen  ge- 
meinschaftlich sind,  angesehen  werden;  mithin  degenerirt  die  Hyperbel 
in  zwei  Gerade,  ein  Linienpaar,  von  dem  eine  die  Verbindungslinie  der 
Mittelpunkte,  die  andere  der  perspectivische  Durchschnitt  ist. 

Ein  zweiter  besonderer  Fall  tritt  ein,  wenn  bei  der  Drehung  die 
Strahlen  s  und  s^^,  folglich  auch  t  und  ^^  in  parallele  Lage  gelangen, 
d.  h.  die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  parallel  werden; 
eine  solche  Hyj)erbel,  bei  welcher  die  unendlich-entfernten  Punkte  in 
zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  heisst  eine  gleich- 
seitige Hyperbel-^  sie  bietet  einige  dem  Kreise  analoge  Beziehungen  dar; 
so  wie  z.  B.  der  Kreis  (S.  108)  als  das  Erzeugniss  zweier  gleicher  und 
gleichlaufender  projectivischer  Strahlbüschel  auftritt,  kann  die  gleich- 
seitige Hyperbel  als  das  Erzeugniss  zweier  gleicher  und  ungleich- 
laufender projectivischer  Strahlbüschel  aufgofasst  werden;  wenn  näm- 
lich zwei  projöctivisch  gleiche  aber  ungleich] aufende  Strahlbüschel  ein 
i'aar  entsprechender  Strahlen  parallel  haben,  so  haben  sie  nothwendig 
nur  noch  ein  zweites  Paar  entsprechender  Strahlen  parallel,  nämlich 
die  mit  jenen  einen  Winkel  von  90"  bilden;  da  aber  zwei  ungleich- 
laufende Strahlbüschel  immer  istvei  Paare  entsprechender  Strahlen 
parallel   haben,   so  stehen  deren  Richtungen   auf  einander  senkrecht; 
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die  unendlich-entfernten  Punkte  des  Erzeugnisses  zweier  projectiviseh- 
gleieher  ungleiclilaufender  Strahlbüschel  liegen  also  in  zwei  zu  ein- 
ander rechtwinkligen  Richtungen,  mithin  ist  dies  Erzeugniss  eine 
gleichseitige  Hyperbel.  Die  gleichseitige  Hyperbel  kann  indessen,  wie 
wir  gesehen  haben,  auch  durch  zwei  beliebige  projectivische  Strahl- 
büschel erzeugt  werden,  nicht  so  der  Kreis. 

Sind  andererseits  die  beiden  erzeugenden  Strahlbüschel  BB^  gleich- 
laufend, und  drehen  wir  dieselben  um  ihre  festgedachten  Mittelpunkte, 
ohne  die  projectivische  Beziehung  zu  verändern,  so  verändert  sich  der 
Kegelschnitt  und  kann  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  werden.  Der 
Spielraum,  innerhalb  dessen  diese  verschiedenen  Fälle  eintreten,  ist 
leicht  zu  übersehen,  wenn  wir  nur  das  eine  Strahlbüschel  B^  drehen, 
das  andere  B  dagegen  unverändert  lassen.  Bei  dieser  Drehung  kommen 
einmal  g  und  g^  in  parallele  Lage ;  h  «und  \  laufen  dann  aber  nicht 
parallel,  weil  bei  zwei  gleichlaufenden  projectivischen  Strahlbüscheln 
unmöglich  gleichzeitig  g  mit  g^  und  Ji  mit  Jiy  parallel  laufen  kann 
(S.  45)-,  drehen  wir  alsdann,  mit  der  parallelen  Lage  von  g  und  g^  be- 
ginnend, für  welche  das  Jjrzeugniss  eine  Parabel  wird,  in  beliebigem 
Drehungssinne  das  Strahlbüschel  B^  herum,  so  wird  das  Erzeugniss 
Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  die  Richtungen  von  g  und  h  durch 
die  Richtungen  von  Ji^  und  g^  getrennt  werden  oder  nicht;  gelangen  wir 
endlich  bei  fortgesetzter  Drehung  in  die  Lage,  dass  h  und  h^  parallel 
werden,  so  entsteht  wieder  eine  Parabel,  und  bei  fortgesetzter  Drehung 
geht  das  Erzeugniss ,  wenn  es  früher  Ellipse  war,  in  die  Hyperbel^ 
über,  oder  umgekehrt;  es  giebt  also  zwei  Gruppen  von  Kegelschnitten, 
welche  bei  dieser  Bewegung  auftreten;  die  eine  enthält  lauter  Ellipsen, 
die  andere  lauter  Hyperbeln;  beide  Gruppen  werden  durch  zwei  Para- 
beln von  einander  getrennt.  Unter  der  Gruppe  von  Hyperbeln  tritt 
einmal  das  Linienpaar  auf,  wenn  die  Strahlbüschel  in  perspectivische 
Lage  gelangen,  und  einmal  die  gleichseitige  Hyperbel,  wenn  s  und  Sj, 
also  auch  t  und  ty  parallel  laufen, 

« 

§.  26.    Bedingungen  für  die  Erzeugung  der  verschiedenen  Gattungen  des 
Kegelschnitts  durch  projectivische  Punktreihen. 

Betrachten  wir  das  dualistisch  gegenüberstehende  Erzeugniss  zweier 
beliebiger  projectivischer  Punktreihen,  so  erkennen  wir,  dass  dasselbe  im 
Allgemeinen  nur  Ellipse  oder  Hyperbel  sein  kann,  nicht  aber  Parabel; 
denn  da  die  Parabel  derjenige  Kegelschnitt  ist,  welcher  nur  einen 
einzigen  unendlich-entfernten  Punkt  besitzt,  so  muss  die  unendlich- 
entfernte Gerade  G^,  da  sie  nur  einen  «Punkt  mit  diesem  Kegelschnitt 

Steiner,  Vorlesungen  II.     2.  Aufl.  8 
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gemein  hat,  ein  Prqjectionsstrahl  oder  eine  Tangente  desselben  sein; 
irgend  zwei  andere  Tangenten,  als  Träger  zweier  erzeugenden  Punkt- 
reihen aufgefasst,  werden  von  G^  in  den  unendlich-entfernten  Punkten 
getroffen,  welche  mithin  entsprechende  Punkte  sein  müssen.  Zwei 
Punktreihen,  deren  unendlich-entfernte  Punkte  entsprechende  sind,  sind 
aber  nothwendig  projectivisch-ähnlich  (S.  75);  also  sehen  wir,  dass 
eine  Parahcl  nur  von  zivei  projedivisch-ähnlichen  PunMreihen  erzeugt 
werden  Jmnn  und  immer  erzeugt  wird,  sobald  sich  dieselbsn  nicht  in 
Fig.  33.  jTj,^  perspectivischer     Lage     befinden; 

jj^^  also  auch  umgekehrt:  Irgend  zwei 
Tangenten  einer  Parabel  werden  von 
allen  übrigen  in  zivei  projectivisch- 
ähnlichen  PunMreiJien  getroffen. 
(Hieraus  können  wir  uns  leicht 
ein  anschauliches  Bild  der  Parabel 
durch  Zeichnung  herstellen,  indem 
wir  z.  B.  (Fig.  38)  auf  einer  Geraden 
eine  Anzahl  von  äquidistanten  Punkten  a  b  c  b  .  .  . ,  auf  einer  zweiten 
Geraden  eine  gleiche  Anzahl  von  äc-[uidistanten  Punkten  Q^  b^  c^  bj  .  .  , 
annehmen  und  die  Projectionsstrahlen  aa^,  bb^,  CCj...  ziehen.)  Es 
ist  selbstverständlich,  dass  a  fortiori  auch  zwei  projectivisch-gleiche 
Punktreihen  immer  eine  Parabel  erzeugen,  sobald  sie  nicht  perspecti- 
visch  liegen.  Wir  bemerken  hierzu  noch,  dass  die  Parabel  keine  zwei 
im  Endlichen  gelegene  parallele  Tangenten  haben  kann;  denn  hätte 
sie  zwei  parallele  Tangenten,  und  wir  fassten  sie  als  Träger  zweier 
erzeugenden  Punktreihen  auf,  so  müsste  ihr  Schnittpunkt,  da  er  die 
beiden' unendlich-entfernten  Punkte  dieser  Träger  enthält  und  dieselben 
bei  der  Parabel  entsprechende  Punkte  sein  müssen,  zwei  entsprechende 
Punkte  vereinigt  enthalten;  die  Punktreihen  wären  also  perspectivisch, 
und  die  Projectionsstrahlen  liefen  alle  durch  einen  Punkt,  was  gegen 
die  Voraussetzung  ist,  dass  sie  eine  Parabel  umhüllen.  T>ie  Parahel 
hat  also  /teme  ^««^ei  (im  Endlichen  \\e^&n.(\.Q)  parallele  Tangenten;  anderer- 
seits kann  freilich  jede  Tangente  als  parallel  mit  der  unendlich-ent- 
fernten Tangente  G^  angesehen  werden,  weil  ihr  Schnittpunkt  im 
Unendlichen  liegt. 

Um  das  Erzeugniss  zweier  beliebiger  projectivischer  Punktreihen, 
welche  nicht  ähnlich  sind,  genauer  zu  erkennen  und  insbesondere  zu 
erfahren,  unter  welchen  Bedingungen  dasselbe  Ellipse  oder  Hyperbel 
wird,  da  es  Parabel  nicht  sein  kann,  suchen  wir  auf  den  erzeugenden 
Punktreihen  %%^  die  den  unendlich-entfernten  Punkten  entsprechenden 
(d.   h,   die  Durchschnittspunkte  der  Parallelstrahlen,   S.   28)   r  und  f|i 
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auf,  und  da  diese  selbst  nicht  in  die  Unendlichkeit  fallen  können 
(denn  sonst  wären  die  Punktreihen  ähnlich),  so  werden  die  durch  r 
und  q^  zu  %  und  St  gezogenen  Parallelen  Projectionsstrahlen,  d.  h. 
Tangenten  des  Kegelschnitts  sein.  Da  man  jede  beliebige  Tangente 
als  Träger  einer  erzeugenden  Punktreihe  auffassen  darf,  so  folgern 
wir:  Bei  FMpse  und  Hyperlcl  treten  die  Tangenten  paarweise  parallel 
auf,  d.  h.  es  giebt  zu  jeder  Tangente  eine  bestimmte  parallele  Tangente. 
Seien  (Fig.  34)  e  und  fj  die  i]i  dem  Schnittpunkte  der  Träger  ver- 
einigten Punkte,  also  e^  und  f  pj^  3^ 
die  Berührungspunkte,  so  muss, 
wenn  r  und  q^  die  den  unend- 
lich-entfernten Punkten  (r^  und 
q")  entsprechenden  sind,  der 
Schnittpunkt  (rq^,  q'^t^)  mit  e^ 
und  f  in  gerader  Linie  liegen 
(S.  93);  dies  ist  der  unendlich- 
entfernte Punkt  der  Verbindungslinie  rqj,  also  muss  die  Linie  e^f  mit 
rq^  parallel  laufen;  die  Träger  %%y  und  die  durch  r  und  q^  gezogenen 
Parallelstrahlen  bilden  ein  dem  Kegelschnitt  umschriebenes  Parallelo- 
gramm, dessen  Diagonale  rq^  der  Berührungssehne  fe^  parallel  läuft; 
sei  §  die  vierte  Ecke  dieses  Parallelogramms,  dann  lassen  sich  auch 
auf  den  Parallelstrahlen  die  Berührungspunkte  leicht  ermitteln.  Be- 
trachten wir  nämlich  zwei  parallele  Tangenten  r§  und  f^q^  als  Träger 
erzeugender  Punktreihen  und  die  beiden  andern  als  Projectionsstrahlen, 
so  werden  für  diese  Beziehung  r  und  fj,  ebenso  §  und  q^  entsprechende 
Punktpaare  sein,  also  der  Schnittpunkt  (rq^,  ^fj,  d.  h.  der  Mittel- 
punkt M  des  Parallelogramms  wird  auf  der  Berührungssehne  der 
])eiden  parallelen  Tangenten  liegen;  t^M  trifft  mithin  den  Parallel- 
strahl durch  r  in  dem  gesuchten  Berührungspunkt  t  und  ebenso 
\M  den  Parallelstrahl  durch  q^  in  seinem  Berührungspunkte,  und  es 
folgt: 

Die  vier  Berührtmgspunlde  auf  den  Seiten  eines  dem  Kegelschnitt 
umschriebenen  Parallelogramms  bilden  selbst  ein  Parallelogramm,  dessen 
Seiten  den  DiagonalcM  des  ersteren  parallel  laufen,  und  dessen  Mittelpunkt 
mit  dem  des  ersteren  zusammenfällt.  Dieser  Mittelpunkt  des  umschrie- 
benen Parallelogramms  ist  zugleich  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts. 
(Seite  161.) 

Um  nun  zu  erkennen,  ob  der  erzeugte  Kegelschnitt  Ellipse  oder 
Hyperbel  ist,  fassen  wir  zunächst  zwei  parallele  Tangenten  als  Träger 
erzeugender  Punktreihen  auf.  Die  unendlich-entfernten  Punkte  dieser 
beiden  Träger  liegen  in  ihrem  Schnittpunkt  vereinigt:  ihre  entsprechen- 
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den  r  und  q^    sind    also    die    Berührungspunkte    (Fig.  35);    irgend'  ein 

Projectionsstrahl  i"^',  hinzugefügt  bestimmt  die   ganze  Beziehung;   den 

Fig.  3:-,.  Berührungspunkt   auf  i'j.\    erhält    man  nach 

der  Bemerkung  auf  S.  96  dadurch,  dass  man 

zu    dem    Schnittpunkte    o   des    Projections- 

"^'        \ 51-       Strahls    jjj    mit    der    Berührungssehne    rt"i, 

/^  '^t^/  den   vierten  harmonischen   dem   G   zugeord- 

?--^  ^^.  neten  Punkt  r  construirt,  wahrend  JJ,\  das 
andere  Paar  zugeordneter  Punkte  ist;  es 
wird  nun  nachzusehen  sein,  ob  t  in  die  Unendlichkeit  gelangt  oder 
nicht;  im  ersten  Falle  würde  der  Kegelschnitt  Hyperbel,  im  andern 
Ellipse  sein.  Es  kann  (S.  14)  t  nur  dann  in  die  Unendlichkeit  fallen, 
wenn  a  in  die  Mitte  zwischen  jjj  zu  liegen  kommt;  6  kann  aber  über- 
haupt nie  zwischen  £  und  g^ ,  also  auch  nicht  in  die  Mitte  dieser  variablen 
Strecke  zu  liegen  kommen,  sobald  die  beiden  Punktreihen  ungleich- 
laufend sind;  denn  alsdann  liegen  J  und  j^  immer  auf  gleich  gerich- 
teten Hälften  von  r  und  q, ,  nämlich  entweder  auf  den  beiden  Hälften 
nach  links  oder  den  beiden  Hälften  nach  rechts  (S.  39);  also  der 
Schnittpunkt  <?  durchläuft  von  der  Verbindungslinie  rq,  diejenigen 
beiden  unendlichen  Stücke,  welche  ausserhalb  der  Strecke  rcj^  liegen, 
er  kommt  also  nie  zwischen  die  beiden  Parallelen  5151,  und  auch  nie 
zwischen  die  Punkte  jy,  auf  ihnen;  der  Berührungspunkt  t  kann  daher 
nie  in  die  Unendlichkeit  gelangen,  also  der  Kegelschnitt  ist  noth- 
wendig  Ellipse.  Wenn  dagegen  die  beiden  projectivischen  Punktreihen 
auf  den  parallelen  Trägern  9X51,  gleichlaufend  sind,  so  verhält  sich 
die  Sache  umgekehrt ;  die  Punkte  jj,  liegen  auf  entgegengesetzt  ge- 
richteten Hälften  von  r  und  q,;  der  Punkt  6  durchläuft  also  nur  die 
endliche  Strecke  zwischen  r  und  q,  und  liegt  daher  immer  zwischen 
X'^i]  er  muss  zweimal  in  die  Mitte  von  jj,,  also  auch  von  vq^,  ge- 
langen; denn  verbinden  wir  die  Mitte  31  von  rq,  mit  den  beiden  pro- 
jectivischen Punktreihen,  welche  j  und  j,  durchlaufen,  so  erhalten 
wir  in  M  zwei  concentrische  projectivische  Strahlbüschel,  welche  un- 
gleichlaufend sind,  folglich  (S.  45)  immer  zwei  reelle  Doppelstrahlen 
haben;  diese  sind  aber  zwei  Projectionsstrahlen,  die  sich  in  M  halbi- 
ren;  ihre  Berührungspunkte  liegen  im  Unendlichen,  der  Kegelschnitt 
ist  also  Hyperbel. 

Das  Resultat  dieser  Betrachtung  ist,  dass  swei  projectivische  Punki- 
reihen,  deren  Träger  in  paralleler  Lage  sich  hefmden,  eine  Ellipse  er- 
zeugen, ivenn  sie  ungleichlaufrmd,  dagegen  eine  Hyperbel,  wenn  sie  gleich- 
laufend sind.  (Aus  der  Eigenschaft  der  constanten  Potenz  rj  .  q^iß^ 
ergiebt    sich    folgender   Satz   in  Bezug    auf  den  Kegelschnitt:   „Wenn 
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zwei  feste  parallele  Tangenten  desselben  von  einer  veränderlichen 
dritten  getroffen  Averden,  so  ist  das  Rechteck  aus  den  beiden  Strecken^ 
welche  auf  den  festen  Tangenten  durch  die  Berührungspunkte  und 
die  Schnittpunkte  der  veränderlichen  Tangente  begrenzt  werden, 
constant.") 

Aus  dem  gefundenen  Kriterium  fliesst  unmittelbar  ein  neues  für 
den  allgemeinen  Fall,  dass  die  beiden  Träger  der  erzeugenden  Punkt- 
reihen sich  nicht  mehr  in  paralleler  Lage  befinden.  Stellen  wir  näm- 
lich, .wenn  efi  in  dem  Schnittpunkte  der  Träger  vereinigt  liegen,  e^ 
und  f  die  Berührungspunkte  und  r  und  q^  die  Durchschnittspunkte  der 
Parallelstrahlen  sind,  wobei  f  e^  parallel  rq^  wird  (siehe  oben  Fig.  34),  das 
Parallelogramm  her,  welches  von  den  Trägern  der  erzeugenden  Punkt- 
reihen und  den  Parallelstrahlen  gebildet  wird,  so  werden  nach  dem 
Vorigen  die  Berührungspunkte  auf  den  Parallelstrahlen  bestimmt,  indem 
man  f  und  Cj  mit  dem  Mittelpunkte  M  des  Parallelogramms  verbindet 
und  die  Schnittpunkte  dieser  Verbindungslinien  mit  den  Parallel- 
strahlen aufsucht.  Sei  t  der  Berührungspunkt  auf  dem  durch  r  gehen- 
den Parallelstrahl,  so  können  wir  die  parallelen  Tangenten,  deren  Be- 
rührungspunkte Ci  und  t  sind,  als  Träger  der  erzeugenden  Punktreihen 
auffassen  und  wissen  aus  dem  vorigen  Kriteriuiji,  dass  der  Kegel- 
achnitt  Ellipse  ist,  sobald  r  und  f^  auf  gleich  gerichteten  Hälften  von 
t  und  e^  liegen;  da  nun  tf  parallel  der  zweiten  festen  Diagonale  des 
Parallelogramms  läuft,  so  muss  in  diesem  Fall  f  zwischen  e  und  r 
liegen,  und  wir  schliessen  somit: 

Zwei  projectivische  Funhtreikcn  in  allgemeiner  Lage  erzeugen  eine 
Ellipse,  ivenn  die  Berührungspunläe  ihret'  Iniger  f  und  e^,  welche  den 
in  ihrem  SchnittpunMe  vereinigten  PunMen  e  und  f^  entsprechen,  zu  den 
Durchschnittspunkten  der  FaralMstraMen  r  tind  q^  so  liegen,  dass  f  zwischen 
e  und  r,  also  auch  e^  zwischen  fi  und  q^  liegt,  dagegen  eine  Hyperbel, 
wenn  f  ausserhalb  der  Strecke  er,  also  auch  Cj  ausserhalb  der  Strecke 
fjq^  liegt,  oder  auch:  elliptische  Lage  findet  statt,  Aveun  der  Be- 
rührungspunkt zAvischen  dem  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  und 
dem  Punkte  r  (oder  qj  liegt,  dagegen  hyperbolische  Lage,  wenn  der 
Berührungspunkt  ausserhalb  der  von  jenen  beiden  Punkten  begrenzten 
Strecke  liegt. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  der  Träger  zweier 
projectivischer  Punktreihen  festhalten  und  die  projectivische  Beziehung 
ungeändert  lassen,  die  Träger  selbst  aber  um  ihren  Schnittpunkt  drehen, 
der  erzeugte  Kegelschnitt  seine  Gattung  nicht  verändert,  d.  h.  Ellipse 
bleibt,    wofern   er   es   einmal  war,    und   ebenso    Hyperbel,    wohl   aber 
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seine  Form.  Dagegen  kann  der  Kegelschnitt  seine  Gattung  verändern, 
wenn  wir  die  Träger  in  ihrer  Lage  festhalten,  die  Punktreihen  al)er 
auf  ihren  Trägem  verschieben,  ohne  die  projectivische  Beziehung  zu 
verändern.  Verschieben  wir  nur  die  Punktreihe  %  auf  ihrem  in  seiner 
Lage  festgehaltenen  Träger,  so^bleibt  der  Kegelschnitt  Ellipse,  so  lange 
f  zwischen  fiV  liegt;  gelangt  f  nach  fj,  so  werden  die  Punktreihen 
perspectivisch,  die  Projectionsstrahlen  laufen  also  durch  einen  Punkt, 
den  Projectionspunkt,  und  da  in  dem  Schnittpunkt  der  Träger  jetzt 
zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind,  so  muss  auch  jede  durch 
ihn  gehende  Gerade  als  Projectionsstrahl  angesehen  werden;  in  diesem 
Uebergangsfalle  degenerirt  der  Kegelschnitt  in  ein  Punldpaur  und 
ist  sowohl  als  Ellipse,  wie  auch  als  Hyperbel  anzusehen  (das  endliche 
Stück  zwischen  den  beiden  Punkten  doppelt  gedacht  als  unendlich- 
schmale Ellipse,  die  beiden  unendlichen  Stücke  auf  der  Verbindungs- 
linie der  beiden  Punkte,  welche  zu  beiden  Seiten  von  ihnen  liegen, 
doppelt  gedacht  als  unendlich-schmale  Hyperbel).  Ebenso,  wie  bei  der 
Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  projectivische  Strahl  büschel  als 
Uebergang  von  Ellipse  zu  Hyperbel  die  Parabel  auftrat,  zeigt  sich 
hier,  bei  der  Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  projectivische  Pimkt- 
reihen,  ein  neuer  Uebergang  von  Ellipse  zu  Hyperbel'  durch  das 
Punktpaar,  ein  Uebergang,  welcher  bei  geometrischen  Untersuchungen 
häufiger  aufzutreten  pflegt,  als  jener.  Schieben  wir  nun  die  Punkt- 
reihe %  auf  ihrem  Träger  weiter  fort,  so  kommt  f  ausserhalb  f^r  zu 
liegen,  der  Kegelschnitt  ist  also  nach  dem  obigen  Kriterium  Hyperbel 
geworden;  kommt  dann  r  nach  f, ,  so  wird  Xi  ,  d.  h.  der  unendlich 
entfernte  Punkt  des  Trägers  SI^  der  Berührungspunkt,  also  %^  die 
Tangente  der  Hyperbel  in  einem  ihrer  unendlich -entfernten  Punkte. 
Eine  solche  Tangente  in  einem  der  beiden  unendlich-entfernten  Punkte 
der  Hyperbel  heisst  Asymptote  der  Hyperbel.  Wir  können  es  leicht 
einrichten,  dass  die  Träger  der  beiden  erzeugenden  Punktreihen  die 
Asymptoten  der  Hyperbel  werden,  indem  wir  beide  Punktreihen  so 
auf  ihren  Trägern  verschieben,  dass  die  Punkte  r  und  q^  in  ihrem 
Durchschnittspunkte  vereinigt  werden ;  dann  sind  die  ihnen  entsprechen- 
den, d.  h.  die  unendlich  entfernten  Punkte  die  Berührungspunkte,  also 
die  Träger  der  erzeugenden  Punktreihen  die  Tangenten  in  den  unend- 
lich-entfernten Punkten  oder  die  Asymptoten  der  Hyperbel. 

Mit  Hülfe  der  Asymptoten  können  wir  uns  leicht  ein  anschauliches 
Bild  der  Hyperbel  machen;  da  nämlich  in  ihrem  Schnittpunkt  die  be- 
sonderen Punkte  r  und  q^  vereinigt  sind,  und  für  irgend  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  das  Rechteck  rj  .  q^Ji  constant  ist  (S.  29),  so 
bleibt  auch  der  Inhalt  des  Dreiecks  constant,  welches  von  den  Asymptoten 
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Fig.  36. 


und  einer  beliebigen  dritten  Tangente  der  Hyperbel  gebildet  wird, 
oder  jede  Tangente  de^-  Hyperbel  schliesst  mit  den  leiden  Asymptoten  ein 
Dreiech  von  constantem  Inhalte  ein.  Das  constante  Rechteck  aus  den 
auf  den  Asymptoten  der  Hyperbel  durch  eine 
veränderliche  Tangente  abgeschnittenen  Strecken 
heisst  die  Potenz  der  Hijperhel.  Denken  wir 
uns  daher  die  beiden  Asymptoten  und  eine  be- 
liebige dritte  Tangente  jj^  gegeben  (Fig.  36), 
wodurch  die  projectivische  Beziehung  voll- 
ständig bestimmt  wird,  so  erhalten  wir  leicht 
andere  Tangenten,  indem  wir  durch  j  und  jj 
in  irgend  einer  Richtung  ein  Paar  Parallele 
ziehen,  welche  in  i)^  und  \)  den  Asymptoten 
begegnen;  dann  ist  ^t)^  eine  neue  Tangente, 
weil  das  Dreieck,  welches  sie  mit  den  Asymptoten 
bildet,  denselben  Inhalt  hat,  oder  auch  weil  (jl)i,  Jit))  sich  auf  der 
Berührungssehne,  d.  h.  hier  G^  befindet  (S.  93).  Auf  jeder  Tangente 
ist  femer  der  Berührungspunkt  der  Mittelpunlit  swiscJien  den  beiden 
SchnittpunMen  mit  den  Asymptoten,  weil  er  der  vierte  harmonische 
dem  Schnittpunkt  mit  G^  zugeordnete  ist.  Verändern  wir  die  Rich- 
tung der  durch  j  und  j:j  gezogenen  Parallelen,  so  können  wir  leicht 
so  viele  Tangenten  und  auch  Punkte  der  Hyperbel  (die  Berührungs- 
punkte) herstellen,  als  erforderlich  sind,  um  uns  ein  Bild  von  ihrem 
Verlaufe  machen  zu  können. 

}  ¥>  Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Hyperbel  in  zwei  hinsichtlich  des 
Schniutpunkts  der  Asymptoten  (tq^)  symmetrische  unendliche  Zweige 
zerfällt,  welche  ganz  in  zwei  Scheitelräume  der  von  den  Asymptoten 
gebildeten  Winkel  hinein  fallen,  während  die  andern  beiden  Scheitel- 
räume frei  bleiben;  die  Zweige  der  Hyperbel  liegen  nämlich  in  den- 
jenigen Winkelräumen  der  Asymptoten,  welche  von  entsprechenden 
Hälften  (S.  29,  Fig.  13)  der  Träger  der  erzeugenden  Punktreihen  ein- 
geschlossen werden.  Die  Richtungen  sämmtlicher  Tangenten  der  Hy- 
perbel fallen  in  die  beiden  andern  Scheitelräume,  und  je  zwei  parallele 
Tangenten  berühren  die  Hyperbel  an  verschiedenen  Zweigen;  die 
Asymptoten  erscheinen  als  je  ein  Paar  zusammenfallender  paralleler 
Tangenten  und  trennen  diejenigen  Winkelräume,  welche  solche  Rich- 
tungen enthalten,  in  denen  es  Tangenten  an  die  Hyperbel  giebt,  von 
solchen,  in  denen  es  keine  Tangenten  giebt.  Verfolgen  wir  den  Ver- 
lauf einer  Tangente  an  der  Hyperbel,  so  erkennen  wir,  dass  sie  sich 
von  der  Lage  einer  Asymptote  continuirlich  bis  in  die  Lage  der  andern 
bewegt,  dann  aber  gewissermassen  ihren  Drehungssinn  ändernd  wieder 
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in  die  Lage  der  ersten  Asymptote  zurückkehrt;  der  Berührungspunkt 
durchläuft  dabei  die  beiden  Zweige  der  Hyperbel  in  eontinuirlicher  Folge, 
indem  er  zuerst  auf  dem  einen  Zweige  bis  zu  dem  einen  unendlich- 
entfernten Punkte  der  Hyperbel  geht,  dann  aber  zu  dem  unendlich- 
entfernten Punkte  des  andern  Zweiges,  welcher  der  unendlich-entfernte 
Punkt  derselben  Asymptote  ist,  übergeht  (S.  o),  sodann  den  andern 
Zweig  durchläuft  und  durch  den  unendlich- entfernten  Punkt  der  zweiten 
Asymptote  zum  ersten  Zweige  wieder  zurückkehrt.  In  diesem  Sinne 
haben  wir  uns  die  Hyperbel  als  (durch  die  unendlich- entfernten  Punkte) 
zusammenhängende  Curve  zu  denken  und  nicht  als  zwei  getrennte 
Curven,  und  nur  derartig  haben  wir  sie  zu  durchlaufen,  Avie  die  Pfeile 
in  Fig.  36  es  andeuten.  Wir  erkennen  zugleich  bei  diesem  Verlaufe, 
dass,  wenn  wir  uns  die  Hyperbel  als  Erzeugniss  zweier  projectivischer 
Strahlbüschel  denken,  die  Strahlbüschel  gleichlaufend  sind,  sobald  ihre 
Mittelpunkte  sich  auf  demselben  Zweige  der  Hyperbel  befinden,  da- 
gegen ungleichlaufend,  wenn  ihre  Mittelpunkte  sich  auf  verschiedenen 
Zweigen  der  Hyperbel  befinden.    (S.  110.) 

Denken  Avir  uns  die  vorhin  begonnene  Verschiebung  der  Punkt- 
reilie  %  auf  ihrem  in  seiner  Lage  festgehaltenen  Träger  fortgesetzt, 
so  bleibt  das  Erzeugniss  immer  Hyperbel;  gelangt  r  in  die  Unendlich- 
keit, so  rücken  auch  f  und  e,  wie  überhaupt  alle  in  endlichem  Ab- 
stände vor  r  liegenden  Punkte  in  die  Unendlichkeit,  und  es  tritt  der 
eigenthümliche  auf  S.  74  erwähnte  Fall  der  parabolischen  Lage  beider 
Punktreihen  ein,  bei  welcher  das  Erzeugniss  in  ein  Punktpaar  zer- 
fällt, hier  den  unendlich-entfernten  Punkt  auf  %  und  den  Punkt  q^ 
auf  der  Geraden  %^. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Bedingungen  zu  ermitteln,  unter  wel- 
chen zwei  projectivische  Punktreihen  eine  gleichseitige  Hyperbel  zu  ihrem 
Erzeugniss  haben.  Hferzu  haben  wir  nur  nöthig,  die  besonderen 
Punkte  r  und  q^  in  dem  Schnittpunkte  der  beiden  erzeugenden  Träger 
zu  vereinigen  und  die  Träger  selbst  zu  einander  rechtwinklig  zu  legen; 
da  sie  nämlich,  wenn  r  und  q^  in  ihrem  Schnittpunkt  vereinigt  sind, 
die  Asymptoten  der  Hyperbel  werden,  so  hat  diese  ihre  unendlich- 
entfernten Punkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  und 
ist  daher  eine  gleichseitige  Hyperbel  (§.  25). 

Wir  kommen  aber  auch  auf  andere  Weise  zur  gleichseitigen 
Hyperbel:  Legen  wir  die  Träger  der  beiden  erzeugenden  J'unktreihen 
parallel  und  gleichlaufend,  bestimmen  die  Punkte  rq^,  9(5^,  f)t)i  und 
bringen  die  parallelen  Träger  in  solchen  Abstand  von  einander,  dass 
die  Entfernung  rq^  =  cj!)  =  f)igi  wird,  dann  ist  das  Erzeugniss  eine 
gleichseitige  Hyperbel;  denn  sei  31  die  Mitte  zwischen  rq^,   so  liegen 
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g  und  g^  und  ebenso  t)  und  tj^  mit  Min  gerader  Linie,  weil  gr  =  qigi  =  rl) 
=  ^iQi  wird;  folglich  sind  gg^  und  ^^^  nach  dem  Vorigen  die  Asymptoten 
des  Erzeugnisses,  weil  ihre  Berührungspunkte  im  Unendlichen  liegen, 
und  sie  stehen  auf  einander  senkrecht,  wenn  gr  =  rt)  =  rilf  ist;  also 
ist  das  Erzeugniss  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Legen  wir  endlich 
zwei  beliebige  projectivische  Punktreihen  so,  dass  in  ihrem  Schnitt- 
punkte irgend  zwei  nicht  entsprechende  Punkte  e  und  fj  vereinigt 
werden,  deren  entsprechende  f  und  e^  so  gelegen*  sind,  dass  f  ausser- 
halb er  und  daher  auch  e^  ausserhalb  f^q^  liegt,  so  Uisst  sich  der 
Winkel  q)  zwischen  den  beiden  Trägern  so  bestimmen,  dass  sie  eine 
gleichseitige  Hyperbel  erzeugen;  mit  Hülfe  des  vorigen  Kriteriums 
für  zwei  erzeugende  Punktreihen  in  paralleler  Lage  erhalten  wir 
für   die  Erzeugung    einer  gleich-  i-ig.  37. 

seitigen    Hyperbel    durch     zwei 

gleichlaufende  projectivische 
Punktreihen   auf  parallelen  Trä- 
gern,   deren    einer    %i    und    der 
andere  die  parallele  Tangente  ist, 
folgende  'Bedingung: 

M^l  =  e^qi .  e^e. 
Denken  wir  uns    aber   über  rq^ 
als  Durchmesser  einen  Kreis  be- 
schrieben, welcher  in  p  den  Trä- 
ger 5(i  zum  andern  Mal  trifft  (Fig.  37),  so  ist  rp  rechtwinklig  zu  ^, ,  also 
3Ip  =  Mx  und  die  Potenz  des  Punktes  e^  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  ist: 

Mtl  —  JIr''^  =  eiqj  .  e^^. 
Hieraus  folgt: 

Jlfr^  =  dqi  {  pe^  +  e^e }  =  e,qi  .  pe  =  e^qi  .  re .  cos  cp. 

Die  gesuchte  Bedingung  für  die  Erzeugung  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel durch  zwei  beliebig  gegebene  projectivische  Punktreihen  wird 
daher: 

Mv^  =  re .  e^qj  .  cos  (jp, 
wo    3Ix    die    halbe    Entfernung    der   Punkte    r  und    q^    von    einander, 
re  .  q^e^  die  constante  Potenz  der  projectivischen  Beziehung  und  qp  den 
Winkel  zwischen  den  Trägern   der  beiden  projectivischen  Punktreihen 
Ijedeutet.     Dies  lässt  sich  in  Worten  so  aussprechen: 

Ztvei  beliebige  projectivische  PunJctreihen  Icönnen  immer  so  (jclegt 
werden,  dass  sie  eine  gleichseitige  Hyperbel  erzeugen;  liier  zu  vereinige  man 
ein  Paar  nicht  entsprechender  PunJcte  ef^  in  ihrem  Schnittpunkt,  deren 
entsprechende  e^  und  f  so  liegen,  dass  f  ausserhalb  der  StrecJce  er  imd 
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also  auch  e^  ausserhalb  der  Streclce  f^q^  lieijt,  und  hesümme  den  WinJcel 
leider  Träger  so,  dass  das  Quadrat  des  halben  Äbstandes  der  Pmikte  r 
und  (\i  von  einander  gleich  ivird  der  constanten  Potenz  der  projectivisciten 
Beziehung  (r  j  .  qiJi),  multiplicirt  mit  dem  cos  des  WinJcels  zwisclien  den 
Trägern. 

In  den  besonderen  Fällen  (p  =  Q  und  rp  =  90*^  gehen  hieraus  die 
beiden  vorigen  Entstehungsarten  der  gleichseitigen  Hyperbel  hervor. 

Die  Eigenschaft  der  Asymptoten  einer  Hyperbel  ist  auch  die 
Quelle  einer  Erzeugung  des  Kegelschnitts,  welche  an  die  perspectivische 
Lage  zweier  projectivischer  Punktreihen  anknüpft;  seien  51  und  %^  die 
Träger  zweier  projectivischer  Punktreihen  in  perspectivischer  Lage, 
und  werden  die  in  sich  festgehaltenen  Punktreihen  so  auf  ihren  resp. 
Trägern  verschoben,  dass  immer  zwei  neue  entsprechende  Punkte  jj, 
in  dem  Schnittpunkte  der  Träger  vereinigt  werden,  so  wird  jedesmal 
eine  neue  perspectivische  Lage  derselben  beiden  Punktreihen  hervor- 
gerufen, und  es  kann  nach  dem  Ort  des  Projectionspunktes  für  alle 
diese  perspectivischen  Lagen  gefragt  werden.  Um  ihn  zu  bestimmen, 
verfolgen  wir  die  Punkte  r  und  qj,  ziehen  Parallele  durch  sie  zu  den 
festen  Trägern  und  erhalten  in  deren  Schnittpunkte  B  jedesmal  den 
gesuchten  Projectionspunkt.  Weil  nun  der  projectivischen  Beziehung 
gemäss  t  J  .  q^j^  constant  ist,  so  behält  das  gezeichnete  Parallelogramm 
constanten  Inhalt,  also  auch  die  durch  die  gegenüberliegende  Ecke  B 
zur  Diagonale  rq^  gezogene  Parallele  bestimmt  mit  den  Trägern  SlSTj 
ein  Dreieck  von  constantem  (vierfacliem)  Inhalt,  umhüllt  also  eine 
Hyperbel,  deren  Asymptoten  51  St^  sind;  da  aber  B  in  der  Mitte 
zwischen  den  Schnittpunkten  mit  den  beiden  Trägern  liegt,  so  ist  B 
der  Berührungspunkt,  also  wird  der  gesuchte  Ort  eine  Hyperbel, 
welche  die  beiden  festen  Träger  zu  ihren  Asymptoten  hat.  ■  (•Siehe 
Aufgaben  und  Sätze.) 

'§.  27.     Das  einem  Kegelschnitte  umbeschriebene  Vierseit  und  ein-    , 
beschriebene  Viereck. 

Die  in  §.  23  durchgeführte  Untersuchung  und  die  dort  in  Be- 
tracht gezogene  Figur  (Fig.  31)  zeigt  eine  Menge  von  Eigenschaften 
des  Kegelschnitts,  von  denen  einige  hier  hervorgehoben  werden  sollen. 
Das  dort  gewonnene  Resultat  lässt  sich  mit  etwas  veränderter  Be- 
zeichnung so  aussjjrechen: 

Werd&n  (Fig.  38)  irgeml  vier  Tangenten  51 93  ©2)  eines  Kegelschnitts 
als  vollständiges  Vierseit  aufgefasst,  dessen  sechs  Bclcen  seien: 
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(35,  ©)  =  « 


(33,  2))  =  6 
(e,  51)  =  ^ 


(e,  ^)  =  c 
(SI,  S3)  =  7, 


MWöf  dessen  drei  Diagonalen  aa,  hß,  cy  sich  in  den  Punhten: 

(hß,  cy)  ==  X         (cy,  aa)  =  y         (aa,  hß)  =  s  . 

treffen,  und  w&r4^n  die  vier  Berührungspunhtc  der  vier  Tangenten,  resp. 
mit  abcb  hezeiclinet ,  als  vollständiges  Viereck  aufgefasst,  so  fallen  die 
drei  Diagonalpunlcte  des  letzteren  mit  den  PunMen  xyz  zusammen,  d.  h. 
es  ist: 

(ab,  bc)  =  Ä;        (bb,  ca)  =  ^        (cb,  ab)  =  ^. 

Hieraus  geht  liervor,  dass  Fig.  ss.  • 

der  Kegelschnitt  vollständig 
bestimmt  ist,  sobald  von  ihm 
vier  Tangenten  und  der  Be- 
rührungspunkt auf  einer,  oder 
vier  Punkte  und  die  Tangente 
in  einem  derselben  gegeben 
sind,  was  auch  daraus  her- 
vorgeht, dass  mit  diesen  Be- 
stimmungsstücken drei  Paare 

entsprechender  Elemente 
zweier  projectivischer  Punkt- 
reihen oder  Strahlbüschel  ge- 
geben werden ,  also  die  ganze 
projectivische  Beziehung  be- 
stimmt ist.  Wir  finden  die 
Berührungs})unkte  auf  den 
andern  Tangenten,  wenn  a 
auf  21  bekannt  ist,  indem  wir 
dx,  ay,  az  ziehen  und  ihre 
Schnittpunkte  mit  ®,  ß,  35  aufsuchen,  oder  wir  linden  die  Tangenten 
in  beb,  wenn  die  Tangente  21  in  a  bekannt  ist,  indem  wir  die  Schnitt- 
punkte yßa,  in  welchen  21  den  Verbindungslinien  xy,  xz,  yz  begegnet, 
resp.  mit  den  andern  drei  Ecken  beb  verbinden. 

Wir  haben  ferner  in  §.  23  gesehen,  dass  irgend  zwei  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  von  sämmtlichen  in  zwei  projectivischen  Punkt- 
reihen getroffen  werden,  bei  denen  also  vier  Paare  entsprechender  Punkte 
denselben  Werth  des  Doppelverhältnisses  liefern.  In  unserer  Figur 
muss  also  eine  beliebige  fünfte  Tangente  des  Kegelschnitts  von  2(35©® 
in    vier  solchen  Punkten   getroffen  werden,    welche    denselben  Werth 
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des  Doppelverhältnisses  liefern,  Avie  die  vier  Schnittpunkte  ayßa  oder 
yhcch  u.  s.  f.,  also  schliessen  wir  umgekehrt: 

SämmtUche  Gerade,  welche  vier  feste  (xera(?e  2133(5®  in  vier  solchen 
PunMen  treffen,  dass  der  Wertli  des  Doppclverhältnisses  derselben  (bei  be- 
liebiger, aber  festgehaltener  Zuordnung,  §.  5)  constant  Weiht,  umhüllen 
einen  bestimmten  Kegelschnitt,  welcher  auch  die  vier  festen  Geraden  be- 
rührt, oder  anderseits :  SämmtUche  Funläe,  welche,  mit  vier  festen  Funlden 
abcb  verbunden,  vier  Strahlen  liefern,  deren  Doppelverhultniss  (bei  be- 
liebiger, aber  festgehaltener  Zuordnung)  constant  bleibt,  liegen  auf 
einem  bestimmten  Kegelschnitt,  welcher  auch  durch  die  vier  gegebenen 
FunJde  geht. 

♦  Ist  der  Werth .  des  Doppelverhältnisses  bei  bestimmter  Zuordnung 
gegeben,  so  ist  der  Kegelschnitt  nach  dem  Vorigen  eindeutig  bestimmt 
und  leicht  zu  ermitteln.  Ein  besonderer  Fall  ist  hierbei  von  Interesse, 
nämlich  wenn  der  Wertli  des  Doppelverhältnisses  ==  —  1  ist,  also 
harmonische  Beziehung  auftritt  (S.  12);  wir  erhalten  aus  dem  Vorigen 
folgende  Sätze: 

Sind  vier  beliebige  Gerade  5tS(5S)  in  der  Ebene  gegeben,  und  ivird 
eine  Gerade  gesucht,  ivelche  von  ihnen  in  vier  harmonischem  Purdäen  ge- 
troffen tverde,  so  bestellt  der  Ort  derselben  aus  den  sämmtlichen  Tangenten 
von  drei  bestimmten  Kegelschnitten,  ivelche  selbst  die  vier  gegebenen  Geraden 
berühren;  es  lassen  sich  nämlich  die  vier  Geraden  auf  drei  Arten  in  zwei 
Paare  theilen,  ivelche  die  gesuchte  Gerade  immer  in  zugeordneten  Ptmkteti 
treffen:  5193  und  S®,  5t©  imd  932),  33(5  und  2t®;  für  jede  dieser  drei 
Zuxjrdnimgen  besteht  der  Ort  der  gesuchten  Geraden  aus  den  sämmtlichen 
Tangenten  eines  Kegelschnitts,  ivelcher  dem  Vierseit  2t  93  (5  3)  cinbeschricbcn 
ist,  und  dessen  Berührungspunkt  auf  je  einer  dieser  vier  Tangenten  ge- 
funden wird,  indem  man  zu  den  drei  Schnitfpunhten  mit  den  andern  den 
vierten  harjnonisehen  Punkt  aufsucht.     Oder  andererseits: 

Soll  ein  Punkt  gefunden  werden,  dessen  Verbindungsstrahlen  mit 
vier  festen  Punkten  at)cb  vier  harmonisclic  Strahlen  sind,  so  besteht  der 
Ort  desselben  aus  drei  bestimmten  Kegelschnitten,  welche  dem  Viereck 
abcb  umbeschrieben  sind,  je  nachdem  man  die  nach  ab  und  cb,  oder 
nach  bc  uml  a'i^,  oder  nach  ac  und  bb  hingehenden  Strahlenpaare  als 
zugeordnet  annimmt.  Für  jeden  dieser  drei  Kegelschnitte  iverden  die 
Tangenten  in  den  Punkten  abcb  gefunden,  indem,  man  je  einen  derselben 
mit  den  drei  andern  verbindet  und  den  vierten  hctrmonischen  Strahl  auf- 
sucht. [Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  von  solchen  drei  Kegelschnitten 
entweder  a)  alle,  drei  Hyperbeln  sind,  wenn  nämlich  die  vier  Punkte 
abcb  so  liegen,  dass  einer  innerhalb  des  von  den  drei  andern  gebildeten 
Dreiecks  sich  befindet,  oder  b)  zwei  Hyperbeln  und  der  dritte  Ellipse 
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ist,  wenn  nämlich  die  vier  Punkte  abcb  so  liegen,  dass  jeder  ausser- 
halb des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet.] 

Solche  drei  dem  Vierseit  einbeschriebene  oder  dem  Viereck  umbe- 
schriebene Kegelschnitte  heissen  harmonische  Kegelschnitte,  und  umgekehrt 
heissen  vier  harmonische  Tangenten  eines  Kegelschnitts  vier  solche  Tangenten, 
w^elche  von  einer  beliebigen  in  vier  harmoniscliQnPunkten  getroffen  wrerden, 
und  vier  harmonische  FunJctc  eines  Kegelschnitts  vier  solche,  welche  mit 
einem  beliebigen  andern  Punkt  des  Kegelschnitts  verbunden  vier  har- 
monische Strahlen  liefern.  Es  ist  leicht,  auf  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitte vier  harmonische  Punkte  oder  vier  harmonische  Tangenten 
an  demselben  auf  unzählig  viele  Arten  zu  ermitteln,  und  aus  §.  23 
geht  zugleich  hervor,  dass  vier  harmonische  Tangenten  eines  Kegelschnitts 
in  vier  Jmrmonischen  Punkten  desselben  herühren  und  umgekehrt.  Vier 
harmonische  Punkte  auf  einem  Kegelschnitt  müssen  nämlich  immer 
so  liegen,  dass  die  Verbindungslinie  zweier  zugeordneten  durch  den 
Schnittpunkt  der  Tangenten  in  den  beiden  andern  zugeordneten  Punkten 
hindurchgeht,  und  hieraus  folgt,  dass  es  zu  zwei  beliebigen  Punkten 
eines  Kegelschnitts,  welche  als  zugeordnete  gewählt  werden,  unendlich 
viele  andere  Paare  zugeordneter  Punkte  giebt,  die  mit  jenen  beiden 
immer  vier  harmonische  Punkte  des  Kegelschnitts  bilden,  und  dass 
die  Verbindungslinien  (Sehnen)  aller  dieser  Paare  durch  einen  festen 
Punkt  laufen. 

Kehren  wir  zu  der  allgemeineren  Figur  von  vier  beliebigen  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  und  den  vier  Berührungspunkten  zurück,  so  können 
wir  das  Vierseit  festhalten  und  das  Viereck  verändern,  oder  auch  das 
Viereck  festhalten  und  das  Vierseit  verändern.  Ersteres  geschieht, 
indem  wir  einen  Berührungspunkt  a  die  feste  Tangente  %  durchlaufen 
lassen,  letzteres,  indem  wir  um  eine  Ecke  a  die  Tangente  %  drehen. 
Wir  erhalten  dadurch  eine  Schaar  von  unendlich  vielen  Kegelschnitten, 
welche  dieselben  vier  Tangenten  haben,  und  ein  Büschel  von  unendlich 
vielen  Kegelschnitten,  welche  durch  dieselben  vier  Punkte  gehen,  auf 
deren  Untersuchung  wir  aber  erst  im  dritten  Abschnitt  näher  ein- 
gehen wollen.  Für  jetzt  genüge  es,  indem  wir  die  vier  Tangenten 
?I33(5S)  festhalten,  zwei  Kegelschnitte  ins  Auge  zu  fassen,  welche  in 
den  Punkten  obcb  und  a^bk^b^  dieselben  vier  Tangenten  berühren; 
für  das  zweite  Viereck  a^bk^b^  gilt  natürlich  ganz  dasselbe,  wie  für 
das  erste;  seine  Diagonalpunkte  sind  also  auch  -ti/s:  insbesondere 
schneiden  sich  ab  und  d^b^  in  0.  Weil  nun  aayz  vier  harmonische 
Punkte  sind,  also  ya,  ya,  yy,  yz  vier  harmonische  Strahlen  und 
(oa^,  hh^)  =  y  ist,  so  muss  (ab^,  bo^)  auf  dem  vierten  harmonischen 
Strahle,  d,  h.  yy  oder  xy  liegen  (S.  18).     Die  vier  von  0  ausgehenden 


126  Zweiter  Abschnitt. 

Strahlen  a  (O^a'bc)  treifeu  also  die  vier  von  b  ausgehenden  b  (o^b^cb) 
in  vier  Punkten  derselben  Geraden  xyy]  wir  erhalten  daher  zwei  per- 
spectivische  Strahlbüschel,  und  nach  Seite  7  sind  mithin  die  beiden 
Strahlbüschel  a  (a^b^cb)  und  b  (a^b^cb)  projectivisch,  folglich  liegen 
die  sechs  Punkte  abcbo^b^  auf  einem  Kegelschnitt;  in  gleicher  Weise 
zeigt  sich,  dass  auch  abcba'c^  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  müssen 
und,  da  dieser  durch  fünf  Punkte  schon  bestimmt  ist  (S.  97),  auf 
demselben  Kegelschnitt;  folglich  liegen  alle  acht  Punkte  abcba^b'c^b^ 
auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt,  oder: 

Die  acht  Berührungspunkte  von  irgend  zwei  demselben  Vicrseit  ein- 
heschriebenen  Kegelschnitten  liegen  allemal  auf  einem  neuen  Kegelschnitte. 

In  gleicher  Weise  wird  der  analoge  Satz  bewiesen: 

Die  acht  Tangenten  in  vier  gemeinschaftlichen  Punkten  mveier  Kegel- 
schnitte berühren  allemal  einen  neuen  Kegelschnitt. 

Diese  beiden  demselben  Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitte 
bieten  noch  andere  Eigenthümlichkeiten  rücksichtlich  der  Lage  ihrer 
Berührungspunkte  zu  den  Gegenecken  des  Vierseits  und  den  gegen- 
seitigen Schnittpunkten  der  beiden  Kegelschnitte  dar,  deren  nähere 
Untersuchung  uns  hier  zu  weit  führen  würde.  (Vgl.  Steine)".  Lehrsätze, 
Crelle's  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik.  Bd.  44  Seite  275 
und  Bd.  45  Seite  219.)     (Siehe  Aufgaben  und  Sätze.) 

Auch  wollen  wir  hier  nicht  auf  eine  allgemeine  Eigenschaft  des- 
jenigen Kegelschnitts,  welcher  die  acht  Berührungspunkte  zweier  dem- 
selben Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitte  enthält,  eingehen,  weil 
dieselbe  aus  späteren  Betrachtungen  unmittelbar  hervortritt  (§.  31 
und  §,  56).  Wir  konnten  aus  der  in  diesem  Paragraphen  untersuchten 
Figur  leicht  zu  den  sogenannten  Polar-Eigenschaften  des  Kegelschnitts 
übergehen,  ziehen  es  indessen  vor,  dieselben  etwas  später  aus  ursprüng- 
licheren Betrachtungen  abzuleiten. 

§.  28.     Das  Hexagrammum  mysticum  und  die  Steiner'sche  Erweiterung 

desselben. 

Wir  haben  bereits  (S.  97)  gesehen,  dass  im  Allgemeinen  fünf 
Punkte  zur  Bestimmung  des  Kegelschnitts  nothwendig  sind,  und  dass 
er  durch  dieselben  eindeutig  bestimmt  wird.  Damit  sechs  Punkte  auf 
demselben  Kegelschnitt  liegen,  ist  eine  Bedingung  zwischen  ihnen 
erforderlich,  welche  darin  besteht,  dass,  wenn  die  Punkte  mit  DBiCibch 
bezeichnet  werden,  die  beiden  Strahlbüschel  von  je  vier  Strahlen: 

jB(abcb)  =  i?,  (abcb) 
dasselbe  Doppelverhältniss  haben;  diese  Bedingung,  deren  Umkehrung 
zulässig  ist,  haben  wir  bereits  oben  anders  aufgefasst  und  daraus  das 


# 
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von  Pascal  mit  dem  Namen  Hexagrammuni  mysticum  bezeichnete  Theorem 
geschlossen,  auf  welches  wir  jetzt  noch  einmal  näher  eingehen  wollen. 

Ziehen  wir  die  Verbindungslinien  ob  und  ac  und  lassen  die 
erstere  von  den  vier  Strahlen  jB?(ai)Cb)  und  die  letztere  von  den  vier 
Strahlen  2?^  (abcb)  treffen,  so  erhalten  wir,  weil  jene  Djappelverhält- 
nisse  gleich  sind,  auf  ob  und  OC  vier  Paare  entsprechender  Punkte 
zweier  projectivischer  Punktreihen,  nämlich: 

0  6  (-Bc,  ob)        {B'Q,  ob) 

0        (-^ib,  oc)  c  (-Bi^,  ac) ; 

da  der  Schnittpunkt  0  zwei  entsprechende  Punkte  enthält,  so  sind  die 
Punktreihen  in  perspectivischer  Lage,  also  die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  laufen  durch  einen  Punkt,  d.  h. 

B^h  Bt  [(5b,  ob),  {B,\i,  oc)] 

laufen  durch  einen  Punkt,  oder  was  dasselbe  sagt,  die  drei  Punkte: 

{B^\),  Bi)        (Bh,  ob)      .  {B,h,  oc) 
liegen  auf  einer  Geraden;  diese   drei  Punkte  lassen   sich   als  Schnitt- 
punkte gegenüberliegender  Seiten  eines  einfachen  Sechsecks  auffassen, 
dessen  Ecken  in  gewisser   Reihenfolge   die   sechs    Punkte   des   Kegel- 
schnitts sind;  in  der  That,  dieses  Sechseck  lautet: 

j^iboc^b, 
und  wir  schliessen   daraus:    Werden  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts  in 
heliehige}'  Beihcnfolge  m  einem  einfachen  Sechsech  verlmnilcn,  so  liegen  die 
drei  SchnittpunJcte  der  gegenüberliegenden  Seiten  auf  einer  Geraden. 

Dieser  Satz  ist  offenbar  auch  umzukehren:  Liegen  die  drei  Schnitt- 
punkte von  drei  Linienpaaren  auf  einer  Geraden  und  man  fasst  die 
letzteren  als  die  gegenüberliegenden  Sei^n  eines  einfachen  Sechsecks  auf, 
so  liegen  die  sechs  Ecken  desselben  auf  einem  Kegelschnitt;  denn 
seien  die  drei  Linienpaare  ah,  a^h^^,  a^h^,  deren  Schnittpunkte  auf  einer 
Geraden  liegen,  so  lassen  sich  dieselben  als  gegenüberstehende  Seiten 
eines  einfachen  Sechsecks  auffassen,  dessen  Seiten  in  der  Reihenfolge 
stehen: 

ah.^ayh  «^  h^  , 
und  dessen  Ecken  also  sind: 

{a\^     ih^a^)     («!&)     {})a^)     {a^^hy)     (h^a)  . 
Diese   sechs  Ecken   müssen  nun  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,    weil 
die  vier  Strahlenpaare: 

{aM    {(«1^);  K^a);  (ba.,),  (b^a)]      ■ 
{ah,)   {(«!&),  («i&J,  (?>a,),  (&!«)} 
projectivisch    sind    aus    folgendem    Grunde:    die    ersten    vier    Strahlen 
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treffen  nämlich  die  Gerade  a^  und  die  letzten  vier  Strahlen  die  Gerade 
h  in  den  Punktpaaren: 

(a^h)  {aM  (a^a^)     (aM 

{a,h)  {hh,)  (hn,)     (ah), 

und  die  ersten  vier  Punkte  liegen  mit  den  letzten  vier  perspectivisch: 
denn  der  Punkt  («i?>)  ist  gemeinschaftlich,  und  die  drei  anderen  Ver- 
bindungsstrahlen : 

schneiden  sich  in  einem  Punkte,  weil  die  Schnittpunkte  ah  nj)^  n^h, 
in  einer  Geraden  liegen;  hierdurch  ist  der  umgekehrte  Satz  erwiesen 
und  lässt  sich,  wie  wir  aus  der  Bezeichnung  der  sechs  Ecken  erkennen, 
auch  so  aussprechen: 

Wenn  von  den  neun  Punhten,  in  tvelchen  die  Seiten  eines  Dreiseits 
nci^a.^  die  Seiten  eines  andern  hhjK^  treffen ,  drei  in  gerader  Linie  liegen, 
so  liegen  die  übrigen  sechs  auf  einem  Kegelschnitte. 

In  ganz  gleicher  Weise  wird  der  analoge  (Brianehon' sehe)  Satz 
und  sein  umgekehrter  abgeleitet  und  erscheint  als  eine  andere  Aus- 
drucksweise für  die  Gleichheit  zweier  Doppelverhältnisse: 

Werden  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  in  irgend  welcher  Reihen- 
folge zu  einem  einfachen  Sechsseit  zusammengefasst ,  so  laufen  die  drei 
Verbindungslinien  der  gegenid)er -liegenden  Ecken  durch  einen  Punkt,  und 
umgekehrt:  Laufen  die  Verbindungslinien  von  drei  Punktpaaren  durch 
einen  Punkt,  und  man  fasst  dieselben  als  gegenüberliegende  Ecken 
eines  einfachen  Sechsecks  auf,  so  berühren  seine  sechs  Seiten  einen 
und  denselben  Kegelschnitt. 

Beide  Sätze  lassen  sich  in  Verbindung  bringen  und  führen  dann 
zu   einem   neuen  Satze.      Fasse^^wir  nämlich  in  dem  obigen  Sechseck 

B,     b     a     c    B    h 

die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auf: 

{B,h,  J5c)    {Bh,  ob)    (J?jb,  ac), 

welche  in  gerader  Linie  liegen  müssen,  so  haben  wir  zugleich  drei 
Punktpaare,  deren  Verbindungslinien  durch  einen  Punkt  laufen,  nämlich: 

Bi     und     h 
B      und     c 

(5b,  ab)    und    (i?,b,  Qc).  ^ 

Nehmen  wir  diese  als  gegenüberliegende  Ecken  eines  einfachen 
Sechsseits,  so  lassen  sich  die  Ecken  desselben  in  folgender  Reihe  zu- 
sammenstellen: 

B^      (^ib,  ac)      c      b      {ba,  bJ5)      B 
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und  hieraus  folgen  die  auf  einander  folgenden  Seiten: 

B.h        oc        cb        ha        hB        BB,. 

Diese  sechs  Linien  müssen  nach  dem  vorigen  Satze  einen  Kegel- 
schnitt berühren;  sie  sind  nichts  anderes,  als  die  Seiten  der  beiden 
Dreiecke  obc  und  BBj^h]  wir  schliessen  hieraus  den  Satz: 

Wenn  die  sechs  Ecken  zweier  Breieclx  auf  einem  Kegelschnitt  liegen, 
so  heriiJiren  die  sechs  Seiten  derselben  einen  zweiten  Kegelschnitt; 
und  zugleich  den  parallel  laufenden  Satz,  welcher  der  umgekehrte  ist: 

Wenn  die  sechs  Seiten  ztvder  Breiseite  einen  Kegelschnitt  herühren, 
so  liegen  die  seclis  Echen  derselben  auf  einem  zweiten  Kegelschnitt. 

Da  der  Kegelschnitt  sowohl  durch  fünf  Tangenten  als  auch  durch 
fünf  Punkte  eindeutig  bestimmt  ist,  so  lässt  sich  dasselbe  Ergebniss 
auch  so  aussprechen: 

Haben  zwei  Kegelschnitte  eine  solche  Lage  zu  einander,  dass  es 
ein  Dreieck  giebt,  welches  gleichzeitig  dem  einen  um-  und  dem  andern 
einbeschrieben  ist,  so  giebt  es  unzählig  viele  Dreiecke  derselben  Be- 
schaffenheit, indem  jeder  Punkt  des  umbeschriebenen  Kegelschnitts  als 
Ecke  eines  neuen  Dreiecks  aufgefasst  werden  kann,  dessen  Seiten 
Tangenten  des  andern  Kegelschnitts  sind. 

Die  besonderen  Fälle,  welche  sich  aus  dem  PasmZ'schen  und 
Brianchon' sehen  Satze  ergeben,  wenn  wir  zwei  auf  einander  folgende 
Ecken  des  einbeschriebenen  Sechsecks  zusammenfallen  lassen,  also 
eine  Seite  desselben  zur  Tangente  des  Kegelschnitts  machen,  oder 
andererseits,  wenn  wir  zwei  Seiten  des  umbeschriebenen  Sechsseits  zu- 
sammenfallen lassen,  also  ihren  Schnittpunkt  zum  Berührungspunkt 
machen,  dürfen  wir  hier  übergehen,  weil  ein  Theil  der  daraus  ent- 
springenden Sätze  in  dem  Früheren  (§.  20 — 23,  §.  27)  enthalten  ist; 
wir  wollen  aber  die  vollständige  Figur  eines  Sechsecks  im  Kegelschnitt 
näher  untersuchen  und  die  von  Steiner  angegebenen  Eigenschaften  der- 
selben herleiten.  . 

Sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts,  der  Kürze  wegen"  mit  123456 
bezeichnet,  lassen  sich  auf  sechzig  verschiedene  Arten  zu  einem  ein- 
fachen Sechseck  verbinden;  von  sämmtlichen  1.2.3.4.5.6  Per- 
mutationen liefern  nämlich  immer  zweimal  sechs  dasselbe  Sechseck, 
nämlich  z.  B. 


123456 
6  5  4  3  2  1 


2  3  45  6.1 13  456  12 
165432  2  16543 


456123 
3  2 J  6  5  4 


56  1234 
432165 


612345 
543216, 


da  man  die  sechs  Ecken  in  derselben  Reihenfolge  in  einem  und  dem 
entgegengesetzten   Sinne    durchlaufen    und   ausserdem  mit  jeder  Ecke 

Steiner,  Vorlesungen  II.     2.  Aufl.  9 


130  Zweiter  Abschnitt. 

j      9      3      4      r,      g 

beginnen  kann.     Es  bleiben  daher  nur     '  "    k    ß  =  ßO  Permuta- 

tionen übrig,  welche  verschiedene  Sechsecke  liefern.  Bei  jedem  der- 
selben liegen  nach  dem  Pascal'schen  Satze  die  drei  Schnittpunkte  der 
gegenüberliegenden  Seiten  in  einer  Geraden,  z.  B.  beim  Sechseck 
12  3  4  ö  ()  liegen  die  Schnittpunkte : 

(12,  45)         (23,  50)         (34,  61) 

in  einer  Geraden;  solcher  Geraden,  welche  Pasmrsche  Linien  heissen 
mögen,  erhalten  wir  also  sechzig,  und  di*ese  haben  einen  eigenthüm- 
lichen  Zusammenhang;  aus  dem  auf  S.  04  behandelten  speciellen  Fall 
des  Pnscal'schen  Satzes  (in  welchem  der  Kegelschnitt  durch  ein  Linien- 
paar vertreten  wird)  ergiebt  sich  nämlich  zunächst  auf  ganz  dieselbe 
Weise   wie   dort,   dass  die  Pasm^schen  Linien  für  die  drei  Sechsecke: 

123456 

14  3  6  5  2 

16  3  2  5  4 

sich  in  einem  Punkte  schneiden  müssen.  Bezeichnen  wir  die  Schnitt- 
punkte der  gegenüberliegenden  Seiten: 

(12,  45)  =2h  (34,  16)  =2>2  (•■>6,  23)  =  p, 
(45,  36)  =  q,  (16,  25)  =  q,  (23,  14)  =  q, 
(36,  12)  =  r,         (25,  34)  =  r,         (14,  56)  =  r, 

so  liegen  ^i^aÄ  i^^  einer  Pasca^schen  Linie,  qiq^Q-^  in  einer  andern 
und  t\9\^r-^  in  einer  dritten;  es  ist  aber  aus  diesem  Schema  ersichtlich, 
dass 


ist. 


12  5  4  3  ( ) 
(12,  34)  (36,  25)  (45,  16)  oder 

(Pi'^i ,  Ih'T^)      (>•, (Ix ,  nA-i)      {QiPi ,  %P^>) 
in  einer  Geraden  liegen,  so  müssen  nach  einem  auf  S.  2C)  ])ewiesenen 
Satze  die  Verbindungslinien: 

Pilh  ^Az  h'^2 

sich  in  einem  Punkte  schneiden;  die  PasmV sehen  Linien  der  obigen 
drei  Sechsecke  laufen  also  durch  einen  Punkt,  welcher  Steiner' seh  fr 
Pimlit  heissen  soll;  ebenso  laufen  die  Pascal' Beheia.  Linien  der  drei 
Sechsecke: 


PAi  =45 

JM2  =  Ifi 

PA^  ■■ 

==23 

q,r,  =  m 

^2  r^  =  25 

<?;)  n  ■■ 

=-  14 

rrPr  =  12 

r,p,  =  34 

^'?.p^  ■ 

=  56 

und  da  in  dem  Sechsecke: 
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125436 

145632 

16  5  2  3  4 

durch  einen  Steiner^ sehen  Punkt ^  welcher  sein  GegenjmnJd  genannt 
werde.  (Dass  ein  Stnner'scher  Punkt  und  sein  Gegenpunkt  allemal 
ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind,  kann 
erst  später,  S.  159,  gezeigt  werden.)  Die  eine  Gruppe  von  drei  Sechs- 
ecken ist  nun  so  gebildet,  dass  die  erste,  dritte  und  fünfte  Ecke  fest- 
gehalten, die  zweite,  vierte  und  sechste  cyclisch  vertauscht  werden, 
während  Lei  der  andern  Gruppe,  wenn  wir  sie  so  schreiben: 

25436  1 

2  3  4  16  5 

214563 
die  vorhin  vertauschten  Ecken  fest  bleiben  und  die  übrigen  drei  cyclisch 
vertauscht  werden;  sobald  wir  aus  den  sechs  Punkten  12  3  4  5  6  irgend 
drei  Punkte  herausnehmen  und  sie  an  die  ungeraden  Stellen  der  Ecken 
versetzen,  lassen  sich  die  übrigen  drei  nur  auf  diese  sechs  Arten  da- 
zwischen als  geradstellige  Ecken  einfügen,  und  die  auf  diese  Weise 
erhaltenen  sechs  Sechsecke  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von  je  drei,  für 
welche  je  drei  Pasm^'sche  Linien  in  einem  Steiner'schen  Punkte  und 
seinem  Gegenpunkte  zusammenlaufen.     Da  nun  die  sechs  Punkte  auf 

r-^'-jj-  =  20  Arten  sich  zu  dreien  combiniren  lassen,  so  laufen  die  60 

Pascal' sehen  Linien  m  je  dreien  durch  20  Steiner' sehe  Punkte,  welche  in 
JO  Paare  von  Gegenpunlten  zerfallen.  Wir  werden  in  dem  später  fol- 
genden Tableau  die  60  Sechsecke  so  zusammenstellen,  dass  die  20 
>SYeme>"'schen  Punkte  aus  ihnen  vollständig  und  in  übersichtlicher  Weise 
hervortreten. 

Theilen  wir  zweitens  die  sechs  Punkte  des  Kegelschnitts  in  drei 
Paare  ab,  z.  B. 

12         34         56, 

so  lassen  sich  diese  Paare  unter  einander  und  die  Elemente  jedes 
Paares  unter  sich,  ohne  dass  ein  Paar  getrennt  wird,  auf  alle  mög- 
lichen Arten  nur  so  vertauschen,  dass  acht  verschiedene  Sechsecke  zum 
Vorschein  kommen,  weil  von  den  sämmtlichen  48  hervorgehenden 
Sechsecken  immer  6  identisch  werden;  diese  8  verschiedenen  Sechs- 
ecke lassen  sich  aber  in  vier  Paare  zertheilen,  welche,  wenn  wir  sie 
sämmtlich  mit  1  beginnen  lassen,  so  lauten: 

1  2  3  4  5  6  :  1  2  3  4  6  5  i  1  2  4  3  6  5 !  1  2  4  3  5  6 
1436521  143562|l  3456211  34652, 

9* 
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und  jedes  Paar  liesteht,  Avie  wir  sehen,  aus  zwei  Sechsecken,  deren 
Prt.<?mrsche  Linien  sich  in  einem  Steiner'Hchen  Punkte  treffen.  Nennen 
wir  der  Ordnung  gemäss  die  PaseaVschen  Linien  dieser  acht  Sechsecke: 


^1 
tu. 


"•2  '"■3  ""4  > 

so  dass   also  (?i»Wi)  {l-^ni^)  ih''^h)  (^4^".i)  ^^^^  Steiner' sehe  Punkte  sind, 
und  nehmen  wir  zuerst  nur  drei  Paare  Pascal' neher  Linien  heraus: 


12  3456(^0 
14  3  0  5  2  (m, ) 

'dann  wird  identisch: 


12  3  4  0  5  {l,) 
14  3  5  6  2  0%) 


12  43  6  5(/3) 

13  4502(^3), 


(IJ,)  =(23,5G) 
(U,)  =(34,51) 
(Im,)  =(12,36) 
lm^m,)  =  {U,m) 
(w.W3)  =  (34,62) 
(m;,0    =(12;  45). 

Diese  6  Punkte  lassen  sich  in  doppelter  Weise  als  die  Ecken  eines 
einfachen  Sechsecks  auffassen,  einmal  eines  solchen,  dessen  aufeinander- 
folgende Seiten  sind: 


l,     l^     \     m,     m.^ 


nio 


zweitens  aber  auch  eines  solchen  Sechsecks,  dessen  aufeinanderfolgende 
Seiten  sind: 

12     l,     56     m,     34     Zg. 

Beide  Sechsecke  haben  drei  nicht  zusammenstossende  Seiten  gemein. 
Das  letztere  Sechseck  ist  nun  offenbar  ein  PascaTsches,  d.  h.  einem 
Kegelschnitt  einbeschrieben,   denn  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten: 

(12,  m,)      (34,    l,)     (56,  l,) 
oder 

(12,  35)      (34,  61)     (56,  24) 

liegen  auf  einer  Geraden,  der  Pasm^schen  Linie  des  Sechsecks: 

124356; 
folglich  müssen  nach  der  oben  bewiesenen  Umkehrung  des  Pfifsm^schen 
Satzes   auch   die  3   Schnittpunkte    der   Gegenseiten  des   ersten  Seclis- 
ecks,  d.  h. 

{l,m,)        {l^m^)        il^m^) 

auf  einer  Geraden  liegen.  Li  ganz  gleicher  Weise  würde  zu  beweisen 
sein,  dass 

{l,m,)         {l,m.,)         (l^m^) 
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a., 


«, 


/?! 


Vi 


123465 
143562 
153264 
124356 
134652 
164253 
124365 
134562 
15  4  2  6  3 
153462 
143265 
123564 
15  2  4  6  3 
142365 
132564 
162453 
142356 
132654 


P 


\ 


auf  einer  Geraden  liegen  müssen;  mithin  liegen  alle  vier  Äfcmer'sclien 

Punkte: 

(l^M^)        {\m^)         (l.^m^)        (l^m^) 

auf  derselben  Geraden,  welche  wir  Steiner' sehe  Gerade  nennen  wollen, 
und  da  sich  die  sechs  Punkte  nur  auf  15  Arten  in  drei  Paare  theilen 
lassen,  wie  leicht  einzusehen  ist,  so  folgt,  dass  die  20  Steiner' selten 
Funkte  m  je  vier  auf  15  Geraden  liegen'-^). 

Die  60  Sechsecke  lassen  sich  nun  in  ein  Tableau  bringen,  aus 
welchem  die  Lage  der  20  Steiner  sehen  Punkte  zu  den  15  Steiner  sehen 
Geraden  klar  hervortritt;  dies  ist  folgendes: 

123456 

143652 

163254 

132465 

142563 

152364 

142536 

152634 

1  62435 

126453 
.  146352 
1  136254 

164352 

13  4  2  5  6 

124653 

162534 

152436 

142635 

1 62543 

152346 

132645 

163452 

143256 

123654   * 

Dieses  sind  sämmtliche  60  verschiedene  Sechsecke;  jedes  derselben 
liefert  eine  Pasm^sche  Linie.     Die  Punkte: 


ß■^ 


n 


A; 


73 


132456 
14  2  6  5  3 
16  2  3  5  4 
132546 
152643 
162345 
12  3  5  4  6 
^  15  3  6  4  2 
( 163245 
154362 
134265 
124563 
136452 
146  2  53 
126354 
163542 
153246 
123645 


•)   FlücJcer,   über  ein  neues  Princip  der  Geometrie,  Crclle's  Journ.     Bd.   V, 
S.  268  ff. 
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pjta^a^  «3  &i  62  h  ^'i  ^2  C3  «1  /3i  j'i  «^  ß^  y.^  «3  /Jg  ^3 
sind    die    20  Steiner' sehen  Punkte,   in    welchen    sich    die  Pasca^schen 
Linien    zu   je    dreien    schneiden,    und   zwar  je  zwei  gleichnamige  aus 
dem  lateinischen  und  griechischen  Alphabet  Gegenpunkte,  wie   z.  B. 
Cg  und  ^2  ^^-  s.-  f- 

Fig.  39. 


Die  15  /Sfeiwer'schen  Geraden,  auf  welchen  diese  20  Punkte  zu  je 
vieren  liegen,  sind  folgende: 

Ji  a,  ß,  y, 


P  «1  «2  «3 
P  bi    &2  ^3 

p   C\   €.>   C3 

«1  h^  y.,  y.^ 

Ci   «1  /32  ß., 


1t  «2  /^o  ;^2   ■ 

71  ^3  /33  73 

«3  ^'3  71  72 
&3  C3  «1  «2 
C3   «3  ßy  ^2  . 


«2  ''^i  Vi  Yx 

h    C.^  «3  «1 
C2   «2  /^s  /?! 

Die  15  Steiner' sehen  Geraden  schneiden  sich  also  mi  je  drei  in  den  20 
Steiner' sehen  FunMen.  Diese  20  Punkte  und  15  Geraden  bilden  hiernach 
eine  solche  Figur  (Fig.  39),  wie  sie  bereits  in  §.  11  und  §.  21  aufgetreten 
ist.*)  Dass  in  der  That  die  20  Steiner' scheu  Punkte  zu  je  vier  auf 
den  angegebenen  15  ^Sfemer'schen  Geraden  liegen,  erkennen  wir  aus 
dem  oben  zusammengestellten  Tableau  nach  dem  für  einen  Fall  durch- 
geführten Beweise,  wenn  wir  noch  berücksichtigen,  dass  dasselbe 
Sechseck,  immer  bei  dem  Punkte  1  angefangen,  in  doppelter  Weise 
gelesen  werden  kann,  z.  B,  163254  und  145236;  dass  aber  die  15 
5femer'schen  Geraden  zu  je  dreien  sich  in  den  20  /S'femer'schen  Punkten 

*)  Hesse,    „eine    Bemerkung   zum    PascaZ'schen    Theorem",    CrelWs    Journal 
Bd.  XLI,  S.  269. 
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schneiden,  sehen  wir  aus  dein  letzten  Schema,  bei  welchem  je  vier  in 
derselben  Horizontalreihe  stehende  Punlcte  immer  in  einer  Geraden 
liegen    und   jeder    der  20  Punkte   in  drei  Horizontalreihen  vorkommt. 

Die  Bildungsweise  des  obigen  Tableau  von  60  Sechsecken  ist 
leicht  ersichtlich.  Wir  gehen  aus  von  dem  Sechseck  123456  und 
bilden,  indem  wir  die  ungeradstelligen  Ecken  festhalten,  die  gerad- 
stelligen  aber  cyclisch  vertauschen,  die  drei  Sechsecke,  deren  Pascal' - 
sehe  Linien  sich  in  einem  Steiner^ sehen  Punkte  p  treffen.  Hieraus  er- 
halten wir  drei  andere  Gruppen  von  je  drei  Sechsecken,  welche  die 
Steiner  sehen  Punkte  aya^cts  liefern,  indem  wir  die  sechs  Punkte  123456 
in  drei  Paare  12  34  56  theilen  und  sowohl  die  Paare  unter  einander, 
als  auch  die  Elemente  je  eines  Paares  unter  sich  vertauschen,  ohne 
aber  die  Paare  zu  trennen.  Zugleich  bilden  wir  nach  der  oben  an- 
gegebenen Weise  die  Gegenpunkte  Jta^agag  . 

Eine  zweite  Gruppe  von  drei  Steiner  sehen  Punkten  hj).^l).,  die 
mit  p  auf  derselben  Geraden  liegen,  erhalten  wir,  indem  wir  die  sechs 
ursprünglichen  Punkte  in  die  drei  Paare  14  25  36  theilen  und  mit 
denselben  die  eben  beschriebene  Operation  vornehmen;  die  in  bekann- 
ter Weise  zu  bildenden  Gegenpunkte  sind  ß^ß^ßi  •  Endlich  theilen 
wir  die  gegebenen  Punkte  in  die  drei  Paare  16  23  45  und  gelangen 
dadurch  zu  den  Punkten  c^CgCg,  die  ebenfalls  mit  p  in  gerader  Linie 
liegen,  und  deren  Gegenpunkte  fiy-^y-^  sind.  Hierdurch  werden  sämmt- 
liche  60  Sechsecke  erschöpft,  und  wir  gelangen  zu  den  20  >S'femerschen 
Punkten,  von  denen  ersichtlich  wird,  dass  dur-ch  jeden  drei  bestimmte 
Gerade  gehen,  während  jede  dieser  Geraden  4  Punkte  enthält,  wie 
oben  angegeben  ist.  Die  weiteren  Eigenschaften  dieser  Figur,  welche 
Kirhnan,  Cayley  und  Salmon  hinzugefügt  haben,  übergehen  wir  hier 
(siehe  Aufgaben  und  Sätze);  auch  bedarf  die  gleichlaufende  Betrach- 
tung eines  dem  Kegelschnitt  umschriebenen  Sechsseits  und  die  Er- 
weiterung des  Brianchon' sehen  Satzes  keiner  Ausführung,  Aveil  man 
unter  der  Bezeichnung  123456  ebenso  sechs  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts, wie  sech^Punkte  desselben  verstehen  kann  und  hiernach  der 
Ausdruck  der  Eig^Rchaften  beider  Figuren  völlig  gleichlautend  wird. 


§.  29.    Auftreten  des  Punktsystems  und  Strahlsystems  beim  Kegelschnitt. 

Fassen  wir  den  Kegelschnitt  als  das  Erzeugniss  zweier  projecti- 
vischer Punktreihen  afec  . .  J  .  .  und  diB^Ci  .  .  J^  .  .,  deren  Träger  %  und 
%i  seien,  auf,  so  wissen  wir  (§.  21),  dass  für  irgend  zwei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  11^  und  \)\)^  der  Schnittpunkt   (jl)o  i'itj)  auf  der- 
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selben  festen  Geraden  liegt,  welche   durch  die  Berührungspunkte  der 
lig.  40.  beiden  Träger  geht  (Fig. 

40).  Wir  können  aber 
auch  umgekehrt  schliessen, 
dass,  wenn  wir  irgend 
einen  Punkt  P  dieser  Ge- 
raden mit  einem  Paar 
entsprechender  Punkte  j  j^ 
verbinden,  diese  Strahlen 
die  Träger  51^51  in  zwei 
neuen  Punkten  ^^  und  ij 
treffen,  welche  entspre- 
chende sein  müssen.  Hal- 
ten wir  nun  den  Punkt  P 
fest  und  verändern  das 
erste  Paar  Jjj  gemäss  der  projecti vischen  Beziehung  auf  den  beiden 
Trägern  51 51^,  so  erhalten  wir  in  P  zwei  auf  einander  liegende  pro- 
jectivische  Strahlbüschel ,  beschrieben  von  den  Strahlen  Pj  und  Pj, ; 
diese  beiden  projectivischen  Strahlbüschel  liegen  in  der  eigenthüm- 
lichen  Weise  auf  einander,  dass  dem  Strahl  Pj,  wenn  wir  ihn  als 
Pl)i  (einen  Strahl  des  andern  Strahlbüschels)  auffassen,  derjenige 
Strahl  P^  entspricht,  welcher  mit  Pjj  coincidirt,  dass  also  die  ent- 
sprechenden gleichen  Winkel  jP^  und  tjiPji  verkehrt  auf  einander 
fallen;  hieraus  erkennen  wir  (Seite  59),  dass  die  Strahlenpaare  F^ 
und  Pj^  ein  Strahlsystem  bilden  oder,  was  dasselbe  sagt,  involutorisch 
liegen.  Zugleich  wird  auf  jedem  der  beiden  Träger,  sowohl  auf  % 
durch  die  Punkte  jtj,  als  auch  auf  %  durch  die  Punkte  j^tji  ein 
Punktsystem  fixirt  und  zwar  erhalten  wir  zu  5  den  conjugirten  Punkt 
t),  indem  wir  den  entsprechenden  Punkt  j^  mit  ein  und  demselben  festen 
Punkte  P  der  Berührungssehne  beider  Träger  verbinden  und  den 
Schnittpunkt  dieser  Verbindungslinie  mit  2t  aufsuchen.  Durch  Ver- 
änderung des  Punktes  P  auf  der  Berührungssehne  verändern  sich  das 
Strahlsystem  und  die  beiden  Punktsysteme  auf  (^|  Trägern. 

Es  ist  leicht  zu  erkennen,  wann  das  in  p'^ntstehende  Strahl- 
system ein  elliptisches  und  wann  es  ein  hyperbolisches  sein  wird. 
Seien  nämlich  e  imd  f^  die  in  dem  Schnittpunkte  der  Träger  vereinig- 
ten und  Ci  und  f  ihre  entsprechenden  Punkte;  ist  also  fe^  die  Be- 
rührungssehne, so  wird  diese  unendlich  lange  Gerade  durch  die  Punkte 
f  und  e^  in  zwei  Gebiete  getrennt;  das  eine  ist  die  endliche  Strecke 
zwischen  f  und  e^,  das  andere  besteht  aus  den  beiden  unendlichen 
Stücken  ausserhalb  der  Strecke  fe^,  von  f  bis  00  und  von  00  bis  e^. 
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Wenn  nun  irgend  ein  Projections strahl  n^  die  Berührungsselme  inner- 
halb der  Strecke  fe^  trifft,  so  entspricht  dem  endlichen  Stück  ef  des 
Trägers  51  das  im  Unendlichen  zusammenhängende  Stück  e^  oo  f^  des 
Trägers  St^  und  dem  im  Unendlichen  zusammenhängenden  Stück  f  oo  e 
des  ersten  Trägers  %  das  endliche  Stück  f^e^  des  Trägers  St^;  hieraus 
folgt  aber  nach  der  Figur,  dass  sämmtliche  Projectionsstrahlen  die 
Beriihrungssehne  fe^  innerhalb  der  Strecke  \^^  treffen  müssen  und  das 
andere  Gebiet  der  Berührungssehne  von  keinem  Projectionsstrahl  ge- 
troffen wird  (der  Kegelschnitt  ist  Hyperbel  nach  dem  auf  S.  117  ge- 
gebenen Kriterium).  Wenn  dagegen  irgend  ein  Projectionsstrahl  JJ^ 
die  Berührungssehne  fe^  ausserhalb  der  Strecke  fe^  trifft,  so  entsprechen 
sich  die  endlichen  Strecken  ef  und  eJi  und  die  im  Unendlichen  zu- 
sammenhängenden Theile  e  oo  f  und  Cj  oo  f^  ;  in  diesem  Falle  müssen 
sämmtliche  Projectionsstrahlen  die  Berührungssehne  fe^  ausserhalb  der 
Strecke  fei  treffen,  und  das  endliche  Stück  fe^  wird  von  keinem  Pro- 
jectionsstrahl getroffen  (der  Kegelschnitt  ist  Ellipse  oder,  wenn  die 
Punktreihen  insbesondere  projectivisch- ähnlich  sind,  Parabel). 

Nehmen  wir  nun  den  ersten  Fall  an,  so  wird,  wenn  P  zwischen  fe^ 
Berührungsselme  liegt,  das  Strahlsystem  hyperbolisch  sein,  weil  auf  der 
Pf  und  Pfi  durch  Pj  und  Pj^  nicht  getrennt  werden  (S.  61),  dagegen, 
wenn  P  ausserhalb  der  Strecke  fe^  liegt,  wird  es  elliptisch  sein,  weil 
Pf  und  Pfi  durch  Pj  und  Pj^  getrennt  werden;  im  zweiten  Fall  ist 
es  gerade  umgekehrt;  liegt  P  zwischen  fe^,  so  ist  das  in  ihm  ent- 
stehende Strahlsystem  elliptisch,  liegt  P  dagegen  ausserhalb  der  Strecke 
fe^,  so  ist  das  Strahlsystem  hyperbolisch.  Wir  können  aber  beide 
Fälle  zusammenfassen,  wenn  wir  dasjenige  (unendliche)  Gebiet  der 
Ebene,  welches  von  sämmtlichen  Projectionsstrahlen  erfüllt  wird  (S.  91), 
als  ausserhalb  des  Kegelschnitts  bezeichnen  und  dasjenige  Gebiet  der 
Ebene,  welches  von  keinem  Projectionsstrahl  getroffen  wird,  als  innerhalb 
des  Kegelschnitts;  der  Kegelschnitt  selbst  ist  die  Grenze  zwischen 
beiden  Gebieten.  Mit  dieser  Bezeichnung  lassen  sich  beide  Fälle  so 
zusammenfassen:  Liegt  P  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  so  ist  das  in  ihm 
entstehende  Strahlsystem  hyperbolisch,  liegt  P  innerhalb  des  Kegelschnitts, 
so  ist  sein  Strahlsystem  elliptisch.  Liegt  endlich  P  auf  dem  Kegel- 
schnitt selbst,  d.  h.  in  einem  der  Punkte  f  oder  e^,  so  nimmt  sein 
Strahlsystem  den  einseitigen  Charakter  an,  dass  die  zu  sämmtlichen  con- 
jugirten  Strahlen  in  einen  einzigen  zusammenfallen.  Es  ist  dies  der  auf 
S.  52  erwähnte  Uebergangsfall  eines  parabolischen  Strahlsystems.  Wir 
bemerken  noch,  dass  der  Unterscheidung,  ob  ein  Punkt  ausserhalb 
oder  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  die  Unterscheidung  zur  Seite 
steht,  ob  eine  Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten  trifft 
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oder  in  keinem.  Deim  wenn  eine  Gerade  den  Kegelschnitt  in  keinem 
Punkte  trifft,  so  fällt  sie  ganz  in  dasjenige  Gebiet  der  Ebene ,  welches 
von  allen  Projectionsstrahlen  erfüllt  wird,  also  sämmtliclie  Punkte 
von  ihr  liegen  dann  ausserhalb  des  Kegelschnitts;  wenn  dagegen  eine 
Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten  trifft,  so  begrenzen 
diese  auf  ihr  eine  endliche  Strecke  und  zwei  unendliche;  die  letzteren 
liegen  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  weil  sie  in  das  von  den  Pro- 
jectionsstrahlen erfüllte  Gebiet  fallen,  die  endliche  Strecke  innerhalb 
des  Kegelschnitts. 

Wenn  der  Punkt  P  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  also  sein 
Strahlsystem  ein  hyperbolisches  ist,  werden  die  beiden  Asymptoten 
desselben  offenbar  Projectionsstrahlen,  d.  h.  die  aus  P  an  den  Kegel- 
schnitt gelegten  Tangenten  sein,  weil  in  diesem  Falle  Pj^i  und  Pji^ 
zusammenfallen.  Das  Strahlsystem  ist  durch  die  beiden  Asymptoten 
vollständig  bestimmt,  und  jedes  Paar  conjugirter  Strahlen  ist  harmo- 
nisch zugeordnet  den  beiden  Asymptoten  (S.  60).  Da  nun  die  beiden 
aus  P  an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  immer  dieselben  bleiben, 
auf  wie  verschiedene  Weise  wir  auch  den  Kegelschnitt  als  Erzeugniss 
zweier  projectivischer  Punktreihen  auffassen  mögen,  so  folgt,  dass  das 
in  dem  Punkte  P  entstehende  Strahlsystem,  welches  aus  der  Erzeugung 
des  Kegelschnitts  durch  zwei  projectivische  Punktreihen  abgeleitet 
wurde,  unabhängig  ist  von  der  besonderen  Art  dieser  Erzeugung, 
d.  h.  immer  dasselbe  bleibt,  welches  Paar  projectivischer  Punktreihen 
wir  auch  als  erzeugendes  ansehen  mögen.  Dies  ist  allerdings  nur  fin- 
den Fall  erwiesen,  dass  P  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  also  ein 
reelles  Tangentenpaar  durch  ihn  geht;  es  gilt  aber  auch  in  dem  andern 
Falle,  wenn  P  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  und  kann,  wie  folgt, 
allgemein  nachgewiesen  werden. 

Denken  wir  uns  auf  den  Projectionsstrahlen  jjj  und  1)1)^  die  Be- 
rührungspunkte I  und  7}  ermittelt,  so  wissen  wir  (Seite  99),  dass  | 
und  7j  mit  P=  (j^i,  Ji^)  in  gerader  Linie  liegen  müssen,  dass  über- 
haupt (§.  23  und  27)  das  von  den  vier  Berührungspunkten  fCil?^  ge- 
bildete Viereck  und  das  von  den  vier  Tangenten  des  Kegelschnitts  in 
diesen  Punkten  (den  vier  Projectionsstrahlen)  gebildete  Vierseit  ein 
und  dasselbe  Diagonaldreieck  haben;  hieraus  folgt,  wenn  x  den  Schnitt- 
punkt der  beiden  Projectionsstrahlen  Jj^  und  t)^^  bezeichnet,  aus  den 
harmonischen  Eigenschaften  des  Vierecks  und  Vierseits  (S.  18),  dass 
die  beiden  Diagonalen  Pj  und  Pj^  harmonisch  zugeordnet  sind,  so- 
wohl mit  Pe  und  Px,  als  auch  mit  Pe^  und  P|;  also  sind  (S.  60) 
Pg  und  Pj^  als  die  Asymptoten  eines  hyperbolischen  Strahlsystems 
aufzufassen,  von  welchem  Pe  und  Px  ein  Paar  und  Pe^  und  P§  ein 
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zweites  Paar  conjugirter  Strahlen  sind;  aus  einem  früheren  Satze, 
welcher  dem  auf  Seite  67  (Anmerkung)  bewiesenen  analog  ist  und 
so  lautet:  „Sind  aa  und  l?ß  zwei  Paare  conjugirter  Strahlen  eines 
hyperbolischen  Strahlsystems,  dessen  Asymptoten  g  und  h  sind,  so 
bilden  allemal  die  drei  Strahlenpaare  aß,  ha  iind  (jli  drei  Paare  conju- 
girter Strahlen  eines  neuen  Strahl  Systems",  folgt,  dass  die  drei  Strah- 
lenpaare Pe,  Pe^,  Pj,  Pji  und  P^,  Px  Involution  bilden  oder  drei 
Strahlenpaare  desselben  Strahlsystems  sind;  dieses  Strahlsystem  ist 
das  nach  der  ursprünglichen  Erzeugung  des  Kegelschnitts  dem  Punkt 
P  zugehörige,  weil  es  durch  die  beiden  Paare  conjugirter  Strahlen 
Pe  und  PCi ,  Pg  und  Pj^  bestimmt  wird.  Fassen  wir  aber  statt  der 
beiden  ursprünglichen  Träger  %%^  die  beiden  Projectionsstrahlen  Jf^ 
und  ^^1  als  Träger  zweier  neuen  erzeugenden  Punktreihen  auf,  so  sind 
für  sie  |  und  r]  die  Berührungspunkte,  J  und  t)  ein  Paar  entsprechen- 
der Punkte  und  J,  und  Ijj  ein  zweites  Paar  entsprechender  Punkte, 
also  der  Schnittpunkt  (j^[,  J^t))  =  P  derselbe  vorhin  so  bezeichnete 
Punkt,  dessen  Strahlsystem  bei  der  neuen  Erzeugung  des  Kegelschnitts 
zunächst  das  Paar  conjugirter  Strahlen  Pj  und  P^  oder,  was  dasselbe 
ist,  Pj  und  Pji  und  dann  Px  und  Pi,  als  ein  zweites  Paar  conjugirter 
Strahlen  hat.  Da  nun  die  drei  Strahlenpaare  Pe  Pe^,  P^C' P^^^,  Px  P| 
demselben  Strahlsystem  angehören,  welches  durch  zwei  von  ihnen 
schon  bestimmt  ist,  so  coincidiren  die  Strahlsysteme  in  P  bei  der 
einen  und  der  andern  Entstehungsweise  des  Kegelschnitts,  unabhängig 
davon,  ob  P  ausserhalb  oder  innerhalb  desselben  liegt.  Das  Resultat 
der  vorigen  Untersuchung  lässt  sich  also  folgendermassen  zusammen- 
fassen: 

Jeder  Punld  P  in  der  Ehenc  eines  Kegelschnitts  ist  der  Mittelpunkt 
eines  hestimmten  dem  Kegelschnitt  zugehörigen  StroMsgstems ,  welches  da- 
durch erhalten  wird,  dass  man  eine  hclicbige  Gerade  durch  P  zieht,  tvelchc 
in  den  Punkten  f  und  e^  den  Kegelschnitt  trifft,  die  Tangenten  in  f  und 
e^  durch  die  sämmtlichen  Tangenten  des  Kegelschnitts  in  zwei  projeeti- 
vischen  Punktreihen  schneiden  lässt  und  immer  zivei  entsprechende  Punkte 
dieser  beiden  Punktreihen  J  und  J^  mit  P  verhindet,  wobei  Pj  und  Pj^ 
zwei  conjugirte  Strahlen  des  Strahlsystems  in  P  iverden.  Dieses  Strahl- 
system  ist  unabJiängig  von  der  Lage  der  Punkte^  und  t^,  deren  Tangenten 
(ds  Träger  der  den  Kegelschnitt  erzeugenden  Pimldreihen  aufgefässst  iverden, 
wenn  nur  f  und  Cj  mit  P  in  gerader  Linie  liegen.  Pas  Strahlsystem  ist 
hyperbolisch  oder  elliptisch,  je  nacJidem  der  Punkt  P  ausserhalb  oder 
innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt;  falls  es  hyperbolisch  ist,  sind  seine 
Asymptoten  die  aus  dem  Punkte  P  an  den  Kegelschnitt  zu  legenden  Tan- 
genten, also  jedes  Paar  conjugirter  Strahlen  zu  ihnen  harmonisch- zugeordnet. 
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Die  der  vorigen  zur  Seite  stehende  Betrachtung,  welche  von  der 
Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  zwei  projectivische  Strahlbüschel 
ausgeht,  bedarf  keiner  weiteren  Ausführung,  da  sie  der  obigen  un- 
mittelbar nachgebildet  .werden  kann;  es  genüge  daher  das  Resultat 
anzugeben: 

Jede  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  liegende  Gerade  ist  der  Träger 
eines  hestimmten  dem  KegelseJmitf  zugehörigen  PunTäsystems ,  ivelclies  da- 
durch erhalten  wird,  dass  man  von  einem  ihrer  PimJcte  das  Tangenten- 
paar  (f  und  e^)  an  den  Kegelschnitt  legt  und  die  Berührungspunkte  als 
die  Mittelpunkte  zweier  den  Kegelschnitt  erzeugender  projeetivischer  Strahl- 
hüschel  auffasst;  je  zivei  entsprechende  Strahlen  dieser  heideti  projectivischcn 
Strahlhilschel  treffen  die  gegebene  Gerade  in  zwei  conjugirten  Punkten  des 
ihr  zugehörigen  Punktsystems.  Dasselbe  ist  unabhängig  von  der  Lage  des 
Tangentenpaares  (fCi),  wenn  nur  sein  Schnittpunkt  attf  der  Geraden  liegt; 
CS  ist  hyperbolisch  oder  elliptisch,  je  nachdem  die  Gerade  den  Kegelschnitt 
in  zwei  reellen  Punkten  trifft  oder  nicht;  falls  es  hyperbolisch  ist,  sind 
seine  Asymptotenpunkte  die  beiden  Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitt, 
also  jedes  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punktsystems  zu  ihnen  Jtarmonisch- 
zugeordnet. 

Das  jedem  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  zugehörige 
Strahlsystem  steht  mit  dem  jeder  Geraden  zugehörigen  Punktsystem 
in  naher  Verbindung,  wie  sich  aus  folgender  Betrachtung  ergiebt: 

Sei  X  eine  beliebige  Gerade  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
und    a  einer  ihrer  Punkte,   von  welchem   sich   ein  Tangentenpaar  an 

Fig.  41. 


den  Kegelschnitt  legen  lasse,  welches  in  B  und  By  denselben  berühre; 
wird  alsdann  ein  beliebiger  Punkt  P  des  Kegelschnitts  mit  B  und  B^ 
verbunden,  so  treffen  nach  dem  letzten  Satze  BP  und  B^P  die  Gerade 
X  in  einem  Paare  conjugirter  Punkte  p  und  tc  desjenigen  Punktsystems, 
welches  der  Geraden  X  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört,  und 
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lassen  wir  den  Punkt  P  den  ganzen  Kegelschnitt  durchwandern,  so 
erhalten  wir  das  ganze  Punktsystem  auf  X;  insbesondere  ist  der  con- 
jugirte  Punkt  zu  a  derjenige  a,  in  welchem  die  Berührungssehne  BB^^ 
die  Gerade  X  trifft;  bei  dieser  Bewegung  von  P  tritt  nun  jedes  Punkt- 
paar des  der  Geraden  X.  zugehörigen  Punktsystems  zweimal  auf; 
denn  treffen  BF  und  B^P  in  p  und  %  die  Gerade  X,  so  muss  auch, 
wenn  J5n;  in  P^  dem  Kegelschnitt  zum  andern  Mal  begegnet,  B^B^  in 
demjenigen  Punkte  der  Geraden  X  begegnen,  welcher  der  zu  %  con- 
jugirte  Punkt  des  Punktsystems  ist,  d.  h.  in  j9;  also  dasselbe  Punkt-» 
paar  np  wird  auch  durch  das  Strahlenpaar  BB^  und  B^B^  hervor- 
gerufen. Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  von  BB^  und  BB^^  mit  x, 
so  ist  BBB^B^  ein  vollständiges  Viereck  im  Kegelschnitt,  dessen 
Diagonaldreieck  xpn  ist;  die  beiden  Tangenten  in  B  und  B^  sind  be- 
kannt; wollen  wir  zur  Vervollständigung  der  Figur  noch  die  beiden 
Tangenten  in  P  und  P^  ermitteln,  so  verbinden  wir  die  Schnitt- 
punkte, in  welchen  die  Diagonale  px  die  Tangenten  Ba  und  B^a  trifft, 
resp.  mit  P^  und  P  und  erhalten  dadurch  die  gesuchten  Tangenten; 
zugleich  wissen  wir  aus  §.  27,  dass  die  Tangenten  in  P  und  P^  sich  in 
demjenigen  Punkt  h  der  Geraden  X  treffen  müssen*,  welcher  der  vierte 
harmonische  zu  pna  ist,  dem  a  zugeordnet;  und  dass  die  Verbindungs- 
linie BB^  in  demjenigen  Punkte  /3  der  Geraden  X  begegnet,  welcher 
der  vierte  harmonische  ist  zu  pTta,  dem  a  zugeordnet;  folglich  ge- 
hören (nach  S.  67,  Anmerkung)  die  drei  Punktpaare  «a,  hß,  pn  dem- 
selben Punktsysteme  an,  welches  das  der  Geraden  X  zugehörige  ist. 
Suchen  wir  jetzt  das  dem  Punkte  x  zugehörige  Strahlsystem  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  und  betrachten  zu  diesem  Zwecke  die  in 
den  Endpunkten  der  durch  x  gehenden  Sehne  BB^  gezogenen  Tan- 
genten als  Träger  erzeugender  Punktreihen,  so  muss  nach  §.27  die 
Tangente  in  P  die  letzteren  in  jzwei  solchen  Punkten  treffen,  welche 
mit  X  verbunden  die  Strahlen  xp  und  xn  geben,  welche  ein  Paar  conju- 
girter  Strahlen  des  dem  x  zugehörigen  Strahlsystems  sein  müssen,  und 
da  andererseits  dem  Punkt  B  des  einen  Trägers  der  Schnittpunkt  a  des 
andern  entsprechend  ist,  so  sind  xB  und  xa  oder,  was  dasselbe  ist, 
xa  und  xa  ein  zweites  Paar  conjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems 
von  X]  in  gleicher  Weise  sind  auch  xh  und  xß  ein  drittes  Paar.  Wir 
sehen  also,  dass  das  dem  Punkte  x  zugehörige  Strahlsystem  mit  dem  der 
Geraden  X  mgehörigcn  Punktsystem  jjerspectivisch  liegt,  d.  h.  je  zwei 
conjugirte  Strahlen  des  Strahlsystems  durch  zwei  conjugirte  Punkte 
des  Punktsystems  gehen  und  umgekehrt.  Wenn  wir  nun  den  Punkt 
P  durch  den  ganzen  Kegelschnitt  bewegen,  so  wird  der  Punkt  x  dabei 
unverändert  bleiben,  weil  or  der  vierte  harmonische  zu  den  drei  festen 
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Punkten  BBid  ist,  dem  a  zugeordnet.  Bei  dieser  Bewegung  durch- 
läuft das  Punktpaar  pit  das  ganze  der  Geraden  X  zugehörige  Punkt- 
system und  das  Strahlenpaar  xp,  xn  das  ganze  dem  Punkt  x  zu- 
gehörige Strahlsystem.  Dieser  eigenthümliche  Zusammenhang  des 
Punktes  x  mit  der  Geraden  X,  wonach  das  Strahlsystem  des  einen 
und  das  Punktsystem  des  andern  in  perspectivischer  Lage  sich  be- 
finden, soll  im  folgenden  Paragraphen  weiter  ausgeführt  werden. 

§.  30.  Pol  und  Polare  des  Kegelschnitts.  Conjugirte  Punkte  und 
Strahlen   in  Bezug  auf  den   Kegelschnitt.     Tripel   conjugirter  Punkte 

und  Strahlen. 

Die  in  dem  -vorigen  Paragraphen  durchgeführte  Untersuchung 
gieht  eine  Menge  von  wichtigen  Eigenschaften  des  Kegelschnitts,  welche 
unter  dem  Namen  der  Folareigenschaffen  bekannt  sind.  Die  zuletzt 
besprochene  Bewegung  des  Punktes  P  auf  dem  Kegelschnitt,  bei 
welcher  der  Punkt  x  unverändert  bleibt,  zeigt  nämlich  zunächst,  dass, 
während  die  veränderliche  Sehne  Fl\  sich  um  den  festen  Punkt  x 
dreht,  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  F  und  F^  auf  der  festen 
Geraden  X  läuft,  ^dann  folgt  aus  der  harmonischen  Eigenschaft  des 
Vierecks,  dass  der  vierte  harmonische  Punkt  ß  zu  FF^x,  der  dem 
festen  Punkt  x  zugeordnet  ist,  auf  derselben  Geraden  X  sich  bewegen 
muss;  daher  gilt  der  Satz: 

Zielit  man  durch  einen  Funld  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
Strahlen,  ivelche  denselben  in  je  mvei  Funkten  treffen,  so  ist  der  Ort  des 
vierten  harmonischen,  dem  gegebenen  zugeordneten  FunMcs  auf  jedem 
Strahl  (tvührend  die  Schnittpunläe  das  ando'e  Faar  gugeordneter  Funkte 
bilden),  eine  gerade  Linie,  ivelche  den  Kegelschnitt  nicht  treffen  wird,  so- 
bald der  Funkt  innerJialb  des  Kegelschnitts  liegt,  dagegen  durch  die  beiden, 
Berührungspunkte  der  von  dem  gegebenen  Funkte  an  den  KegelscJmitt  sn 
legenden  Tangenten  geht,  sobald  der  Funkt  ausserhcdb  des  Kegelschnitts  liegt. 

Die  letzte  Bemerkung  geht  daraus  hervor,  dass,  wenn  durch  den 
gegebenen  Punkt  eine  Tangente  des  Kegelschnitts  geht,  auf  diesem 
Strahl  die  beiden  Schnittpunkte,  also  zwei  zugeordnete  von  vier  har- 
monischen Punkten  zusammenfallen,  folglich  auch  der  vierte  dem  festen 
Punkt  harmonisch-zugeordnete  in  jene  beiden  hineinfallen  muss  (S.  14) 
und  umgekehrt,  wenn  von  vier  harmonischen  Punkten  zwei  nicht  zu- 
geordnete zusammenfallen,  in  diesen  nothwendig  auch  einer  der  beiden 
übrigen  hineinfallen  muss.  Hieraus  ergiebt  sich  ein  bequemes  Mittel, 
durch  einen  gegebenen  Punkt  0  Tangenten  an  den  Kegelschnitt  zu 
ziehen,  welcher  gezeichnet  vorliegt:  Man  zjehe  durch  0  zwei  beliebige 
Strahlen  (oder  so  viele,  wie  man  willj,  welche  in  a  und  a,  b  und  ß 
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demselben  begegnen;  die  Schnittpunkte  (riß,  ha)  und  {ah,  aß)  mit 
einajider  verbunden  geben  eine  Gerade,  die  den  Kegelschnitt  in  den- 
jenigen beiden  Punkten  trifft,  deren  Verbindungslinien  mit  0  das  ge- 
suchte Tangentenpaar  sind;  denn  wegen  der  harmonischen  Eigenschaft 
des  Vierecks  geht  jene  Gerade  durch  die  vierten  harmonischen  Punkte 
auf  den  durch  0  gezogenen  Strahlen.  Trifft  die  so  ermittelte'Gerade 
den  Kegelschnitt  nicht,  so  giebt  es  keine  Tangenten  durch  0. 

Dieselbe  Gerade,  welche  oben  mit  X  bezeichnet  wurde,  ist  aber 
andererseits  auch  der  Ort  des  Punktes  h,  also  gilt  der  Satz:  Zieht 
man  durch  einen  Ftmlct  in  der  Ehene  eines  Kegelschnitts  Strahlen,  tvelche 
denselben  in  je  zivei  Punkten  treffen,  und  hestimmt  die  Tangenten  an 
letzterefi,  so  ist  der  Ort  des  SchnittpanMes  eines  jeden  solchen  Tangenten- 
paares eine  gerade  Linie,  welche  mit  der  im  vorigen  Satze  erhaltenen  identisch  ist. 

Hiernach  gehört  zu  jedem  beliebigen  Punkt  x  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  eine  bestimmte  Gerade  X,  welche  immer  reell  vorhanden 
ist,  weil  es,  wo  auch  der  Punkt  x  liegen  mag,  immer  Strahlen  durcli 
ihn  giebt,  welche  dem  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten  begegnen. 
Diese  dem  Punkte  x  zugehörige  Gerade  X  heisst  die  Polare  des  Punktes 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  sie  kann  auf  die  eine  oder  andere 
angegebene  Art  construirt  werden  und  besitzt  nach  dem  Vorigen  die 
charakteristische  Eigenschaft«,  dass  das  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
ihr  zugehörige  Punktsystem  mit  dem  dem  Punkte  zugehörigen  Strahl- 
system perspectivisch  liegt.  Ist  der  Punkt  ausserhalb  des  Kegelschnitts 
gelegen,  so  ist  seine  Polare  die  Berührungssehne  des  aus  ihm  an  den 
Kegelschnitt  zu  legenden  Tangentenpaars;  ist  der  Punkt  innerhalb  des 
Kegelschnitts  gelegen,  so  giebt  es  zwar  kein  Tangentenpaar  aus  ihm 
an  den  Kegelschnitt,  aber  die  Polare  hört  nicht  auf  zu  existiren,  son- 
dern ist  allemal  eine  bestimmte  in  der .  angegebenen  Weise  zu  con- 
struirende  Gerade,  welche  in  diesem  Falle  mit  dem  Kegelschnitt  keinen 
Punkt  gemein  hat;  ihr  Punktsystem  ist  elliptisch.  Liegt  endlich  der 
Punkt  auf  dem  Kegelschnitt  selbst-,  so  erkennen  wir  *aus  der  zweiten. 
Construction ,  dass  seine  Polare  die  Tangente  des  Kegelschnitts  in 
diesem  Punkte  ist.  Die  Tangente  des  Kegelschnitts  erscheint  also  als 
besonderer  Fall  der  Polare  für  solche  Punkte,  welche  auf  dem  Kegel- 
schnitt selbst  liegen. 

Wir  schliessen  ferner  aus  der  in  der  obigen  Figur  (Fig.  41)  vor- 
genommenen Bewegung,  indem  wir  den  Punkt  h  auf  der  Geraden  X 
fortlaufen  lassen  und  bemerken,  dass  die  Berührungssehne  des  Tangenten- 
paars aus  ihm  an  den  Kegelschnitt  durch  den  festen  Punkt  x  läuft, 
den  folgenden  Satz: 

Legt  man  aus  den  Punkten  einer  Geraden  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
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Schnitts  die  Tangcntenpaarc  an  denselben,  so  läuft  die  VerhindimgsUnie 
der  BerührungspunMe  durch  einen  festen  PunM;  construirt  man  m  jedem 
Tangentenpaare  und  der  gegebenen  Geraden  den  vierten  harmonischen  Strahl, 
tvelchcr  der  letzteren  mgeordnet  ist  (während  das  Tangentenpaar  das  andere 
Paar  zugeordneter  Strahlen  ist),  so  läuft  dieser  vierte  harmonische  Strahl 
durch  denselben  eben  ermittelten  festen  FunJct.  Schneidet  die  gegebene 
Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Funkten,  so  ist  der  feste  Punht 
der  Sclinittpunld  der  beiden  Tangenten  in  den  letzteren,  liegt  also  ausser- 
halb des  Kegelschnitts.  Trifft  die  gegebene  Gerade  den  Kegelschnitt  nicht, 
so  ist  der  auf  die  eine  oder  andere  Weise  zu  ermittelnde  Punkt  inner- 
halb des  Kegelschnitts  gelegen. 

Hiernach  gehört  zu  jeder  beliebigen  Geraden  X  in  der  Ebene 
ein^  Kegelschnitts  ein  bestimmter  Punkt  x,  welcher  immer  reell  vor- 
handen ist,  wie  auch  die  Gerade  in  der  Ebene  liegen  mag,  weil  es 
immer  Punkte  auf  ihr  giebt,  deren  Tangentenpaare  an  den  Kegel- 
schnitt reell  sind.  Dieser  Punkt  heisst  der  „PoV'  der  Geraden  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt.  Er  besitzt  die  charakteristische  Eigenschaft, 
dass  das  ihm  zugehörige  Strahlsystem  mit  dem  der  Geraden  zuge- 
hörigen Punktsystem  perspectivisch  liegt;  beide  sind  also  gleichzeitig 
elliptisch  oder  hyperbolisch.  Wenn  insbesondere  die  Gerade  eine 
Tangente  des  Kegelschnitts  ist,-  so  wird  ijir  Pol  der  Berührungspunkt. 
Zu  dem  Pol  einer  gegebeiaen  Geraden  gelangen  wir,  indem  wir  aus 
zwei  solchen  Punkten  derselben,  welche  ausserhalb  des  Kegelschnitts 
liegen,  die  Tangentenpaare  an  denselben  legen  und  den  Schnittpunkt 
der  Berührungssehnen  aufsuchen,  oder  wenn  die  gegebene  Gerade  den 
Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten  schneidet,  indem  wir  den  Schnitt- 
punkt  der  in  diesen  beiden  Punkten  gezogenen  Tangenten  aufsuchen. 

Es  geht  daraus,  dass  gleichzeitig  in  unserer  Figur  X  die  Polare 
von  X  und  x  der  Pol  von  X  ist,  ein  inniger  Zusammenhang  zwischen 
Pol  und  Polare  hervor: 

Die  Polare  mnes  beliebigen  Punktes  hat  denselben  zu  ihrem  Pol,  und 
der  Pol  einer  beliebigen  Geraden  hat  zu  seiner  Polare  diese  Gerade. 

Da  ferner  in  unserer  Figur  die  veränderliche  Sehne  PP^  die 
Polare  des  Punktes  b  ist,  so  folgt  der  Satz: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  y  auf  einer  Geraden  X  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts,  so  läuft  seine  Polare  Y  durch  einen  festen  Punkt  x,  den 
Pol  jener  Geraden,  und  trifft  die  Gerade  X  in  demjenigßn  Punkte,  ivel- 
cher  der  conjugirte  zu  y  ist  im  Punktsysteme,  das  der  Geraden  X  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört,  während  der  Verbindungsstrahl 
des  festen  Punktes  x  mit  dem  veränderlichen  Punkte  y  der  conjugirte 
Strahl    zu    der    Polare    Y    in    demjenigen    Strahlsysteme    ist,    welclies 
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dem  Punkt  x  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  mgeli'ört.  Um  also  auf 
einer  beliebigen  Geraden  das  ihr  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zuge- 
hörige Punktsystem  zu  erhalten^  haben  wir  zu  jedem  Punkte  x  den 
Schnittpunkt  |  seiner  Polare  mit  der  gegebenen  Geraden  zu  bestimmen; 
dann  sind  immer  rr|  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  gesuchten  Punkt- 
systems; in  analoger  Weise  erhalten  wir  das  einem  gegebenen  Punkte 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörige  Strahlsystem. 

Zugleich  gilt  der  gegenüberstehende  Satz : 

Dreht  sich  ein  Strahl  Y  um  einen  festen  Punkt  x  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts,  so  hewegt  sich  sein  Pol  y  auf  einer  Geraden  X,  der 
Polare  jenes  Punktes  x.     Der  Punkt  y  und  der  Schnittpunkt  des  Strahls 

Y  mit  der  Geraden  X  sind  conjugirte  Punkte  desjenigen  Punktsystems, 
welcJies  der  Go-aden  X  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört;  der  Strahl 

Y  und  der  Verhindungsstrahl  des  festen  Punktes  x  mit  dem  Pol  y  sind 
conjugirte  Strahlen  desjenigen  Strahlsystems,  welches  dem  Punkt  x  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört. 

Da  nun  Punktsystem  und  Strahlsystem  in  sich  projectivische 
Doppelgebilde  sind  (§.  IG  und  17),  so  folgt  der  bemerkenswerthe  Satz: 

Die  Polaren  sämmtlicher  Punkte  einer  geraden  Punktreihe  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  bilden  ein  mit  der  Punktreihe  projectivisches  Strahl- 
büscliel,  und  die  Pole  sämmtlicher  Strahlen  eines  ebenen  Strahlbüschels 
in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  bilden  eine  mit  dem  Strahlbüschel  pro- 
jectivische gerade  Punktreihe. 

Nehmen  wir  jetzt  zwei  beliebige  projectivische  Punktreihen  §1  und 
5ti ,  so  bilden  die  Polaren  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  zwei  mit 
jenen,  also  unter  sich  projectivische  Strahlbüschel  B  und  jB^;  die 
Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  sind  die  Pole  der  Projections- 
strahlen  der  Punktreihen  StSl^;  beide  Erzeugnisse  sind,  wie  wir  wissen, 
Kegelschnitte  und  die  Tangenten  des  einen  die  Polaren  der  Punkte  des 
andern,  ebenso  wie  die  Punkte  des  einen  die  Pole  der  Tangenten  des 
andern  sind;  daher  gilt  der  Satz: 

Wenn  man  von  sämmtlichen  J^unJcten  eines  Kegelschnitts  K^^  die 
Polaren  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  amdern  Kegelschnitt  O^^  bestimmt, 
so  umhüllen  dieselben  einen  dritten  Kegelschnitt  Ä'^',  und  wenn  man  von 
sämmtlichen  Tangenten  des  Kegelschnitts  K^^  die  Pole  in  Bezug  auf  C'^' 
bestimmt,  so  erhält  man  die  Punkte  desselbcfn  Kegelschnitts  ^(^),'  in  der 
Weise,  dass  jede  Tangente  (und  der  Berührungspunkt)  des  einen  Kegel- 
schnitts einen  Punkt  (und  die  Tangente)  des  andern  Kegelschnitts  zum 
Pol  (und  zur  Polare)  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  C^^^  hat.  Hieraus 
folgt  zugleich,  dass,  wenn  man  von  irgend  einem  Punkt  P  die  Polare 
L  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K-^  annimmt,  auch  der  Pol  ^  von 
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L  und  die  Polare  S  von  P  rücksichtlicli  des  Hülfskegelschnitts  (7^-^  für 
den  neuen  Kegelschnitt  Sl'-^  Pol  und  Polare  sein  werden.  Dies  giebt 
ein  leichtes  Kriterium ^  um  zu  erkennen,  ob  der  Polarkegelschnitt  Äl'^' 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist;  nämlich:  Liegt  der  Mittelpunkt  von 
(y^^  ausserhalb  von  K^-'^,  so  ist  ^'^^  Hyperbel;  liegt  er  auf  Ji"'^^,  so  ist 
^'2)   Parabel,  liegt  er  innerhalb  K^^\  so  ist  ^-^  Ellipse. 

Dieser  Satz  gestattet  eine  directe  Uebertragung  der  Eigenschaften 
des  Kegelschnitts  in  andere  (polare),  z.  B.  des  Pasc«?'schen  Satzes  in 
den  Brianchon sehen  Satz,  und  lässt  eine  vollkommene  Dualität  der 
Eigenschaften  des  Kegelschnitts  erkennen,  wie  sie  ursprünglich  schon 
in  den  Grundelementen  enthalten  ist,  von  denen  wir  ausgegangen  sind. 
Allgemeiner  aufgefasst  ist  dies  gegenseitige  Entsprechen  der  Punkte 
einer  Ebene  und  der  Geraden  in  derselben  mit  Hülfe  eines  festen 
Kegelschnitts  (Basis)  ein  fruchtbares  Princip  zur  Auffindung  neuer 
Wahrheiten  (Polarisation)  und  der  Ausgangspunkt  einer  umfangreichen 
Theorie  (theorie  des  polaires  recip'oqiies)  geworden. 

Die  Grundeigenschaft  von  Pol  und  Polare,  welche  wir  oben  ge- 
funden haben,  dass  nämlich  die  Polare  X  irgend  eines  Punktes  x 
immer  durch  den  Pol  y  irgend  einer  durch  ./■  gezogenen  Geraden  Y 
geht  und  umgekehrt  der  Pol  x  einer  beliebigen  Geraden  X  auf  der 
Polare  }/  eines  beliebigen  in  X  liegenden  Punktes  y  sich  befindet, 
führt  uns  dahin,  zwei  solche  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
X  und  y,  für  welche  die  Polare  des  einen  durch  den  andern  geht, 
also  gleichzeitig  die  Polare  des  zweiten  durch  den  ersten,  zivei  cowjn- 
(jirte  Punkte  in  Bemg  auf  den  Kegelschnitt  und  in  gleicher  Weise  zwei 
solche  Strahlen  X  und  Y  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts,  für  welche 
der  Pol  des  einen  auf  dem  andern  liegt,  also  auch  gleichzeitig  der  Pol 
des  zweiten  auf  dem  ersten,  zivei  conjugirfe  Strahlen  in  Jjczug  auf  den 
Kegclscimitt  zu  nennen.  Mit  dieser  Bezeichnung  sind  nach  dem  Vorigen 
ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  immer  ein 
Paar  conjugirter  Punkte  desjenigen  Punktsystems,  welches  ihrer  Ver- 
bindungslinie in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört,  und  ein  Paar 
conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  nichts  anderes, 
als  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  desjenigen  Strahlsystems,  welches 
ihrem  Schnittpunkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört.  Dies 
lässt  sich  auch  so  aussprechen:  Sämmtliche  Paare  conjugirter  Punkte 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  welche  auf  derselben  Geraden  liegen, 
bilden  dasjenige  Punktsystem,  welches  dieser  Geraden  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  zugehört,  und  sämmtliche  Paare  conjugirter  Strahlen 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  welche  durch  denselben  Punkt  gehen, 
bilden  dasjenige   Strahlsystem,  welches   diesem  Punkte   in  Bezug  auf 
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den  Kegelschnitt  zugehört.  Hieraus  folgt  beiläufig,  dass  es  durch 
jeden  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ein  Paar  und 
im  Allgemeinen  nur  ein  Paar  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  giebt,  die  Axen  des  Strahlsystems,  welches 
ihm  zugehört;  es  sei  denn,  dass  das  Strahlsystem  ein  circulares 
wäre,  bei  dem  sämmtliche  Paare  conjugirter  Strahlen  zu  einander  recht- 
winklig sind.     Dieser  Fall  wird  uns  später  beschäftigen.     (§.  35.) 

Zu  einem  Punkte  x  gehören  unendlich  viele  conjugirte  Punkte  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  die  alle  auf  der  Polare  X  liegen;  nehmen 
wir  einen  beliebigen  Punkt  y  derselben,  so  gehören  zu  ihm  auch 
unendlich  viele  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  die 
sämmtlich  auf  der  durch  x  gehenden  Polare  Y  liegen.  Die  beiden  Polaren 
X  und  1"  schneiden  sich  nun  in  einem  Punkte  z,  dessen  Polare  Z  nach 
dem  Vorigen  die  Verbindungslinie  xy  sein  muss.  Solche  drei  Punkte 
xyz,  von  denen  je  zwei  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  sind,  und  deren  Polaren  ^YZ  die  (gegenüberliegenden) 
Seiten  dieses  Dreiecks  sind:  X  =  (yz),  Y=  (zx),  Z  =  (xy),  nennt  man 
ein  Tripel  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  dm  Kegelschnitt  oder  ein  sich 
selbst  conjugirtes  Dreieck,  oder  kürzer  PolardreiecJc ,  weil  seine  Seiten 
die  Polaren  seiner  Ecken  sind.  Zugleich  aber  nennt  man  auch  solche 
drei  Strahlen  XYZ,  von  denen  je  zwei  ein  Paar  conjugirter  Strahlen 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind,  und  deren  Pole  die  (gegenüber- 
liegenden) Ecken  dieses  Dreiseits  sind:  as' =  ( 1",  Z),  y  =  {Z,  X), 
z  ==  (X,  Y),  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
oder  ein  sich  selbst  conjugirtes  Dreisejt  {Polardreiseit),  weil  seine  Ecken 
die  Pole  seiner  Seiten  sind.  Die  Seiten  eines  von  einem  Tripel  conjugirter 
Punkte  gehildeten  Dreiecks  sind  zugleich  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen 
und  die  Ecken  eines  von  einem  Tripel  conjiigirter  Strahlen  gehildeten 
Dreiseits  ein  Tripel  conjugirter  Ptinlie.  Wir  bemerken  noch,  dass  aus 
der  angegebenen  Construction  von  Polare  und  Pol  unmittelbar  folgt: 
Das  Diagonaldreieck  eines  dem  Kegelschnitt  einheschriehenen  vollständigen 
Vierecks  oder  eines  demselben  umheschriebenen  vollständigen  Vierseits  ist 
immer  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  und  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt. Diese  Tripel  spielen  eine  wichtige  Rolle  in  der  Theorie  der  Kegel- 
schnitte und  sind  in  dreifach  -  unendlicher  Mannigfaltigkeit  vorhanden. 
Ein  Punkt  x  von  drei  Punkten  eines  Tripels  kann  willkürlich  in  der 
ganzen  Ebene  angenommen  werden,  der  zweite  y  ist  dann  auf  die 
Polare  X  beschränkt  und  kann  auf  dieser  auch  noch  willkürlich  ge- 
wählt werden,  der  dritte  z  ist  aber  durch  diese  beiden  bestimmt, 
nämlich  der  Schnittpmikt  der  Polaren  X,  F;  ebenso  verhält  es  sich 
mit  einem  Tripel  coujugirter  Strahlen. 
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Zu  einem  beliebigen  Punkte  x  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
giebt  es  unendlich  viele  Paare  yz,  welche  mit  ihm  zusammen  ein 
Tripel  bilden;  sie  liegen  sämmtlich  auf  der  Polare  X  des  Punktes  x 
und  bilden  dasjenige  Punktsystem,  welches  dieser  Geraden  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  zugehört.  Liegt  daher  der  Punkt  x  innerhalb 
des  Kegelschnitts,  so  ist  sein  Strahlsystem  elliptisch,  die  Punktpaare 
yz  bilden  daher  auch  ein  elliptisches  Punktsystem;  die  Polare  X  trifft 
den  Kegelschnitt  nicht;  liegt  aber  x  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  so 
ist  sein  Strahlsystem  hyperbolisch,  also  auch  das  Punktsystem  yz  auf 
der  Polare  X  hyperbolisch,  welche  in  diesem  Fall  den  Kegelschnitt 
triff't.  In  jedem  der  beiden  Schnittpunkte  fällt  mithin  ein  Paar  con- 
jugirter  Punkte  zusammen,  und  wir  haben  den  besondern  Fall  eines 
Tripels,  dass  zwei  Punkte  yz  desselben  zusammenfallen;  es  muss  als- 
dann der  dritte  ./;  auf  der  Tangente  in  diesem  Punkte  liegen,  also  die 
drei  Punkte  xyz  liegen  in  gerader  Linie,  was  sonst  nie  der  Fall  sein 
kann.  In  diesem  Fall  ist  das  Tripel  unbestimmt;  jeder  Punkt  der 
Tangente  kann  als  dritter  Punkt  des  Tripels  angesehen  werden,  wäh- 
rend in  dem  Berührungspunkte  die  beiden  andern  zusammenfallen. 
Ein  analoger  specieller  Fall  kann  bei  einem  Tripel  conjugirter  Strahlen 
eintreten^ 

Im  Allgemeinen  erkennen  wir  leicht,  dass  bei  einem  Tripel  con- 
jugirter PiinJde  von  den  drei  ihnen  zugehörigen  Strahlsystemen  immei' 
zwei  hyperbolisch  und  eines  elliptisch  ist  und  bei  einem  Tripel  conjugirter 
Strahlen  von  den  drei  ihnen  zugehörigen  Punhtsystemcn  immer  zwei  hyper- 
bolisch und  eines  elliptisch  ist,  ajso,  dass  von  den  drei  Punkten  eines 
Tripels  imnier  einer  innerhalb  und  die  beiden  andern  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  liegen  und  von  den  drei  Strahlen  eines  Tripels  immer 
zwei  den  Kegelschnitt  in  je  zwei  reellen  Punkten  treffen,  während  der 
dritte  ihn  nicht  trifft.  Dißs  lässt  sich  in  folgender  Weise  erkennen: 
Wenn  wir,  wie  früher,  die  beiden  Gebiete  der  Ebene,  in  welche  die- 
selbe durch  den  Kegelschnitt  zerfällt,  als  äusseres  und  inneres  von 
einander  unterscheiden,  indem  das  äussere  Gebiet  von  sämmtlichen 
Tangenten  des  Kegelschnitts  erfüllt,  das  innere  von  keiner  getroffen 
wird,  so  können  zwei  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
niemals  zugleich  in  dem  inneren  Gebiete  des  Kegelschnitts  liegen, 
sondern  entweder  beide  in  dem  äusseren  oder  einer  in  dem  inneren, 
der  andere  im  äusseren  Gebiet,  denn  ihre  Verbindungslinie  muss  ent- 
weder den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten  treffen,  die  dann  har- 
monisch getrennt  werden  durch  die  beiden  conjugirten  Punkte,  oder 
in  keinem  reellen  Punkte,  woraus  dann  folgt,  dass  beide  conjugirte 
Punkte    im    äusseren  Gebiet   des   Kegelschnitts  liegen.      Nehmen   wir 
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nun  1)  einen  Tripelpunkt  in  dem  inneren  Gebiete  des  Kegelschnitts  an, 
so  sind  alle  seine  conjugirten  Punkte  in  dem  äusseren  Gebiete  desselben 
gelegen;  also  wenn  von  den  drei  Stralilsystemen  eines  Tripels  con- 
jugirter  Punkte  eines  dliptisch  ist,  so  sind  die  beiden  andern  hyper- 
bolisch. Nehmen  wir  aber  2)  einen  Tripelpunkt  in  d.em  äusseren  Ge- 
biete des  Kegelschnitts  an,  so  müssen  auf  der  Polare  desselben  je 
zwei  conjugirte  Punkte  harmonisch  getrennt  werden  durch  die  reellen 
Schnittpunkte  dieser  Polare  mit  dem  Kegelschnitt;  also  wenn  von 
den  3*  Strahlsystemen  eines  Tripels  conjugirter  Punkte  eines  hy})er- 
bolisch  ist,  so  ist  nothwendig  von  den  andern  beiden  das  eine  elliptisch 
und  das  andere  hyperbolisch.  Es  sind  also  im  Tripel  immer  zwei 
hyperbolische  und  ein  elliptisches  System. 

§.  31.  Einige  Folgerungen  aus  den  Polar-Eigenschaften  des  Kegelschnitts. 

Aus  der  vorigen  Betrachtung  ergiebt  sich  eine  Menge  von  Be- 
ziehungen zwischen  conjugirten  Punkten  eines  Kegelschnitts,  von  denen 
einige  hier  hervorgehoben  werden  mögen: 

Verbindet  man  irgend  ein  Paar  conjugirter  PunMe  pn  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  mit  einem  beliebigen  Punkte  B  desselben,  so  treffen  Bp 
und  Bit  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  (P  und  P^),  deren  Ver- 
bindungslinie durch  den  Pol  der  Geraden  pn  geht.,    (Fig.  41.) 

Bezeichnen  wir  mit  x  den  Pol  der  Geraden  pjt,  so  bilden  pnx 
ein  Tripel  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  und  die 
vorige  Eigenschaft  lässt  sich  auch  so  aussprechen: 

Ein  Tripel  conjugirter  Punkte  besitzt  immer  die  Eigenschaft,  däss 
es  unendlich  viele  dem  Kegelschnitt  einbeschriebene  Dreiecke  gieht,  deren 
Seiten  durch  die  Punkte  des  Tripels  gehen.  Jeder  Punkt  des  Kegel- 
schnitts kann  eine  Ecke  eines  solchen  Dreiecks  sein;  wird  er  mit  zwei 
Tripelpunkten  verbunden,  so  treifen  die  beiden  Verbindungsstrahlen 
den  Kegelschnitt  in  den  beiden  andern  Ecken  dieses  Dreiecks;  ver- 
binden wirMhn  mit  allen  drei  Tripelpunkten  und  merken  die  Schnitt- 
punkte dieser  Verbindungsstrahlen  mit  dem  Kegelschnitt,  so  haben 
Avir  im  Kegelschnitt  ein  Viereck,  dessen  vier  Dreiecke  (die  viermal 
zu  je  dreien  combinirten  Ecken)  ebenfalls  die  angegebene  Eigenschaft 
besitzen;  das  Tripel  ist  das  Diagonaldreieck  dieses  vollständigen 
Vierecks  im  Kegelschnitt,  und  auch  umgekehrt;  dies  lässt  sich  so 
aussprechen:  Sind  aa  irgend  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt,  und  werden  dieselben  mit  einem  Peripheriepunkt 
0  durch  zwei  Strahlen  verbunden,  welche  den  Kegelschnitt  zum  andern 
Male  in  den  Punkten  p  und  q  treffen,   d.  h.  oa  trifft  in  p  und  oa  in 
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q,  dann  muss  auch  der  Schnittpunkt  (xta,  qa)  =  r  auf  dem  Kegel- 
schnitte liegen.  Hieraus  folgt  die  Lösung  der  Aufgabe:  Es  soll  ein 
Kegelschnitt  construirt  werden,  der  durch  drei  gegebene  Ftmlcte  p^p-^P-^i 
geht  und  ein  gegebenes  PunJctsystem  (x,  |)  auf  dem  Träger  %  zu  dem  ihm 
zugehörigen  Punktsysteme  hat  (S.  140).  Ist  das  gegebene  Punktsystem 
hyperbolisch,  so  muss  der  Kegelschnitt  durch  die  beiden  Asymptoten- 
punkte desselben  gehen  und  ist  also  durch  diese  fünf  Punkte  voll- 
ständig bestimmt;  wenn  es  aber  elliptisch  ist,  so  sind  die  Asymptoten- 
punkte imaginär,  und  man  kann  folgendermassen  construiren:*  Triöt 
die  Verbindungslinie  [i^ii^  den  Träger  %  in  s^  und  ist  6^  der  zu  s^ 
conjugirte  Punkt  des  Punktsystems,  ferner  q^  der  vierte  harmonische 
zu  Sip.^i')^,  dem  s^  zugeordnet,  so  wird  q^^g^  die  Polare  von  s^  in  Bezug 
auf  den  gesuchten  Kegelschnitt  sein;  trifft  2hPi  "^  ^'2  ^^^  Träger  S(, 
ist  (jg  der  conjugirte  Punkt  zu  s.^  und  q.^  der  vierte  harmonische  Punkt 
zu  s^PiPs,  so  ist  ^oö^a  ^iö  Polare  von  s./^  der  Schnittpunkt  {q^öi,  p.^ö^)  =  « 
ist  der  Pol  von  31  in  Bezug  auf  den  gesuchten  Kegelschnitt;  durch 
ihn  muss  auch  die  in  analoger  Weise  construirte  dritte  Gerade  q.^6.^ 
gehen.  Die  Verbindungslinien  py«  und  ö^p.^  (oder  ö.^jh)  treffen  sich 
in  TC^  d.  h. 

die  drei  Punkte  Tt^Tt.jTi..  liegen  auf  dem  gesuchten  Kegelschnitt  und 
i'i^ij  i^2^2>  Ih^n  schneiden  sich  in  a.  Um  beliebig  viele  Punkte  des 
Kegelschnitts  zu  erhalten,  haben  wir  nur  den  veränderlichen  Schnitt- 
punkt (2^iXj  jr^l)  aufzusuchoi. 

Hieran  kntti)ft  sich  die  Lösung  der  zweiten  Aufgabe:  Es  soll  ein 
Kegelschnitt  construirt  werden,  der  durch  einen  gegebenen  Punld  p  geht 
und  zivei  gegebene  FunMsysteme  (x,  |)  auf  dem  Träger  %  und  (y,  rj) 
auf  dem  Träger  33  zu  den  ihm  zugelwrigen  FunJdsystemen  hat.  Sei  der 
Schnittpunkt  der  beiden  Träger  (3t,  S)  in  dem  ersten  Punktsystem 
mit  s,  in  dem  zweiten  mit  t  bezeichnet  und  die  conjugirten  zu  diesen 
ö  und  r,  deren  Verbindungslinie  G  heisse;  dann  ist  G  die  Polare  von 
6'  (oder  t)  in  Bezug  auf  den  gesuchten  Kegelschnitt,  enthält  also  die 
Pole  sowohl  von  3t,  wie  von  33.  Wir  müssen  nun  durch  den  gegebenen 
Punkt  2)  ein  solches  Strahlenpaar  ziehen,  welches  sowohl  3t  als  auch 
33  in  einem  Paar  conjugirter  Punkte  tritt't;  dasselbe  wird  6  in  den 
beiden  Punkten  des  gesuchten  Kegelschnitts  treffen,  nach  unserm 
obigen  Satze.  Ein  solches  Paar  ist  immer  reell  vorhanden,  sobald 
eines  oder  beide  gegebene  Punktsysteme  elliptisch  sind;  nur  wenn 
beide   hyperbolisch   wären,  braucht  es   nicht  reell   zu  sein;  in  diesem 
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Falle  aber  bestimmen  die  vier  Asymptotenpuiikte  und  p  vollständig 
den  gesuchten  Kegelschnitt.  In  den  andern  Fällen  legen  wir  durch  p 
zwei  concentrische  Strahlsysteme  mit  den  gegebenen  Punktsystemen 
perspectivisch;  diese  haben  (S.  58)  ein  gemeinschaftliches  Paar  con- 
jugirter  Strahlen,  welclfes  das  gesuchte  ist;  trifft  dasselbe  die  Gerade 
ß  in  c  und  y,  so  liefert  der  veränderliche  Schnittpunkt  {ex,  yi,)  alle 
Punkte  des  gesuchten  Kegelschnitts.  Die  den  obigen  polar  -  ent- 
sprechenden Aufgaben  werden  in  analoger  Weise  gelöst. 

Kehren  wir  nunmehr  zu  dem  Ausgangspunkte  dieses  Paragraphen 
zurück  und  halten  die  Verbindungslinie  pn  fest,  verändern  aber  das 
Punktpaar  pit  auf  ihr,  indem  wir  an  seine  Stelle  alle  Paare  conju- 
girter  Punkte  des  ganzen  der  Geraden  pjt  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt zugehörigen  Punktsystems  setzen,  so  bleibt  der  Pol  fest;  die 
Durchbohrungssehne  läuft  also  durch  einen  festen  Punkt,  und  in  B 
entsteht  ein  Strahlsystem;  wir  schliessen  also: 

Dreht  man  um  einen  festen  FunJd  in  der  Ebene  eines  KegelscJmitts 
einen  veränderlichen  Strahl,  tveleher  den  Kegelschnitt  in  je  sivei  Ihuikten 
F  und  Pi  trifft,  und  verbindet  einen  beliebigen  aber  festen  PunJd  Jß  des 
ICegelsclmitts  mit  dem  veränderlichen  Punldpaare  PPi,  so  beschreibt  dies 
Strahlenpaar  BP,  BP^  ein  Strahlsystem.  Dieser  Satz  lässt  sich  auch 
unmittelbar  ohne  Hülfe  der  Polartheorie  so  erweisen: 

Seien  aa,  bß,  cy  drei  Sehnen  eines  Kegelschnitts,  die  sich  in 
demselben  Punkte  |)  treffen,  dann  sind  die  beiden  Strahlbüschel  per- 
spectivisch : 

a{bcya)  =^b{acyß) , 
folglich  ist  auch  (S.  8): 

a{bcya)  ==b(ßyca) , 
und    wenn    wir    irgend    einen  Punkt  B   des  Kegelschnitts   mit  diesen 
Punkten  verbinden,  so  ist  wegen  der  projectivischen  Grundeigenschaft 
der  den  Kegelschnitt  erzeugenden  Strahlbüschel: 

B{bcya)  =  B(ßyca)  , 
folglich  haben  wir  in  B  ein  Strahlsystem  (S.  60),  dessen  drei  Strah- 
lonpaare 

Bc,  By  Bb,  Bß  Ba,  Ba 

sind,  und  sämmtliche  durch  p  gezogene  Sehnen  des  Kegelschnitts  liefern 
sämmtliche  Strahlenpaare  dieses  Strahlsystems. 

Der  erhaltene  Satz  lässt  sich  auch  umkehren: 

Verlegt  man  in  einen  Punkt  des  Kegelschnitts  den  MittelpunJd  eines 
beliebigen  Strahl sy stein s ,  so  durchbohren  je  ztvei  conjugirte  Strahlen  des- 
selben den  Kegelschnitt  immer  in  zwei  neuen  Punkten,  ileren  Verbindungs- 
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linie  durch  einen  festen  PunM  läuft.  Dieser  wird  ausserhalb  oder  inner- 
halb des  Kegelschnitts  liegen,  je  nachdem  das  Strahlsystem  hyper- 
bolisch oder  elliptisch  ist.  Der  Beweis  ergiebt  sich  leicht;  denn  da 
zwei  Paare  conjugirter  Strählen  das  Strahlsystem  vollständig  bestimmen 
und  die  beiden  Durchbohrungssehnen  derselben  sich  in  einem  Punkte 
X  trefien,  so  wird,  wenn  wir  alle  Sehnen  durch  x  ziehen,  nach  dem 
vorigen  Satze  in  B  ein  Strahlsystem  entstehen,  welches  mit  dem  ge- 
gebenen identisch  ist. 

Hieraus  erhalten  wir  als  besonderen  Fall,  wenn  wir  für  das  Strahl- 
system ein  circulares  nehmen ,*  folgenden  Satz: 

Dreht  man  den  in  der  PeripJierie  eines  Kegelschnitts  hefindlicheu 
Scheitel  eines  rechten  Winhels  heliebig  herum,  so  dass  die  Schenkel  den 
Kegelschnitt  immer  in  swei  neuen  FunJden  treffen,  so  wird  die  Verhindungs- 
linie  derselben  durch  einen  festen  FimJä  gehen,  tvelcher  mit  dem  ScJieitel 
verbunden  die  Normale  des  Kegelschnitts  liefert,  d.  h.  diejenige  Gerade, 
tuelche  senkrecht  steht  auf  der  Tangente  des  Kegelschnitts. 

Die  den  vorigen  analogen  Sätze,  welche  wir  entweder  durch  die 
gleichen  Schlüsse  aus  unserer  frühereu  Betrachtung  (Fig.  41)  ableiten 
oder  aus  dem  im  vorigen  Paragraplien  angedeuteten  Princip  der  Polari- 
sation direct  abschreiben  können,  lauten  folgendermassen: 

Legt  man  aus  den  Funkten  einer  beliebigen  Geraden  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts  Tangentenpaare  an  denselben,  so  treffen  sie  irgend  eine 
feste  Tangente  des  Kegelschnitts  in  Funhtpaaren  eines  Funktsystems.  Und 
umgekehrt: 

Nimmt  man  in  einer  Tan- 
gente des  Kegelschnitts  ein  be- 
liebiges Funktsystem  {x^)  an  und 
legt  aus  je  0wei  conjugirten  Funk- 
ten desselben  die  anderen  Tan- 
genten an  den  Kegclschnit't,  so 
ist  der  Ort  ihres  Schnittpunktes 
eine  Gerade,  welche  den  Kegel- 
schnitt trifft  oder  nicht  trifft., 
je  nachdem  das  angenommene 
Punktsystem  hyperbolisch  oder 
elliptisch  war. 

Fassen  wir  jetzt  (Fig.  42) 
zwei  beliebige  Paare  conju- 
girter Punkte  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt:  a  und  a,  b  und  ß,  die  nicht  auf  derselben  Geraden 
liegen,    ins   Auge;    sei  yldie   Polare   von  a,    welche   mithin  durch  a 


i'ig.  42. 
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gehen  muss,  B  die  Polare  von  h,  welche  durch  ß  geht,  und  s  der 
Schnittpunkt  von  A  und  B.  Ziehen  wir  die  Verbindungslinie  ah, 
welche  von  A  in  a  und  von  J5  in  6  getroffen  wird,  so  sind  aa  und  bh 
zwei  Punktpaare  desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Geraden  a&  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört;  dieses  Punktsystem  wird  aber 
auch  bestimmt  durch  die  Schnittpunkte  der  Seitenpaare  eines  voll- 
ständigen Vierecks  mit  der  Transversale  ah  (§.  18).  Bezeichnen  wir 
den  Schnittpunkt  (aß,  ha)  =  t,  so  hat  das  vollständige  Viereck  aßst, 
ein  Seitenpaar  as  =  A  und  ßt==ta,  ein  zweites  Seitenpaar  ßs  =^  B 
und  cct  =  th,  als  drittes  Seitenpaar  aber  aß  und  st-^  da  die  ersten 
beiden  Seitenpaare  die  Transversale  ah  in  Paaren  conjugirter  Punkte 
desjenigen  Punktsystems  treffen,  welches  derselben  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  zugehört,  und  dies  Punktsystem  schon  durch  zwei  Paare 
bestimmt  ist,  so  treffen  auch  aß  und  st  die  Gerade  ah  in  zwei  con- 
jugirten  Punkten  in  Bezug  auf  den  -Kegelschnitt,  oder  der  Schnitt- 
punkt (ah,  aß)  hat  zu  seinem  conjugirten  auf  ah  den  Punkt  (ah,  st). 
Der  Punkt  s  ist  aber  der  Pol  von  ah,  weil  er  der  Schnittpunkt  der 
Polaren  A,  B  ist;  folglich  muss  st  die  Polare  des  Punktes  («6,  aß) 
sein;  sie  geht  nun  durch  den  Punkt  t  =  (aß,ha)-^  folglich  sind  (ah,  aß) 
und  (aß,  ah)  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  und 
wir  erhalten  den  folgenden  Satz:*) 

Hat  man  irgend  zwei  Faarc  conjugirter  Bunkte  in  Bezug  mif  einen 
Kegelschnitt  aa  undhß,  so  sind  die  Schnittpunkte  (ah ,  aß)  und  (aß,  ah) 
allemal  ein  drittes  Faar  conjugirter  PunJde.     Oder: 

Wenn  zwei  Paar  Gegenecken  eines  vollständigen  Vierseits  Paare 
conjugirter  Punkte  in  Bezug  a;uf  einen  Kegelschnitt  sind,  so  ist  es 
auch  das  dritte  Paar.  In  gleicher  Weise  wird  auch  der  polare  Neben- 
satz bewiesen: 

Sind  a,  a  und  h,  ß  irgend  zivci  Paare  conjugirter  Strahlen  in  Beziu/ 
auf  einen  Kegelschnitt,  so  sind  aiich  die  Verhindimgslinicn  der  Schnitt- 
imnkte  (ah,  aß)  und  (aß,  ah)  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  in  Besug 
auf  den  Kegelschnitt. 

Wenn  wir  andererseits  anstatt  der  Polaren  A  und  B  von  cc  und  h 
die  Polaren  A  und  B  von  a  und  ß  genommen  hätten,  deren  Schnitt- 
punkt 0  sei,  so  würde  in  derselben  Weise  at  als  die  Polare  von 
(ah,  aß)  gefunden  worden  sein;  folglich  müssen  söt  in  derselben 
Geraden  liegen.  Die  beiden  Polaren  A  und  A  schneiden  sich  aber  in 
«1,    dem  Pol   von  aa,  und  aaa^   bilden   daher   ein  Tripel   conjugirter 


*)  0.  Hesse:  „de  curvis  et  superficiebus  secundi  ordinis,"   Crelle's  .Journal  für 
Mathematik  Bd.  XX  Seite  301. 
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Punkte  iu  Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  ebenso  schneiden  sich  die 
Polaren  B  und  B  in  ß^ ,  und  1j  ßß^  bilden  ein  anderes  Tripel;  es  ist  nun 

{A,  B)  =  s  (A,  B)  =  (? 

d.  h. 

{aa„  ßß\)  =  8  (««1,  hßi)  =  0- 

und 

(aß,  ha)  =  t ; 

da  (5 st  in  gerader  Linie  liegen  und  als  die  Schnittpunkte  der  Gegen- 
seiten eines  I^asm^schen  Sechsecks: 

a  a^cch ß^  ß 

aufgefasst  werden  können,  so  folgt  (S.  127),  dass  die  sechs  Punkte 
aaa^  hßß^,  d.  h.  die  Ecken  zweier  Tripel  conjugirter  Punkte  auf 
einem  Kegelschnitt  liegen.  Wir  schliessen  also,  da  die  beiden  Tripel 
keiner  Beschränkung  unterwoi'fen  sind: 

Zwei  Tripel  conjugirter  Punkte  in  Besug  auf  einen  Kegelschnitt  sind 
immer  sechs  Punläe  eines  neuen  Kegelschnitts,  und  zugleich  gilt  der 
analoge  Satz: 

Zivei  Tripel  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
sind  immer  sechs  Tangenten  eines  neuen  Kegelschnitts. 

Da  die  Seiten  eines  Dreiecks,  dessen  Ecken  ein  Tripel  conju- 
girter Punkte  sind,  zugleich  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen  bilden,  so 
ergiebt  sich  beiläufig  der  auf  S.  129  direct  bewiesene  Satz:  dass,  tvenn 
die  sechs  Kclcen  ztveier  Dreiecke  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  die  sechs 
Seiten  derselben  einen  andern  Kegelschnitt  herühren  und  umgekehrt. 

Ferner  folgt  hieraus:  Hat  man  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
K  zwei  Tripel  conjugirter  Punkte,  welche  in  einem  Kegelschnitt  K^ 
liegen,  während  die  Seiten  dieser  Tripeldreiecke  einen  Kegelschnitt  Äj 
berühren,  so  sind  K^  und  Si\  reciproke  Polarfiguren  von  einander  in 
Bezug  auf  die  Basis  K,  denn  die  sechs  Seiten  sind  die  Polaren  der 
sechs  Ecken.  Nehmen  Avir  also  irgend  einen  Punkt  p^  auf  K^,  so 
wird  seine  Polare  in  Bezug  auf  K^  eine  Tangente  von  ^^  sein;  sei 
einer  ihrer  Schnittpunkte  mit  K^  der  Punkt  g^,  so  wird  auch  die 
Polare  von  q^  in  Bezug  auf  K  eine  Tangente  von  Ä^  sein  müssen, 
und  da  sie  durch  p^  geht,  so  ist  sie  eine  der  beiden  von  p^  an  51^  zu 
legenden  Tangenten;  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Polare  von  p^  ist  der 
dritte  Tripelpunkt  r^  zu  i\  und  q^,  d.  h.  der  Pol  von  ^>i(/i;  da  nun 
zwei  Tripel  immer  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  müssen,  so  wird 
auch  der  Kegelschnitt  Ky,  welcher  schon  ein  Tripel  enthält  und  durch 
^'i(?i  Js^ht,  wodurch  er  unzweideutig  bestimmt  ist,  durch  r^  gehen 
müssen,  und  der  Kegelschnitt  Ä^,  Avelcher  bereits  die  Seiten  eines  der 
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aiifäiiglicheii  Tripeldreiecke  und  ausserdem  q^r^  und  i)^r^  berülirt,  wird 
auch  p^q^  berühren  müssen;  der  Kegelschnitt  K^  enthält  also  ein 
drittes  Tripel  Piq^r^,  dessen  Seiten  ebenfalls  Tangenten  von  ^j  sind. 
Die  beiden  Kegelschnitte  K^  und  ^^  liegen  also  so,  dass  es  unendlich 
viele  Dreiecke  giebt,  welche  gleichzeitig  dem  ersten  einbeschrieben  und  dem 
zweiten  umbeschrieben  sind  ('S.  129^;  jedes  dieser  Dreiecke  bildet  ein  Tripel 
conjugirter  Punkte  und  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K.  Dies 
lässt  sich  auch  so  aussprechen:  Jede  Tangente  des  Kegelschnitts  ^^ 
schneidet  Ä^  in  zwei  Punkten,  welche  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf 
K  sind,  und  das  Tangentenpaar  aus  jedem  Punkte  von  K^  an  Ä^  ist 
ein  Paar  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  K.  Hieraus  folgt,  wenn 
wir  insbesondere  eine  gemeinschaftliche  Tangente  der  Kegelschnitte 
K  und  Ä\  auffassen,  dass  K^  durch  die  beiden  Berührungspunkte,  der- 
selben gehen  muss;  denn  zwei  conjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  einen 
Kegelschnitt  werden  immer  harmonisch  getrennt  durch  das  Tangenten- 
paar, welches  aus  ihrem  Schnittpunkte  an  den  Kegelschnitt  gelegt 
Averden  kann.  Da  nun  das  Tangentenpaar  aus  jedem  Punkte  p^  des 
Kl  an  Äj  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  für  K  ist,  so  bilden  die 
Tangentenpaare  aus  p^^  an  K  und  an  Ä^  vier  harmonische  Strahlen; 
fallen  von  vier  harmonischen  Strahlen  irgend  zwei  zusammen,  so  muss 
auch  von  den  übrigen  einer  in  diese  beiden  hineinfallen,  also  für  eine 
gemeinschaftliche  Tangente  von  K  und  St^  muss  dieser  Punkt  j9^  ent- 
weder in  dem  einen  oder  dem  andern  Berührungspunkte  liegen.  Wir 
schliessen  also:  Der  Kegelschnitt  K^  gcJit  durch  die  acht  Berührungs- 
punkte der  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kegelschnitte  Ä^  und 
K,  und  hieraus  folgt:  Der  Kegelschnitt  St^  berührt  die  acht  Tangenten, 
welche  in  den  vier  Schnittpunkten  der  Kegelschnitte  K^  und  K  an  beiden 
gezogen  werden  können.  Dass  jene  acht  Punkte  auf  einem  Kegelschnitt 
liegen  und  diese  acht  Geraden  einen  Kegelschnitt  berühren,  haben  wir 
schon  früher  (S.  126)  gefunden  (vgl.  §.  50). 

Das  Resultat  der  obigen  Betrachtung  Jässt  sich  noch  anders  aus- 
sprechen; es  ist  nämlich  A  die  Polare  von  a,  B  die  Polare  von  b 
und  aß  die  Polare  von  (A,  B)  =  (?;  wir  haben  also  ein  Dreieck  abö 
und  sein  Polar-Dreiseit,  gebildet  von  den  drei  Geraden  A,  B,  aß]  die 
gegenüberliegenden  Ecken  dieses  Dreiseits  sind  ß,  a,  s  und  nach  dem 
Obigen  schneiden  sich  aß,  ba,  so  in  einem  Punkte  t]  folglich  er- 
halten wir  den  Satz: 

Ein  beliebiges  Dreieck  und  sein  Folardreieck  liegen  immer  perspectivisch, 
d.  h.  sind  abc  drei  beliebige  Punkte  und  ABC  resp.  ihre  Polaren  (die 
Seiten  des  ersten  Dreiecks:  ftc  =  51;  ca  =  93;  «6  =  (5  und  die  Ecken 
des  letzteren:  {B ,  C)  =  a,JC,  A)  =  b,  {A,  B)  =  c),  so  schneiden  sicli 
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Fig.  43. 


die  drei  Verbiiiduiigsstrahlen  aa,  hh  und  cc  in  einem  Punkte,  und  die 
drei  Schnittpunkte  {A,  5t)  {B ,  $8)  (C,  ©)  liegen  auf  einer  Geraden, 
der  Polare  dieses  Punktes*). 

Verfolgen  wir  diese  von  den  Ecken  eines  beliebigen  Dreiecks  ahc 
und  deren  Polaren  ABC  gebildete  Figur  weiter,  so  ergiebt  sich  daraus 
die  Lösung  einer  interessanten  Aufgabe : 

Sind  nämlich  die  Ecken  des  Polardreiecks: 

(B,  0)  =  a,    (C,A)  =  h,    (A,  B)  =  t, 
so  schneiden  sich  nach  dem  vorigen  Satze  aa,  b'b,  et  in  einem  Punkte  o- 

möge  Off  in  «  die  Polare  A  treffen, 
oh  m  ^  die  Polare  B,  oc  in  y  die 
Polare  C,  so  bilden  a^y  ein  neues 
Dreieck,  welches  mit  den  beiden  vori- 
gen perspectivisch  liegt  und  dessen 
Ecken  resp.  auf  den  Polaren  ABO 
liegen.  Nun  zeigt  aber  die  harmo- 
nische Eigenschaft  des  vollständigen 
Vierecks  oö«^,  dessen  Seiten  ao,  /3b 
sich  in  o  treffen,  während  ah  =  A, 
ßa  =  B  sich  in  c  treffen,  dass  die 
vier  Strahlen  «/3,  ay,  aa  und  A  vier 
harmonische  Strahlen  sind,  aß  uud  «}^  zugeordnete,  aa  und  A  zu- 
geordnete Strahlen;  es  sind  ferner  a  und  J.  Pol  und  Polare  in  Bezug 

*)  Folgende  Bemerkung  verdanke  ich  einer  mündlichen  Mittheihing"  des 
Herrn  Bosanes:  Sind  ahc  drei  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts, 
ABC  ihre  Polaren  in  Bezug  auf  denselben,  so  sagt  die  perspectivische  Lage  des 
Dreiecks  ahc  mit  dem  Dreiseit  ABC  aus,  dass  bei  der  Bezeichnung: 

fcc  =  2I      {B,C)  =  a. 

crt==58      {C,A)=^h 

ah  =  ^      {A,B)  =  c 
sowohl  «0,  hh,  cc  sich  in  einem  Punkte  d  treffen,  als  auch  die  Schnittpunkte: 

r.4,3t)   (:b,S3)   (c,e) 

auf  einer  tieraden  1)  liegen  und  dass  d  und  D  Pol  und  Polare  sind. 

Das  Punktquadrupel  ab  cd  ist  von  der  eigenthümlichen  Art,  dass  Jeder  der 
vier  Punkte  von  den  drei  übrigen  in  gleicher  Weise  abhängt.  Dasselbe  gilt  natvu-- 
lich  auch  von  dem  Strahlenquadrupel  AB  CT).  In  der  That,  denken  wir  uns  ahd 
gegeben  und  die  Polaren  ABB,  so  ist: 

(^15)  =  c  {A1))=:{A'^)  {BB)  =  {BSd) 
endlich  geht  dt  durch  c;  die  Verbindungslinie  von  b  mit  {AD)  oder  ( J-Sl)  ist  nun  % 
selbst  oder  bc\  ebenso  ist  die  Verbindungslinie  von  «mit  (7i7>)  oder  (-7>93)  die  Gerade 
®  selbst  oder  «c;  es  schneiden  sich  aber  ^dc,  hc  und  ac  in  dem  Punkte  c,  dem 
l)erspectivischen  Centrum  des  Dreiecks  ahd  und  seines  Polardreiseits.  Es  hängt 
daher  der  Punkt  c  von  abd  in  ganz  derselben  ^^[eise  ab  wie  d  von  übe  u.  s.  w. 
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auf  den  Kegelschnitt;  begegnet  daher  die  Gerade  aß  dem  Kegelschnitt 
in  zwei  Punkten  z  und  s^,  so  wird,  wenn  wir  sa  ziehen,  der  andere 
Schnittpunkt  y  dieser  Verbindungslinie  mit  dem  Kegelschnitt  durch  a 
und  den  Schnittpunkt  mit  Ä  von  0  harmonisch  getrennt  werden,  d.  h. 
y.z  liegen  harmonisch  zu  a  und  dem  Schnittpunkt  von  ys  mit  Ä-^  folg- 
lich muss  der  andere  Schnittpunkt  y  auf  dem  vierten  harmonischen 
Strahl  zu  a^,  Ä,  aa  liegen,  d.  h.  nach  dem  vorigen-  auf  ay^  y  liegt 
also  auf  ay^  ziehen  wir  andererseits  2^a,  welches  in  y^  dem  Kegel- 
schnitt zum  andern  Male  begegnen  möge,  so  muss  auch  y'^  auf  ay 
liegen,  oder  ay  trifft  den  Kegelschnitt  in  den  beiden  Punkten  yy^'^ 
also  die  beiden  Seiten  aß  und  ay  treffen  den  Kegelschnitt  in  zwei 
solchen  Punktpaaren  0Z^  und  yy^,  dass  sy  und  :s^y^  durch  a  gehen, 
daher  2y^  und  0^y  sich  in  %  auf  der  Polare  Ä  schneiden;  in  gleicher 
Weise  treffen  die  beiden  Seiten  aß  und  ßy  den  Kegelschnitt  in  zwei 
solchen  Punktpaaren  ^0^  und  xx^,  dass  zx  und  ß^x^  sich  in  h  treffen, 
also  isx^  und  0^x  sich  in  h^  auf  der  Polare  B  schneiden;  endlich 
aber  treffen  die  beiden  Seiten  ßy  und  ay  den  Kegelschnitt  in  zwei 
solchen  Punktpaaren  xx^  und  yy^,  dass  von  den  beiden  Schnittpunkten 
(xy,  x^y^)  und  {xy^,  x^y)  der  eine  c  ist  und  der  andere  c^  auf  der 
Polare  G  liegt;  es  fragt  sich  nur  noch,  welcher  e  ist  und  welcher  r^/? 
Dies  ist  nicht  schwer  zu  entscheiden,  denn  die  sechs  Punkte  zz^,  yy^, 
xx^  auf  dem  Kegelschnitt  bilden  ein  Pasca^sches  Sechseck: 

X  z  y  x^  z^  y^ , 
bei  dem  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auf  einer  Geraden  liegen; 
da  nun  {^icz,  x^z^)  =  h  (yz,  y^z^)  ==  a,  so  muss  der  dritte  {xy^,  x^y) 
=  c^  sein,  denn  die  willkürlich  angenommenen  Punkte  ahc  liegen 
nicid  in  einer  Geraden;  folglich  ist  {xy,  a^y^)  =  c.  Das  dem  Kegel- 
schnitt einbeschriebene  Dreieck  xyz  hat  also  die  Eigenschaft,  dass 
seine  drei  Seiten  durch  die  gegebenen  Punkte  ahc  gehen,  und  das 
andere  Dreieck  x^y^z^  hat  dieselbe  Eigenschaft.'  Daraus  fliesst  die 
Auflösung  der  Äiifynhe: 

Es  ist  ein  Kegelschnitt  gegeben  und  drei  heliehige  Punhtc  ahc,  man 
soll  ein  Dreieck  dem  Kegelschnitt  einheschreihen ,  dessen  Seiten  durch  ahc 
gehen. 

Auflösung.  Man  construire  zu  ahc  die  Polaren  ABC,  deren 
Schnittpunkte  (7?,  C)  =  o,  (C,  .4)  =  b,  {A,  B)  =  z  seien;  die  Ver- 
bindungslinie aa  trifft  A  in  a,  hh  trifft  B  in  ß,  cz  trifft  6'  in  y.  Die 
Seiten  des  Dreiecks  aßy  treffen  den  Kegelschnitt  in  drei  Punktpaaren, 
welche  die  Ecken  zweier  der  Aufgabe  genügenden  Dreiecke  sind,  näm- 
lich uß  in  z  und  z^,  ßy  in  x  und  a;\  ya  in  y  und  y^  und  zwar,  wenn 
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man  die  Schnittpunkte  von  aß  mit  dem  Kegelschnitt  durch  s  und  s^ 
bezeichnet  hat,  so  trifft  za  in  y,  z^a  in  iß,  0b  in  x  und  z^h  in  x^, 
xy  und  x^y^  schneiden  sich  in  c;  es  giebt  also  im  Allgemeinen  zwei 
Dreiecke  xyz  und  x^y^z^  von  der  gewünschten  Beschaffenheit,  so  dass 
die  Seiten  yz,  zx,  xy  resp.  durch  ahc  gehen  und  ebenso  y^z^,  z^x^, 
x^y^.  Diese  beiden  Dreiecke  können  auch  imaginär  werden,  wenn 
nämlich  eine  Seite  des  Dreiecks  aßy  den  Kegelschnitt  nicht  trifft, 
woraus  dann  folgt,  dass  auch  die  andern  ihn  nicht  treffen  können; 
auch  könnten  beide  Dreiecke  zusammenfallen;  (welche  Bedingung 
müsste  alsdann  zwischen  den  gegebenen  Punkten  ahc  obwalten?) 
Sind  insbesondere  nhc  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt,  so  giebt  es,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  nicht  blos 
zwei  Auflösungen  der  Aufgabe,  sondern  unendlich  viele;  sie  ist  un- 
bestimmt. (Ueber  die  Geschichte  dieses  Problems  vergleiche  Chnslcs, 
Apercu  historique  Note  XL  Eine  elegante  Lösung  der  allgemeineren 
Aufgabe  hat  Gö^yl  in  dem  Aufsatze:  „Ueber  Projectivität  der  Kegel- 
schnitte als  krummer  Gebilde ",  Crell(f8  Journal  Bd.  XXXVI  Seite  31 7 
gegeben.) 

Aus  dem  oben  bewiesenen,  bei  vielen  geometrischen  Untersuchungen 
nützlichen  Satze,  dass  die  Durchbohrungssehnen  der  Strahlenpaare 
eines  Strahlsystems  mit  einem  Kegelschnitt,  welcher  durch  den  Mittel- 
punkt des  Strahlsystems  geht,  in  einen  Punkt  zusammenlaufen,  folgt 
zugleich  eine  andere  sehr  einfache  Lösung  der  auf  S.  58  besprochenen 
Aufgabe:  Das  gemdnscfiaftliche  Paar  conjugirter  Strahlen  hei  zivei  con- 
centrisch  liegenden  Strahlsystcmen  zu  finden'-^;  legen  wir  nämlich  durch 
den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  beider  Strahlsysteme  einen  belie- 
bigen Kegelschnitt  K,  so  bestimmen  die  Durchbohrungssehnen  des 
einen  Strahlsystems  einen  Punkt  P,  die  des  andern  einen  Punkt  P\ 
und  die  Sehne  PP^  trifft  den  Kegelschnitt  K  in  zwei  solchen  Punkten, 
nach  denen  das  gesuchte  gemeinschaftliche  Strahlenpaar  der  beiden 
Systeme  hingeht.  Diese  beiden  Schnittpunkte  sind  immer  reell,  sobald 
nur  einer  der  beiden  Punkte  P,  P^  innerhalb  des  Kegelschnitts  K 
liegt,  d.  h.  eines  der  beiden  Strahlsysteme  elliptisch  ist.  Sind  aber 
])eide  hyperbolisch,  so  braucht  die  Verbindungslinie  PP^  den  Kegel- 
schnitt K  nicht  zu  treffen,  weil  beide  Punkte  ausserhalb  desselben 
liegen.  In  diesem  Falle  gehen  reelle  Tangentenpaare  aus  P  und  P^ 
an  den  Kegelschnitt  K,  und  die  Berührungspunkte,  mit  dem  gemein- 
schaftlichen Centrum  beider  Strahlsysteme  verbunden,  liefern  die 
Asymptoten  derselben;  die  Berührungssehnen  schneiden  sich  aber  in 
einem  Punkte  j},  dem  Pol  von  PP\  innerhalb  /f,  sobald  die  Ver- 
bindungslinie PP^  den  Kegelschnitt  K  in  keinem  reellen  Punkte  trifft. 
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dagegen  ausserhalb  K,  wenn  FF^  in  zwei  Punkten  dem  Kegelschnitt 
begegnet;  der  Punkt  ^)  inducirt  also  selbst  ein  neues  Strahlsystem  in 
dem  gemeinschaftlichen  Centrum,  dessen  zwei  Strahlenpaare  die 
Asymptoten  der  gegebenen  beiden  Strahlsysteme  sind.  Ist  dieses 
neue  Strahlsystem  elliptisch,  so  haben  die  gegebenen  Strahlsysteme 
kein  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter  Strahlen;  ist  es  dagegen 
hyperbolisch,  so  haben  sie  ein  gemeinschaftliches  Paar,  und  dieses 
l)ilden  die  Asymptoten  des  durch  die  beiden  Asymptotenpaare  der 
gegebenen  Strahlsysteme  bestimmten  neuen  Strahlsystems. 

Schliesslich  soll  noch  eine  Eigenschaft  der  Steiner  Bcheu  Punkte 
beim  Hexagrammum  mysticum  (S.  131)  nachgewiesen  werden,  welche 
mit  den  Polarbeziehungen  des  Kegelschnitts  zusammenhängt,  dass 
jiämlich  ein  Steiner'' sclier  FunJct  und  sein  Gegenpunkt  allemal  zwei  eon- 
jugirte  Funlde  in  Bezug  mif  den  Kegelschnitt  sind.'^')  Hierzu  müssen 
wir  uns  die  Betrachtung  auf  Seite  130  vergegenwärtigen: 
Die  beiden  Sechsecke: 

12  3  4  5  ()  und  1  4  3  G  5  2 
liefern    zwei  Fascal'^che   Linien,    welche    durch  die  Punkte    bestimmt 
werden: 

(12,45)  =  .  (12,  3ß)  =  y, 

(23,56)  =  c/"''\l4,  50)  =  ;., 

und  die  beiden  Pasc«Z'schen  Linien  CyC.^,   yi^y.,   schneiden  sich    in   dem 

Steiner' sehen  Punkte  p. 

Die  Punkte  e^c.,,  y^y^   erscheinen  als   Diagonalpunkte    von    voll-' 

ständigen    Vierecken,    die    dem  Kegelschnitt    einbeschriebeu   sind  und 

deren  übrige  Diagonalpunkte  sind: 

(14 ,  25)  =  «1     (25 ,  3G)  =  a.,     (16 ,  23)  =  a,     (10 ,  45)  =  «., 
(15 ,  24)  =  \     (26 ,  35)  =  \     (13 ,  26)  =  /i,     (15 ,  46)  =  ß, 

so  dass  also  ciibyC^,  a.J).^c.^,  ^iß^Vi:  ^tßiYi  l^  ^i^i  Tripel  conjugirter 
Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind. 

Wir  sehen  unmittelbar:      12  =  c^y^     ^^^'^  =^  ^^T^ r  ^^^o 
(12,  56)  =  (c,yi,  c,y.,) 
femer  16  =  «1  «2     2f)  =  a^^a.,,  also 
(16,  25)  =  («la^,  a^a.^  . 
Da  nun  die  Punkte  (12,  56)  und  (l^),  25)  als  Diagonalpunkte  eines  dem 
Kegelschnitt    einljeschriebenen   Vierecks   conjugirt   si)id   in   Bezug    auf 
den  Kegelschnitt,  so  liegt 

*)  Hesse:    „Uebev    das    geradlinige  Sechseck  auf  dem  Hyperboloid",    Crel.le\ 
Journal  Bd.  XXIV  Seite  40. 
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(cc^a2,  ci'id.,)  auf  der  Polare  von  {c^y^,  Cg^g)  ; 

diese  Polare  ist  die  Verbindungslinie  der  Punkte: 

{aj)y,  ci^ßi)     («2^2?  ^iß-i)  j     6S  liegen  daher 

(«i&i,  ^ißi)     (^2^2?  ^2/^2)     (^'1^2;  %%)  auf  einer  Geraden, 

oder  die  beiden  Dreiecke: 

«1     «j     («iZ'i,  «i/3i)     und 

liegen  perspectivisch.   Hieraus  folgt,  dass  die  Schnittpunkte  entsprechen- 
der Seiten  d.  h.  die  Punkte: 

{a,a,,  a.^a.,)     (a^ö, ,  a.,\)     {a,ß,,  a.,ß.,) 
auf   einer    Geraden    liegen;    diese   Gerade,    welche    durch    die    beiden 
Punkte: 

(«i&i,  «2^2)     («1^0  «2/^2)  1 

schon  bestimmt  wird,  ist  die  Polare  des  Schnittpunkts: 

oder  des  Punktes  p. 

Der  Punkt  (ffi«i,  '''2^2)  ^^^  ^^^^^'  ^^^^  Schnittpunkt  der  Pasm^schen 
Linien  für  die  beiden  Sechsecke: 

14  3  2  5  0   und    1  G  3  4  5  2 
oder  der  Punkt  n;   da   also  n  auf  der  Polare   von  p  liegt,  so  sind  jj 
und  7t  conjugirte»  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,   und  wir  er- 
halten den  Satz: 

Jedes  Paar  Steiner' sehe^'  Gegenpunlcte  ist  ein  Paar  conjugirter  Punlic 
in  Bezug  auf  den  Kegelsdmitt.  Die  sämmtlichen  20  ASfemer  sehen  Punkte 
zerfallen  also  in  10  Paare  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt. 

[Aus  der  vorigen  Betrachtung  ergiebt  sich  zugleich,  weil  zu 

(12,  56)  =  (qy,,  c,r^ 

(16,  2b)  =  {a^a.,,  a^a.,) 

der  dritte  Tripelpunkt  (15,  2<6)  =  ih^ß.,,  ft^/^i)  ist,  dass  die  vier  Punkte: 

{aj)^,  aj^)     {a.,\,  a^ß.,)     {a,a.,,  a,a.,)     {\ß,,,  hß,) 
auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  woraus  weiter  folgt,  dass  auch 

ihßi^  hß-i)  ™tl  {e^y.,,  c.,y^) 
conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind  u.  s.  w.|*) 


*)  Vergleiche  auch  G.  Bauer:   Ueber  das  PascaVac\\e  Theorem.     Abhdlgn.  d. 
Bair.  Acad.  d.  W.     II.  Cl.     Bd.  XI,  Abth.  III.     München  1874. 
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§.  32.     Durchmesser  und  Mittelpunkt,  das  StraMsystem  der  conjugirten 
Durclimesser  und  die  Axen  des  Kegelschnitts. 

Besondere  Fälle  der  allgemeinen  Polaritätsbeziehungen  des  Kegel- 
schnitts führen  zu  denjenigen  Eigenschaften  desselben,  welche  am  bekann- 
testen sind  mid  meist  zum  Ausgangspunkt  für  die  Untersuchung  der 
Kegelschnitte  gewählt  werden.  Nehmen  wir  einen  Punkt  im  Unendlichen 
der  EÜene  eines  Kegelschnitts,  so  wird  seine  Polare  erhalten  (S.  142),  indem 
wir  durch  ihn  Strahlen  ziehen,  d.  h.  Parallele,  welche  den  Kegelschnitt 
in  je  zwei  Punkten  treffen,  und  den  vierten  harmonischen,  dem  un- 
endlich-entfernten zugeordneten  Punkt  construiren;  dieser  ist  (S.  14) 
der  Mittelpunkt  zwischen  den  beiden  Schnittpunkten,  also:  Zieht  man 
in  hdiehiyer  lUchtuny  eine  Ueihe  paralleler  Sehnen  eines  Kegelschnitts,  so 
liegen  die  Glitten  derselben  auf  einer  Geraden.  Eine  solche  Gerade 
heisst  Durchmesser  des  Kegelschnitts  vmd  ist  die  Polare  eines  unend- 
lich-entfernten Punktes  in  der  Ebene  desselben.  Die  Tangenten  in  den 
Schnittpimlden  eines  Durchmessers  laufm  parallel,  nämlich  durch  den  im 
Unendlichen  liegenden  Pol  des  Durchmessers.  Nehmen  wir  einen  zweiten 
Punkt  im  Unendlichen  und  ziehen  durch  ihn  ein  zweites  Parallelstrahlen- 
büschel,  so  liegen  die  Mitten  der  durch  den  Kegelschnitt  abgeschnittenen 
Stücke  auf  einem  zweiten  Durchmesser,  der  Polare  des  zweiten  unend- 
lich-entfernten Punktes;  der  Schnittpunkt  beider  Durchmesser  ist  der 
l'ol  der  Verbindungslinie  beider  unendlich-entfernten  Punkte,  d.  h.  der 
unendlich-entfernten  Geraden  G^^.  Auf  jedem  durch  diesen  Schnitt- 
punkt zweier  Durchmesser  gehenden  Strahl  werden  also  durch  den 
Kegelschnitt  zwei  Punkte  bestimmt,  deren  Mitte  jener  Punkt  ist,  oder 
jeder  solcher  Strahl  ist  die  Polare  eines  bestimmten  Punktes  im  Un- 
endlichen, d.  h.    • 

Sämmtliche  Durchmesser  des  Kegelschnitts  laufen  durch  einen  festen 
Punl't,  welcher  der  Mitteljnmkt  des  Kegelschnitts  heisst  und  der  Pol 
der  unendlich-entfernten  Geraden  G^   ist. 

Pei  der  Hyperbel  ist  der  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der  beiden 
Asymptoten  (S.  118),  weil  dies  die  Polaren  (Tangenten)  der  unendlich- 
entfernten Punkte  des  Kegelschnitts  sind;  er  liegt  also  ausserhalb  der 
Hyperbel.  Bei  der  Ellipse  liegt  er  innerhalb  derselben;  bei  der  Para- 
bel tritt  die  Eigenthümlichkeit  ein,  dass  ihr  Mittelpunkt  auf  ihr  selbst 
liegt,  nämlich  ihr  unendlich-entfernter  Punkt  ist;  da  nämlich  die  un- 
endlich-entfernte Gerade  Tangente  der  Parabel  ist  (S.  114),  so  ist  ihr 
Pol  der  Berührungspunkt;  also  der  unendlich-entfernte  PunM  der  Parabel 
ist  zugleich  der  Mittelpunlit  derselben,  und  sämmtliche  Durchmesser  der 
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Parabel    laufen   parallel    nach    dem    unendlich- entfernten    Punkte    der- 
selben hin. 

Wie  jedem  Puidcte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ein  bestimm- 
tes Strahlsystem  und  jeder  Geraden  ein  bestimmtes  Punktsystem  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört  (S.  140),  so  auch  der  unendlich- 
entfernten Geraden  und  dem  Mittelpunkt;  sind  Punkt  und  Gerade  Pol 
und  Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  so  liegen  Strahlsystem 
und  Pvmktsystem  perspectivisch,  also  das  dem  Mittelpunkt  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  zugehörige  Strahlsystem  liegt  mit  dem  der  un- 
endlich-entfernten Geraden  zugehörigen  Punktsystem  perspectivisch. 
Wir  erhalten  daher  zwei  conjugirte  Strahlen  des  dem  Mittelpunkt  zu- 
gehörigen Strahlsystems,  indem  wir  einen  beliebigen  Durchmesser 
ziehen  und  den  Pol  desselben  mit  dem  Mittelpunkte  verbinden,  d.  h. 
den  Ort  der  Mitten  der  zu  ihm  parallelen  Sehnen  bestimmen;  zwei 
solche  Durchmesser  des  Kegelschnitts,  deren  einer  der  Ort  der  Mitten 
der  zu  dem  andern  parallelen  Sehnen  ist,  woraus  zugleich  folgt,  dass 
der  erste  der  Ort  der  Mitten  der  zu  dem  zweiten  parallelen  Sehnen 
ist,  oder  was  dasselbe  sagt,  zwei  solche  Durchmesser,  deren  jeder  seinen 
Pol  auf  dem  andern  hat,  heissen  conjugirte  Durchmesser  des  Kegelschnitts; 
die  sümmtlichcn  Faarc  conjiujirter  Durchmesser  des  Kegelschnitts  hilden  ein 
Strahlsystem,  von  dem  jedes  Pacir  conjugirtcr  Strcdden  ein  Faar  conjugirter 
Durchmesset'  ist.  Dieses  dem  Mittelpunkte  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt zugehörige  Strahlsystem  ist  elliptisch  bei  der  Ellipse,  hyper- 
bolisch bei  der  Hyperbel,  Aveil  das  mit  ihm  perspectivisch  liegende 
Punktsystem  der  unendlich-entfernten  Geraden  im  ersten  Falle  ellip- 
tisch, im  zweiten  Falle  hyperbolisch  ist.  Die  Asymptoten  des  hyper- 
bolischen Strahlsystems  der  conjugirten  Durchmesser  einer  Hyperbel 
sind  die  Asymptoten  der  Hyperbel;  je  zwei  conjugirte  Durchmesser 
der  Hyperbel  bilden  daher  mit  den  beiden  Asymptoten  vier  harmo- 
nische Strahlen  und  sind  einander  zugeordnet.  Insbesondere  stehen 
beim  Kreise  je  zwei  conjugirte  Durchmesser  auf  einander  senkrecht; 
das  Strahlsystem  für  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  ist  also  ein  circu- 
lares  (S.  64).  Bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  bilden  je  zwei  conjugirte 
Durchmesser  mit  einer  Asymptote  gleiche  AVinkel;  das  dem  Mittelpunkt 
der  gleichseitigen  Hyperl)el  zugehörige  Strahlsystem  ist  ein  gleichseitig- 
hyperbolisches. Bei  der  Parabel,  deren  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt, 
nimmt  das  ihm  zugehörige  Strahlsystem  den  einseitigen  (parabolischen). 
Charakter  an,  dass  die  zu  allen  Durchmessern  conjugirten  in  einem  ein- 
zigen, der  unendlich-entfernten  Geraden,  vereinigt  sind  (S.  74).  Es  ver- 
steht sich  von  selbst,  dass  zwei  conjugirte  Durchmesser  des  Kegelschnitts 
zugleich  zwei  conjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  und  dass 
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zwei  ■  conjiigirte  Durchmesser  und  die  miendlich-entfernte  Gerade  ein 
Tripel  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind  oder 
ein  Polardreieck  bilden. 

Jedem  Durchmesser  des  Kegelschnitts  gehört  ein  bestimmtes  Punkt- 
system in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu;  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts ist  allemal  Mittelpunkt  dieses  Punktsystems,  die  beiden  Schnitt- 
punkte des  Durchmessers  mit  dem  Kegelschnitt  sind  die  Asymptotenpunkte 
des  Punktsystems,  welche  bekanntlich  auf  entgegengesetzten  Seiten 
vom  Mittelpunkte  gleich  weit  abstehen.  Bei  der  Ellipse  nun  sind 
alle  diese  Punktsysteme  auf  den  Durchmessern  hyperbolisch,  d.  li. 
jeder  Durchmesser  der  Ellipse  schneidet  dieselbe  in  zwei  reellen 
Punkten,  welche  gleich  weit  vom  Mittelpunkte  nach  entgegengesetzten 
Seiten  hin  abstehen;  denn  da  die  unendlich- entfernte  Gerade  keinen 
Punkt  der  Ellipse  enthält,  so  liegt  sie  ganz  in  dem  von  den  Tangen- 
ten der  Ellipse  erfüllten  Gebiet  der  Ebene;  aus  jedem  ihrer  Punkte 
giebt  es  also  zwei  reelle  Tangenten  an  die  Ellipse  und  die  Verbin- 
dungslinie der  Berührungspunkte  ist  ein  Durchmesser;  also  jeder  Durch- 
messer der  Ellipse  schneidet  dieselbe  in  zwei  reellen  Funkten,  und  in  jeder 
helicblgen  liicfitung  giebt  es  zwei  parallele  Tangenten  der  Ellipse. 

Anders  verhält  es  sich  bei  der  Hyperbel;  hier  zerfallen  die  Durch-, 
messer  in  zwei  Gruppen;  die  Punktsysteme  auf  den  Durchmessern  der 
einen  Gruppe  sind  hyperbolisch,  die  andern  elliptisch,  und  beide 
Gruppen  werden  durch  die  Asymptoten  von  einander  getrennt,  so 
dass  also  zwei  conjugirte  Durchmesser  der  Hyperbel  immer  verschie- 
denen Gruppen  angehören.  Die  unendlich-entfernte  Gerade  enthält 
nämlich  zwei  Punkte  der  Hyperbel  und  zerfällt  durch  dieselben  in 
zwei  Gebiete,  deren  eines  die  Punkte  ausserhalb  der  Hyperbel,  das 
andere  die  Punkte  innerhalb  der  Hyperbel  enthält;  für  die  ersteren 
ist  nun  das  zugehörige  Strahlsystem  hyperbolisch,  sie  liefern  also 
reelle  Tangentenpaare,  die  beiden  Berührungspunkte  sind  die  Schnitt- 
punkte eines  Durchmessers  der  Hyperbel,  welcher  in  diejenigen 
Asymptoten- Scheitelräume  hineinfallt,  in  denen  überhaupt  die  Hyper- 
bel enthalten  ist  (S.  119,  Fig.  3(3);  für  die  unendlich-entfernten  Punkte 
des  andern  Gebiets  ist  aber  das  zugehörige  Strahlsystem  elliptisch, 
also  auch  das  auf  der  Polare  befindliche  Punktsystem,  d.  h.  diese 
Durchmesser  haben  elliptische  Punktsysteme,  treffen  die  Hyperbel 
nicht  und  liegen  in  den  beiden  andern  Asymptoten-Scheitelräumen,  in 
denen  kein  Punkt  der  Hyperbel  enthalten  ist.  Diejenigen  Durchmesser 
der  Hyperbel,  welche  in  das  eine  Faar  Scheitelräume  zwischen  den 
Asymptoten  hineinfallen,  treffen  dieselbe  in  je  ztvei  reellen  PunJcten,  die 
nach   entgegengesetzten  Seiten   hin   gleichweit  vom  MittelpunMe  abstehen; 
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diejenigen  Durchmesser  aber,  tvelche  in  das  andere  Paar  Scheitelräume 
hineinfallen,  treffen  die  Hyperbel  nicht;  zwei  conjugirte  Durchmesser 
der  Hyperbel  können  nie  in  dieselben  Scheitelräume  hineinfallen,  weil 
sie  zugeordnet-harmonisclie  Strahlen  mit  den  Asymptoten  sind.  Hieraus 
folgt,  dass  es  nicht  in  allen  llichtungen  parallele  Tamjentenpaare  der 
Hyperbel  giebt,  sondern  nur.  in  denjenigen  llichtungen,  welche  in  die 
beiden  Scheitelräume  zwischen  den  Asymptoten  hineinfallen,  die  nicht  die 
Zweige  der  Hyperbel  enthalten.  Das  den  Asymptoten  selbst  zugehörige 
Punktsystem  nimmt  wieder  den  einseitigen  parabolischen  Charakter 
an.  Bei  der  Parabel  endlich  ist  das  jedem  Durchmesser  derselben 
(d.  h.  einem  durch  den  unendlich- entfernten  Punkt  der  Parabel  gehen- 
den Strahl)  zugehörige  Punktsystem,  weil  sein  Mittelpunkt  im  Unend- 
lichen liegt  (S.  52),  ein  gleichseitig-hyperbolisches,  von  dem  nur  ein 
Asymptotenpunkt  im  Endlichen  liegt.  Also  jeder  Durchmesser  der 
Farabel  trifft  dieselbe  nur  in  einem  endlichen  Funlde,  der  andere  ist 
der  unendlich- entfernte  Punkt  der  Parabel. 

Die  in  den  Schnittpunkten  zweier  conjugirten  Durchniesser  der 
Ellipse  gezogenen  Tangenten  bilden  ein  der  Ellipse  umschriebenes 
Parallelogramm,  dessen  parallele  Seitenpaare  den  conjugirten  Durch- 
messern parallel  laufen;  die  Diagonalen  dieses  Parallelogramms  bilden 
ein  zweites  Paar  conjugirter  Durchmesser,  weil  sie  mit  der  unendlich- 
entfernten Geraden  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen  sind  als  Diagonal- 
dreieck eines  dem  Kegelschnitt  umschriebenen  Vierseits  (S.  147).  Diese 
beiden  Paare  bestimmen  das  ganze  Strahlsystem  der  conjugirten  Durch- 
messer. Wir  können  aus  demselben  Grunde  auch  allgemeiner  sagen: 
Die  Diagonalen  irgend  eines  dem  Kegelschnitt  umbeschriebenen  FaraJlelo- 
gramms  sind  allemal  ein  Faar  conjugirter  Durchmesser  desselben,  und  die 
Seitenpaare  eines  beliebigen  dem  Kegelsehnitt  einbesehricbenen  Farallelo- 
gramms  laufen  allemal  parrdlel  ztvei  conjugirten  Durehmessern  desselben. 
Bei  der  Hyperbel  trifft  nur  einer  von  zwei  conjugirten  Durchmessern 
dieselbe  in  zwei  reellen  Punkten  F  und  P^:  die  Tangenten  in  den- 
selben  laufen  dem  andern  conjugirten  Durchmesser  parallel;  trifft 
j,jg  44  (Fig.  44)  die  Tangente  in  F  die  Asymp- 

■^  toten  in  den  Punkten  a  und  b,  so  ist 
der  Berührungspunkt  F  die  Mitte  von 
a6  (S.  119);  trifft  die  Tangente  in  F' 
die  Asymptoten  in  a^  und  b',  so  ist 
gleichfalls  F^  die  Mitte  von  q}V:,  da 
aber  die  Mitte  von  FF^  der  Mittel- 
punkt M  der  Hyperbel  ist,  so  sind  die  vier  Punkte  abaU)'  die 
Ecken  eines  Parallelogramms,  dessen  Seitenpaare  den  beiden  coujugir- 
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Fig.  45. 


teil  Durclimesserii  der  Hyperbel  parallel  lauten,  indem  aV  und  a^b 
mit  FP^  parallel  sind.  Verändern  wir  den  durch  den  Mittelpunkt  31 
gezogenen  Durchmesser  PP^,  so  verändert  sich  dies  Parallelogramm, 
dessen  Seitenpaare  allemal  einem  Paar  conjugirter  Durchmesser  parallel 
laufen,  und  dessen  Flächeninhalt  constant  bleibt  (S.  119). 

Ebenso  wie  das  eine  Seitenpaar  ah,  a^b^  die  gegebene  Hy- 
perbel einhüllt,  wird  auch  das  andere  parallele  Seitenpaar  eine  neue 
Hyperbel  einhüllen;  denn  betrachten  wir  die  Asymptoten  als  die  er- 
zeugenden Punktreihen  der  gegebenen  Hyperbel,  so  sind  in  ihrem 
Schnittpunkte  die  besonderen  Punkte  r  und  q^  vereinigt  (S.  lIS),  und 
es  ist  also  iHa  .  ilf 6  =  const.  Nun  ist  aber  VM=Mh;  der  Punkt 
I)^  durchläuft  also  eine  mit  der  von  b  durchlaufenen  projectivisch- 
gleiche  Punktreihe;  also  sind  auch  die  von  a  und  b^  durchlaufenen 
Punktreihen  projectivisch  mid  haben  ebenfalls  ihre  besonderen  Punkte 
r  und  q^  in  M  vereinigt;  dies  zweite  Seitenpaar  aV  und  a^h  umhüllt 
also  gleichfalls  eine  Hyperbel,  welche  dieselben  Asymptoten  hat,  wie  die 
erste  und  ganz  in  die  beiden  andern  Scheitelräume  zwischen  die  Asymp- 
toten hineinfällt;  diese  zweite  heisst  die  conjugirte  Hyperbel  (oder  com- 
plementäre  Hyperbel)  (Fig.  45).  Die  Mittelpunkte 
QQ^  des  zweiten  parallelen  Seitenpaars  unseres 
Parallelogramms  sind  die  Berührungspunkte 
der  conjugirten  Hyperbel;  QQ^  ist  also  ein 
Durchmesser  der  conjugirten  Hyperbel  und  hat 
zu  seinem  conjugirten  Durchmesser  PP^.  Das 
ganze  System  der  conjugirten  Durchmesser  ist 
daher  für  die  beiden  conjugirten  Hyperbeln  das- 
selbe und  sie  ergänzen  sich  in  der  Weise,  dass 
diejenigen  Durchmesser,  welche  die  eine  Hy- 
perbel in  zwei  reellen  Punkten  treffen,  die  an- 
dere nicht  treffen  und  umgekehrt;  zwei  con- 
jugirte Hyperbeln  haben  nicht  allein  dieselben  Asymptoten,  sondern 
auch  dieselbe  Potenz  (S.  119)  und  können  durch  dieselben  beiden  Punkt- 
reihen erzeugt  werden,  wenn  man  in  ihrem  Schnittpunkte  die  beson- 
deren Punkte  r  und  q^  vereinigt;  die  zu  der  einen  conjugirte  Hyperbel 
erhält  man  alsdann  dadurch,  dass  man  den  einen  der  beiden  Träger 
um  den  festen  Schnittpunkt  herumbewegt  um  180",  so  dass  jede  Hälfte 
des  Trägers  in  die  Lage  der  andern  Hälfte  kommt.  Wir  bemerken 
noch,  dass  bei  dem  Parallelogramm  abo^b^,  dessen  Seitenpaare  durch 
die  Punkte  P  und  P^,  Q  und  Q^  halbirt  werden,  ebenso  wie  P  und 
P^  die  Asymptotenpunkte  des  dem  Durchmesser  PMP^  zugehörigen 
Punktsystems  in  Bezug  auf  die  ursprüngliche  Hyperbel  sind,  die  Punkte 
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Q  und  Q^  ein  Paar  coiijugirtcr  Punkte  in  Bezug  auf  dieselbe  Hyper- 
bel sein  müssen;  denn  die  Polare  von  a  geht  durch  P  und  läuft 
parallel  aa^,  folglich  durch  (>\  und  ebenso  ist  die  Polare  von  b^  nichts 
anderes,  als  l^^Q^,  mithin  ab^  die  Polare  von  Q^-^  da  aber  die  Polare 
von  Q^  durch  Q  geht,  so  sind  Q  und  Q^  conjugirte  Punkte  in  Bezug 
auf  die  ursprüngliche  Hyperbel  und  zwar  dasjenige  Punktpaar  des 
dem  Durchmesser  QMQ^  in  Bezug  auf  clie  ursprünghche  Hyperbel  zu- 
gehörigen Punktsystems,  welches  vom«  Mittelpunkte  M  nach  beiden 
Seiten  hin  gleich  weit  absteht.  Auf  den  beiden  conjugirten  Durch- 
messern MF  und  MQ  repräsentiren  also  diese  beiden  Strecken,  welche 
den  Hälften  der  Seiten  des  Parallelogramms  aba'b*^  gleich  sind,  zwei 
solche  Längen,  dass  die  Quadrate  derselben  den  Inhalt  der  constanten 
Rechtecke  liefern,  welche  dem  einen  und  dem  andern  Punktsystem 
auf  diesen  Durchmessern  in  Bezug  auf  die  Hyperbel  zugehören,  wobei 
aber  festzuhalten  ist,  dass  allemal  das  eine  Punktsystem  hypei-bolisch, 
das  andere  elhptisch  ist. 

Das  dem  Mittelpunkte  des  Kegelschnitts  zugehörige  Strahlsystem 
der  conjugirten  Durchmesser  hat,  Avie  jedes  Strahlsystem  (S.  00),  ein 
Paar  zu  einander  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen  und  nur  ein  ein- 
ziges Paar,  die  Axen  des  Strahlsystems,  wofern  nicht  das  Strahl- 
system ein  circulares  ist.     Also: 

Der  Kegelschnitt  hat  im  Ällyemeinen  immer  ein  Faar  zu  einander 
rechtivinJdiyer  conjugirter  Durchmesser  und  nur  ein  einsiges  Paar  (wenn 
er  nicht  Kreis  ist);  diese  heissen  die  Axen  des  Kegelschnitts.  Eine 
Ausnahme  hiervon  macht  der  Kreis,  welcher  unendlich  viele  Axen- 
paare  hat.  Um  die  Axen  des  Kegelschnitts  zu  finden,  hat  man  also 
die  Axen  desjenigen  Strahlsystems  aufzusuchen,  welches  dem  Mittel- 
punkt in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört  und  welches  durch 
zwei  Paare  conjugirter  Strahlen  (Durchmesser)  bestimmt  wird.  Bei 
der  Hyperbel  sind  die  Axen  unmittelbar  zu  finden;  es  sind  nämlich 
die  Halbirungslinien  des  Winkels  zwischen  den  Asymptoten  mid  seines 

Nebenwinkels,  wie  aus  den  Eigen- 
schaften des  hyperbolischen  Strahl- 
systems hervorgeht,  weil  jede  Asymptote 
ein  Paar  zusammenfallender  conjugirter 
Durchmesser  repräsentirt. 

Bei  der  Ellipse  sei  ein  beliebiges 
Paar  conjugirter  Durchmesser  und  die 
(stets  reellen)  Schnittpunkte  derselben 
mit  der  Ellipse  A  und  A^,  B  und  B^ 
ermittelt  (Fig.  46),  womit  zugleich  zwei 
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Paare  coujugirter  Durchmesser  bekannt  sind;  denn  ziehen  wir  durch 
Ä  und  A^  zwei  Parallele  zu  SB^  und  durch  U  und  B^  zwei  Parallele 
zu  AA'-,  so  erhalten  wir  ein  Parallelogramm  aßyö,  welches  der 
Ellipse  umbeschrieben  ist,  und  dessen  Diagonalen  nach  dem  Obigen 
ein  zweites  Paar  coujugirter  Durchmesser  sind;  die  Axen  des  durch 
diese  zwei  Paare  coujugirter  Strahlen  vollständig  bestimmten  Strahl- 
systems lassen  sich  nun  in  elementarer  Weise  wie  folgt  construiren: 
Das  Strahlsystem  des  Mittelpunkts  M  trifft  die  Seite  aß,  deren  Mitte 
A  ist,  in  einem  Punktsystem,  von  welchem  A  der  Mittelpunkt  (dem 
unendlich-entfÄ-nten  entsprechend)  und  aß  ein  Paar  coujugirter  Punkte 
ist;  denken  wir  uns  über  aß  als  Durchmesser  einen  Kreis ' geschlagen 
und  in  A  ein  Perpendikel  auf  aß  errichtet,  welches  den  Kreis  in  den 
Punkten  P  und  Q  treffen  möge,  so  wird  das  ganze  durch  P  uud  Q 
gelegte  Kreisbüschel  die  Gerade  aß  in  dem  betrachteten  Punktsystem 
schneiden,  d.  h.  jeder  durch  BQ  gelegte  Kreis  in  zwei  conjugirten 
Punkten  dieses  Punktsystems.  Nun  giebt  es  aber  einen  Kreis,  welcher 
durch  BQ  und  M  geht;  dieser  schneidet  in  zwei  conjugirten  Punkten 
jenes  Punktsystems  jc'E,,  folglich  sind  Mx  und  ilf|  die  Richtungen 
zAveier  conjugirten  Durchmesser,  und  da  sie  auf  einander  senkrecht 
stehen,  weil  xi>  ein  Durchmesser  dieses  Kreises  ist,  so  sind  es  die 
gesuchtien  Axen  der  Ellipse. 

Da  die  Axe  eines  Kegelschnitts  ein  solcher  Durchmesser  desselben 
ist,  dessen  coujugirter  auf  ihm  senkrecht  steht,  oder  für  den  die 
Tangente  in  einem  Schnittpunkt  zu  ihm  rechtwinklig  ist,  so  können 
wir  auch  für  die  Parabel  die  Axen  ermitteln.  Alle  nach  dem  unend- 
lich-entfernten Punkte  der  Parabel  (ihrem  Mittelpunkte)  gehenden 
Parallelstrahlen  sind  Durchmesser  derselben;  jeder  schneidet  sie  nur 
noch  in  einem  einzigen,  im  Endlichen  liegenden  Punkt,  und  es  ist  ein 
solcher  zu  suchen,  dessen  Tangente  senkrecht  auf  dieser  Richtung  ist, 
d.  h.  wir  haben  eine  Tangente  aus  demjenigen  unendlich-entfernten 
Punkte  an  die  Parabel  zu  legen,  welcher  in  der  zu  der  Richtung 
sümmtlicher  Durchmesser  senkrechten  Richtung  liegt.  Da  es  durch 
jeden  unendlich-entfernten  Punkt  (ausser  der  unendlich-entfernten  Ge- 
raden) nur  noch  eine  Tangente  an  die  Parabel  giebt,  so  giebt  es  auch 
nur  eine  bestimmte  zu  der  Richtung  nach  dem  unendlich-entfernten 
Punkt  der  Parabel  senkrechte  Tangente.  Der  Berührungspunkt,  welcher 
Scheitel  der  Parabel  heisst,  mit  dem  unendlich- entfernten  Punkt  der- 
selben verbunden  liefert  eine  Axe  der  Parabel;  die  andere  Axe  ist  die 
unendlich-entfernte  Gerade  selbst;  die  Parabel  hat  also  nur  eine  im 
Endlichen  liegende  Axe.  Die  Construction  derselben  Hesse  sich  so 
bewerkstelligen: 
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Man  zielie  zwei  beliebige  parallele  Sehnen  der  Parabel  und  ver- 
binde deren  Mitten;  zu  dieser  Verbindungslinie  ziehe  man  zwei  senk- 
rechte, also  mit  einander  parallele  neue  Sehnen  der  Parabel  und  ver- 
binde deren  Mitten.  Diese  Verbindungslinie  ist  die  gesuchte  Axe  der 
Parabel. 

§.  33.     Construction  der  Axen  und  einige  daraus  hervorgehende 
metrische  Beziehungen. 

Die  Schnittpunkte  der  Axen  mit  dem  Kegelschnitt  heissen,  wie 
bei  der  Pauabel,  auch  bei  Ellipse  und  Hyperbel  Schcitclpimläc,  und  die 
endliche  Strecke  auf  jeder  Axe  zwischen  den  beiden  Scheitelpunkten 
Avird  im  engeren  Sinne  Äxe  des  Kegelschnitts  genannt,  die  Hälfte 
dieser  Strecke  HaTbaxe.  Suchen  wir  zunächst  bei  der  Ellipse  die 
Grösse  der  Axen  zu  bestimmen:  Die  iip  vorigen  Paragraphen  ange- 
gebene Construction  ergab  nur  die  Richtung  derselben-,  sie  führt 
aber  auch  leicht  zur  Bestimmung  ihrer  Grösse,  weim  wir  berück- 
sichtigen, dass  die  Scheitelj^unkte  die  Asymptotenpmikte  desjenigen 
Punktsystems  auf  der  Axe  sind,  Avelches  ihr  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt zugehört;  M  ist  Mittel])unkt  dieses  Punktsystems;  der  Punkt 
X  (Fig.  47)  und  der  Schnittpunkt  seiner  Polare  bestimmen  ein  anderes 
Paar  conjugirter  Punkte;  die  Polare  von  x  muss  aber  durch  A  gehen, 
weil  A  der  Berührungspunkt  einer  aus  x  an  den  Kegelschnitt  gehen- 
den Tangente  ist,  sie  muss  ferner  senkrecht  auf  3Ix  stehen,  weil  sie 
durch  den  Pol  von  Mx,  d.  h.  den  unendlich-entfernten  Punkt  des 
conjugirten  Durchmessers  oder  der  anderen  Axe  gehen  muss  und  die 
beiden  Axen  auf  einander  senkrecht  stehen.  Die  Polare  von  x  ist 
also  das  aus  A  auf  Mx  gefällte  Perpendikel;  möge  es  in  x^  treffen, 
so  ist  Mx  .  Mx\  das  constante  Rechteck  für  das  auf  der  Axe  befind- 
liche Punktsystem;  sei: 

Mx  .  Mx'  =  a' , 
wo  die  Grösse  a  durch  elementare  Construction  leicht  zu  ermitteln 
ist,  dann  sind  die  Scheitel  auf  dieser  Axe  der  Ellipse  die  Endpunkte 
der  nach  entgegengesetzten  Richtungen  von  31  aufgetragenen  Strecke 
«;  also  2a  die  Länge  der  einen  Axe;  treffe  gleicherweise  das  aus  A 
auf  3Ii,  gefällte  Perpendikel  in  §^,  und  sei: 

M^  .  M^'  =^b\ 
so  wird  die   nach    entgegengesetzten  Richtungen   von  M  aus   auf  die 
zweite  Axe  aufgetragene  Strecke  h  die  Schnittpunkte  der  zweiten  Axe 
bestimmen,  deren  Länge  2b  ist.     Die  Axen  der  Ellipse   sind  im  All- 
gemeinen verschieden,    die   grössere   bezeichnet   man   gewöhnlich   mit 
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2a,  die  kleinere  mit  2h  mid  nennt  erstere  die  „grosse  Axe",  letztere 
die  „kleine  Axe"  der  Ellipse;  sind  sie  insbesondere  gleich,  so  ist  das 
durch  die  Parallelen  in  den  Scheiteln  gebildete,  der  Ellipse  umschrie- 
bene Rechteck  ein  Quadrat,  dessen  Diagonalen  also  auch  zu  einander 
rechtwinklig  sind;  das  dem  Mittelpunkte  zugehörige  Strahlsystem  hat 
daher  zwei  Paare  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen,  ist  also  (S.  64) 
ein  circulares,  und  die  Ellipse  wird  in  diesem  besonderen  Fall  ein 
Kreis. 

Aus  der  vorigen  Construction  ergeben  sich  einfache  metrische 
Beziehungen  zwischen  den  Axen  und  irgend  einem  Paare  conjugirter 
Durchmesser  des  Kegelschnitts.  Be- 
trachten wir  das  rechtwinklige  Drei- 
eck xM^  (^ig-  47),  in  dessen  Hypo- 
tenuse sich  der  Punkt  Ä  befindet,  und 
ziehen  die  Höhen  der  beiden  Dreiecke 
AMx  und  AMi,,  welche  sich  zu  je 
dreien  in  einem  Punkte  schneiden;  die 
Fusspunkte  der  Höhen  des  ersten  Drei- 
ecks seien  p  r  x^,  die  des  zweiten  p  q  ^\ 
dann  ist: 


Fig.  47. 


Mx  .  Mx'  =a^  =  MA  .  Mr  ■     M^ 


li|i  =  1^  =  MA.  Mq  . 


Wegen  der  Aelmlichkeit  der  Dreiecke  3Iq^  und  xrM  haben  wir: 
3Ir  .  Mq  =  xr  .  gi,  ^=  (xA  sin  cp)  (A^  sin  cp) , 

wo  xA  .  A^  =  MB'^  ist  und  (p  den  Winkel  zwischen  den  beiden  con- 
jugirten  Durchmessern  MA  und  MB  bedeutet:  rp  =  {A,  i?);  werden 
31 A  ==  A  ,  31 B  =  B  gesetzt,  so  folgt: 

I.        A  .  B  sin  cp  ^^  ah  . 
Andererseits   ist  3Ir  =  MA  -]-  Ar  ,   also,  d^  =  31 A^  +  31 A  .  Ar  = 
3IA^  -{-  xA  .  Ap ,  und  da  das  Dreieck  31  Ai,  mit  dem  Höhenpunkt  h 
ähnlich  ist  dem  Dreieck  xHM  mit  dem  Höhenpunkt  A,   so  sind  alle 
ähnlich-liegenden  Stücke  proportional,  also 
J/p         xr         xA 


,,S  -  i?  =  377  <•■  >'•  ^f^  ■  ^^  =  ''^■Pi^V, 


woraus  folfft 


«2  _^  yi  =  ]!^jji2  -{-  xA  [Ap-\-  pl  ] 

=  31 A'  -\-xA,Ai  =  31 A'  -\-  3IB'' 
H.     A^  -f  i^2  =  «2  -|_  52 . 

Die  Relation  I.  sagt  folgenden  Satz  aus: 

Das  von  den  Tangenten  in  den  EndjmnJcten  zweier  conjugirter  Durch- 
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Diesser  der  Ellipse  ychildete  Faralleloyramm   hat  condanten  Inhalt,  der 
gleich  ist  dem  aus  den  Äxen  der  Ellipse  gebildeten  RechtecJc. 
Die  Relation  IL  lässt  sich  so  in  Worten  ausdrücken: 
Die  Summe  der  Quadrate  zweier  conjugirter  Durchmesser  der  Ellipse 
ist  coiistant,  gleich  der  Summe  der  Quadrate  ihrer  Äxen. 

Aus  diesen  metrischen  Beziehungen  zwischen  den  Paaren  conju- 
girter Durchmesser  der  Ellipse  geht  ein  ausgezeichnetes  Paar  hervor, 
die  gleichen  conjugirten  Durchmesser  der  Ellipse^  welche  einer  gewissen 
Analogie  wegen,  die  sie  mit  den  Asymptoten  der  Hyperbel  haben, 
mitunter  in  Betracht  gezogen  werden;  es  giebt  nämlich  unter  den 
Paaren  conjugirter  Durchmesser  eines,  dessen  Längen  gleich  werden, 
und  welches  mithin  den  Bedingungen  genügen  muss": 

I  (i^  sin  -O-  =  ah 

wo  ft  die  halbe  Länge  eines  der  beiden  gleichen  conjugirten  Durch- 
messer und  ^  den  Winkel  bedeutet,   welchen   dieselben   mit  einander 

bilden.  Die  Länge  u  kann  hiernach  leicht  construirt  werden,  u  =  "  "iL  ; 
die  Lage  der  gleichen  conjugirten  Durchmesser  geht  aus  der  Relation 
sin  d-  =  -:,   I    , ..  hervor,  welche  tg  \  %•  =  ~  erffiebt.     Denkt  man  sich 

also  das  der  Ellipse  umschriebene  Rechteck,  gebildet  von  den  vier 
Tangenten  in  den  Schnittpunkten  der  Axen,  so  wird  der  Winkel 
zwischen  den  Diagonalen  dieses  Rechtecks  =  -9-  sein,  und  da  die 
Diagonalen  selbst  ein  Paar  conjugirter  Durclimesser  sind  (S.  1G4),  so 
sind  sie  die  gesuchten  gleichen  conjugirten  Durchmesser  der  Ellipse 
ihrer  Lage  nach.  Die  Axen  der  Ellipse  halhiren  also  die  Winkel 
zwischen  den  gleichen  conjugirten  Durchmessern  derselben. 

Die  Ermittelung  der  Länge  der  Axen  2a  und  2b  war  auf*  die 
elementare  Aufgabe  zurückgeführt,  ein  gegebenes  Rechteck  in  ein 
Quadrat  zu  verwandeln:  3Ix  .  Mx^  =  ä^  und  Mi,  .  3/|^  =  W]  allein  die 
nähere  Betrachtung  der  vorigen  Figur  (Figur  47)  zeigt,  dass  Avir  gar 
nicht  nöthig  haben,  diese  Aufgabe  besonders  zu  lösen,  sondern  dass 
die  Figur  selbst  auch  die  Länge  der  Axen  der  Ellipse  liefert  und  zu- 
gleich zu  einigen  interessanten  Eigenschaften  derselben  führt.  Sei, 
wie  im  vorigen  Paragraphen,  M  der  Mittelpunkt  der  Ellipse,  MÄ 
der  Halbmesser  A,  die  Tangente  in  A  und  die  darauf  Senkrechte 
(Normale)  gezogen,  auf  letzterer  die  Länge 

AF  =  AQ  =  MJB  =  B 
des    halben    conjugirten  Durchmessers    zu  A  nach   beiden   Seiten    hin 
abgetragen,   durch   die  Punkte  PQM  ein    Kreis    gelegt,    welcher  in  x 
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und  I  die  Tangente  in  Ä  trifft,  (also  M.v  und  Mi,  die  Richtungen 
der  Axen  der  Ellipse)  und  endlich  aus  Ä  auf  die  Katheten  des  recht- 
winkligen Dreiecks  xM^  die  Per-  Eig.  48. 
pendikel  Äx^  und  Ä^^  gefüllt, 
dann  ist  Mx  .  Mx^  =  c?  und 
M%  .  M.%^  =  V.  Zieheji  wir  nun 
noch  die  Linien  MF  und  MQ 
(Fig  48)  und  möge  das  Perpendikel 
Ax^  die  Linien  MF  und  3IQ  in  a 
und  Q^,  das  Perpendikel  Ai,^  die- 
selben in  b  und  V  treffen,  so  zeigt 
eine  einfache  Betrachtung,  dass 
M(x^Ma^==a  und  Mh=MV  =  h 
wird,  also  die  Längen  der  Halb- 
axen  unmittelbar  aus  der  Figur  zu 
entnehmen  sind. 

Li   der   That   zunächst  ist,    weil   die   Punkte  FQx%M  auf  einem 
Kreise  liegen: 

L  FMx  =  L  Fix  ^  L  F^A  und  L  Q3Ix  =  LQiA, 
weil  aber  J.die  Mitte  von FQ  und  J.|  senkrecht  auf  P^,  ist  LF^A^^L Q^A, 

folglich  auch: 

L  FMx  =  L  QMx  , 

d.  h.  die  Äxeii  halbiren  die  W'mlel  zivischen  den  beiden  StraJdcn  3IF, 
MQ.  Folglich  hätten  wir  nach  der  Construction  der  Punkte  F  und 
Q  nur  nöthig  gehabt,  den  Winkel  und  Nebenwinkel  zwischen  den 
Strahlen  3TF  und  MQ  zu  halbiren,  um  die  Richtungen  der  Axen  der 
Ellipse  zu  erhalten,  ohne  den  Kreis  durch  FQM  zu  legen  und  die 
»Schnittpunkte  xi,  mit  der  Tangente  in  A  aufzusuchen.  Aus  der 
Gleichheit  der  Winkel  FMx  und  QMx  folgt,  dass  das  Perpendikel 
Ax'^  auf  den  beiden  Strahlen  MF  und  3IQ  zwei  gleiche  Strecken 
Ma  =  Ma^  abschneidet  und  ebenso  das  Perpendikel  Ai,^  zwei  gleiche 
Strecken  M1d  =  IfB^;  denken  wir  uns  durch  A  eine  Parallele  zu  MQ 
gezogen,  so  muss  dieselbe,  weil  AP  =  AQ  ist,  FM  in  m  halbiren, 
und   der  Parallelität  wegen  ist  auch  mA  =  ma,   also  da  das  Dreieck 

aAh  bei  A  rechtwinklig  ist,  ma  =  nih  =  niA  =  -  MQ]  mithin  ob =71/^); 

andererseits,  wenn  wir  durch  A  eine  Parallele  zu  MF  ziehen,  so 
muss  dieselbe  Jf^  in  ni^  halbiren  und  m^h^  ==  m^ A  =  >n^ a^  sein,  also 
haben  wir: 

(ab-.  MQ]  Ma  ^  3Ia^  =  Fh  =  Qh' 
\  a'^'  =  3IF.,  Mh  =  Mh^  =  Fa  ==  Qa\ 
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Ferner    liabeii    wir    wegen    der    Parallelität    von    Äx^    und    |J/ 
L  bJf|  ==  L  3Iax^  und  wegen  des  Kreisvierecks  3IFx^: 
L  b Jf|  =  L  Fxl  =  L  IPA,  folglich: 

l\Max^  <^1\IPA 

-^  =  I  p  ^ind  da   -^j^  ==  ^  ,  so  folgt 
Mx    1« 

aus  dem  Product  beider  Gleichungen  folgt: 

3Ix  .  Mx^  ^A  .ix   . 

Da  aber  Mx  .  Mx^  =  a^,  so  folgt: 

3Ia  =  a     und  ebenso     Mh  =  h, 
d.  h.  auf  den  Strahlen '  MI*  und  MQ  tverdcn  von  M  aus  durch  die  aus 
A  auf  die  BicJitungen  der  Axen  gefüllten  Ferpcndikel  Strecken  ahgescimittcn, 
tvelcJie  i)aarweise  gleich   sind  und  die  Längen   der  Halhaxen   a   und  h 
liefern. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  obigen  Relationen: 
[   MF=a  —  h 
1   MQ  =  a-{-h: 
Die  Abstände   des  Mittelpunldes  31  von  den  beiden  Fnnlden  F  und  Q 
sind  Summe  und  Differenz  der  beiden  Halbaxen  der  Ellipse. 
Oder  auch: 

\   ah   =  a  -\-b 
\   a^V  =  a-b,  ■ 
welche  Relationen  sich  ebenso  leicht  in  Worte  kleiden  lassen. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  drei  symmetrischen  Vierecke:  i,FxQ, 
Maxa^  und  i,h3lh^  ergeben  sich  andere  metrische  Beziehungen  von 
geringerer  Wichtigkeit.  Wenn  wir  die  Schnittpunkte  der  Geraden  FQ, 
welche  die  Normale  der  Ellipse  im  Punkte  A  ist,  mit  den  beiden 
Axen  durch  %  und  33  bezeichnen,  so  folgt  aus  der  Parallelität  (Fig.  48): 

tISI  _  bjf  _  &     A^  _  0^  _  a^ 

ÄP  ~  h'P  ~  a'->  QA  ~  Qa'    "~   &   * 

Hieraus  ergiebt  sich: 

^         A'S  ~  a'' 

Die  Normale  in  ci)W)n  beliebigen  Funkte  A  der  Ellipse  trifft  die 
Axen  derselben  in  mvei  solchen  Funläen  %  und  S3,  dass  das  Verhältniss 
der  Abschnitte  A%:  A'$>  constant  bleibt,  gleich  dem  j^erhältniss  der  Quadrate 
der  Axen,  und 
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2)         Ä%.Ä^^B' 
das  liecJdeclc  aus  den  leiden  ÄhscJmiUcn  auf  der  Normale  einer  Ellipse 
vom  PeripheriepunJäe  A  bis  zu  den  SchnittpmiJdcn  der  Normale  mit  den 
Axen  ist  gleich  dem  Quadrate  desjenigen  Halbmessers  der  Ellipse,  welche^' 
dem  naeh  dem  PunJde  A  hin  gehenden  conjugirt  ist. 

Die  Betrachtung  der  obigen  Figur  führt  auch  zu  einer  bekannten 
graphischen  Construction  der  Ellipse,  welche  sich  für  praktische  Zwecke 
empfiehlt;  lassen  wir  nämlich  den  Punkt  A  auf  der  Ellipse  sich  ver- 
ändern, so  beschreiben  die  Punkte  a  und  a"^  einen  Kreis,  welcher  31 
zum  Mittelpunkt  und  die  Halbaxe  a  zum  Radius  hat;  ebenso  beschreiben 
die  Punkte  b  und  b^  einen  Kreis,  welcher  M  zum  Mittelpunkt  und  h 
zum  Radius  hat;  auch  die  Punkte  P  und  Q  beschreiben  mit  jenen 
concentrische  Kreise,  deren  Radien  a  —  h  und  a  -\-  h  sind.  Gehen 
wir  daher  umgekehrt  von  zwei  concentrischen  Kreisen  um  M  mit  den 
Radien  a  und  h  aus,  lassen  einen  beliebigen  Strahl  durch  3^  gehen, 
welcher  in  a  und  a^  den  ersten,  in  ß  und  ß^  den  anderen  Kreis  treife, 
und  nehmen  durch  M  ein  rechtwinkliges  Axenkreuz  an,  welches  die 
Richtungen  der  beiden  Axen  der  Ellipse  enthält,  so  werden  die 
durch  a  auf  die  a-Axe,  durch  ß  auf  die  h-Axe  gefällten  Perpendikel 
sich  in  einem  Punkte  A  der  Ellipse  treffen  müssen  (siehe  Figur  49); 
die  Benutzung  der  andern  Schnittpunkte  a^ß^  bei  dieser  Construction 
liefert  zugleich  drei  andere  Punkte  der  Ellipse,  deren  einer  der  dia- 
metral gegenüberliegende  und  die  beiden  andern  die  zu  A  in  Bezug 
auf  die  beiden  Axen  symmetrisch 
liegenden  Punkte  sind.  Die  Be- 
wegunf?  des  durch  M  willkürlich 
gezogenen  Strahles  3Iaß  führt  suc- 
cessive  zu  sämmtlichen  Punkten  der 
Ellipse,  und  die  einfache  Construc- 
tion derselben  gestattet  die  leichte 
Entwerfung  eines  anschaulichen  Bil- 
des, wie  es  Fig.  49  darstellt.  Dieses 
Bild  der  Ellipse  lässt  die  Symmetrie 
rücksichtlich  der  beiden  Axen  er- 
kennen und  zeigt,  dass  die  beiden 
Kreise  die  Ellipse  in  ihren  Schei- 
teln berühren.  Weiterhin  führt  dieselbe  Betrachtung  zur  Construction 
der  Normale  und  mithin  auch  der  Tangente  in  dem  Ellipsenpunkte  A] 
denn  trägt  man  auf  den  Strahl  Mßa  nach  derselben  llichtung  'hin 
die  Strecke  3IQ  =  a  -\-  h  auf,  so  ist  QA  die  Normale  der  Ellipse 
im  Punkte  A]  fasst  mau  die  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  liegenden 


Fig.  49. 


174  Zweiter  Abschnitt. 

Schnitt^junkte  a  und  /3'  desselben  diireli  M  gezogenen  Strahles  mit 
den  beiden  Kreisen  auf,  welche  den  Punkt  A^  liefern  und  trügt 
MP=a  —  h  auf  diesem  Strahle  ab,  so  ist  PJ.^  die  Normale  für  den 
Punkt  .4^;  denken  wir  uns  überhaupt  zwei  neue  concentrische  Kreise 
mit  den  Radien  a  -f-  h  und  a  —  h  um  M  beschrieben,  die  Oerter  der 
Punkte  P  und  Q,  so  bieten  dieselben  nach  der  angegebenen  Con- 
struction  das  einfachste  Mittel  dar,  die  Normalen  und  also  auch  die 
Tangenten  der  Ellipse  unmittelbar  zu  zeichnen.  Wir  gehen  nicht  ein 
auf  weitere  Eigenschaften  der  Ellipse,  welche  sich  aus  Fig.  48  folgern 
lassen,  z.  B.:  Aus  der  Gleichheit  der  Winkel  folgt  die  Aehnlichkeit 
der  Dreiecke  MF%  und  MxQ,  und  daraus  fliesst  die  Relation: 

M%  .  Mx  =  MP.MQ  =  «2  —  h'  =  consi, 

d.  h.  Tangente  und  Normale  eines  PimJctes  der  Ellipse  schneiden  auf 
jeder  der  Axen  vom  Mittel^mnJct  aus  zivei  Strecken  ah,  deren  Hechtech 
constant '  ist ;  die  Schnittjnmkte  bilden  also  ein  Punktsystem,  welclies  auf 
do'  einen  Axe  hyperbolisch,  auf  der  andern  elliptisch  ist  u,  s.  w.  (Siehe 
§.  35.) 

Wir  wollen  nur  noch  die  den  vorigen  analogen  Eigenschaften 
der  Hyperbel  kurz  ableiten.  Wir  wissen,  dass  nur  ein  Tlieil  der 
Durchmesser  einer  Hyperbel  dieselbe  in  reellen  Punktpaaren  trifft,  und 
dass  immer  der  zu  einem  solchen  conjugirte  Durchmesser  der  Hyperbel 
nicht  begegnet;  es  giebt  also  auch  nur  eine  reelle  Axe  der  Hyperbel. 
Nehmen  wir  aber  die  conjugirte  Hyperbel  (S.  165)  zu  Hülfe,  so  werden 
auf  zwei  conjugirten  Durchmessern  von  der  ersten  und  von  der  con- 
jugirten  Hyperbel  Strecken  abgeschnitten,  welche,  als  die  Längen  zweier 
conjugirten  Durchmesser  der  Hyperbel  aufgefasst,  ganz  analoge  Eigen- 
schaften besitzen,  wie  die  Paare  conjugirter  Durchmesser  bei  der 
Ellipse.  In  der  That  haben  wir  schon  oben  gesehen  (Fig.  44),  dass 
das  Parallelogramm,  welches  von  den  Tangentenpaaren  in  den  Schnitt- 
punkten zweier  conjugirten  Durchmesser  mit  den  beiden  conjugirten 
Hyperbeln  gebildet  wird,  constanten  Inhalt  besitzt,  weil  seine  Ecken 
auf  den  Asymptoten  der  Hyperbel  liegen;  die  Seiten  dieses  Parallelo- 
gramms vertreten  die  Längen  zweier  conjugirter  Durchmesser  der 
Hyperbel,  und  wir  können  daher  aucli  von  der  conjugirten  Hyperbel 
ganz  abstrahiren,  indem  wir  nur  die  Asymptoten  zu  Hülfe  nehmen; 
sei  A  ein  beliebiger  Punkt  der  Hyperbel,  treffe  die  Tangente  in  A 
die  beiden  Asymptoten  in  cc  und  ß  (also  bekanntlich  aA  =  Aß),  so 
ist,  aß  die  Länge  desjenigen  Durchmessers,  welcher  dem  durch  A 
gehenden  coujugirt  ist,  und  bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  die  abso- 
luten Längen: 
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MÄ  =  yL  aÄ==Aß  =  B, 

den  Winkel  dieser  beiden  conjugirten  llichtimgen  mit  (p,  so  ist 

AB  .  sin  (p  =  const. 

wegen  der  constanfcen  Potenz  der  Hyperbel  (S.  119).  Wir  überzeugen 
uns  aber  auch  in  ganz  analoger  Weise ^  wie  bei  der  Ellipse,  von  der 
Richtigkeit  dieser  und  der  zweiten  Relation  zwischen  den  conjugirten 
Durchmessern  der  Hyperbel,  indem  wir  die  Axen  derselben  bestimmen; 
ihre  Richtungen  sind  geradezu  durch  die  Halbirungslinien  der  von 
den  Asymptoten  gebildeten  Winkel  gegeben;  mögen  sie  in  x  und  | 
die  Tangente  aß  treöen,  so  ist,  weil  aßxh,  vier  harmonische  Punkte 
sind  und  Ä  die  Mitte  von  aß  ist: 

Äx  .4^  =  Äa'  =  Aß'  =  B' . 
Um    die    Schnittpunkte    der   Axen    mit    der  Hyperbel    zu    finden, 
haben    wir    das    ihnen    zugehörige  Punktsystem    zu   ermitteln,    dessen 
Mittelpunkt  31  ist;  da  nun  die  Polare 
von  X  durch  A  gehen  muss  und  durch 
den  Pol  von  Mx,  so  ist  sie  die  Senk- 
rechte  Ax^,    aus   A    auf  Mx   gefällt 
(Fig.    50)    und    xx^    ein   Paar    conju- 
girter    Punkte    des    gesuchten    Punkt- 
systems; dasselbe  ist  hyperbolisch,  weil 
X  und  x^   auf  derselben   Seite  von  31 
liegen,  und  die  Länge  der  einen  Halb- 
axe  a  wird  gefunden  aus  der  Relation: 
3Ix  .  3fx^  =  a^ . 

Das  aus  A  auf  die  andere  Axe  31^  gefällte  Perpendikel  trifft  die- 
selbe in  1^  und  ist  die  Polare  von  |;  die  Punkte  §  und  ^^  liegen  aber 
nothwendig  nach  entgegengesetzten  Richtungen  von  31,  also  das  Punkt- 
system auf  der  zweiten  Axe  ist  elliptisch;  nach  der  obigen  Bemerkung 
(S.  1G6)  über  die  conjugirte  Hyperbel  ist  nun  das  constante  Rechteck 
<les  dieser  zweiten  Axe  zugehörigen  Punktsystems  gleich  dem  Quadrat 
des  halben  conjugirten  Durchmessers,  also: 

^3f.3I^'  =  bK 

Tragen  wir  die  hieraus  zu  ermittelnde  Strecke  h  auf  31^  nach 
beiden  Seiten  hin  ab,  so  erhalten  wir  die  Durchschnittspunkte  der 
zweiten  Axe  mit  der  conjugirten  Hyperbel. 

Da  die  beiden  Dreiecke  A3Ix  und  i,3Ix  die  gemeinschaftliche 
Seite  3l[x  haben,  so  verhalten  sich  ihre  Flächen  wie  die  Höhen  auf 
diese  Seite  d.  h.       ' 
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Da    aber   die    beiden  Dreiecke   ÄMh,^   und  Ä3I^    dieselbe  Höhe   A^^ 

haben,   so   verhalten  sich  ihre  Flächen   wie  die  Grundlinien  zu  dieser 
Höhe,  d.  h. 


folglich  wird 

oder 

oder 


/\AMx  _  /^AM^' 
^^Mx  ~  /\A3'n 

AM.Ax.sintp  Mx^  .  M^^ 


Mx  .  Mi  AM.Ai.  %m(p 

MA^  .Ax.Ai,.  sin^  (p  =  Mx  .  Mx"^ .  Mi, .  31^' , 
d.  h. 

I^  AB  .  sin^)  ==  ah . 

Zweitens  ist  das  Quadrat  der  Entfernung: 

MA^  =  (Mx'f  +  (Mi'Y; 

da  aber 

Mx^  __  kA  ^  M^  _  xA. 
Mx         f^'iWl         xi,   ^ 

so  wird 

3IÄ'  =  Mx.MxK\^  +  Mi.Ml'."^ , 
§a;     '  xg   ' 

oder  wenn  wir  setzen: 

für  i,A  =  Ix  +  xA     und  für  xA  =  x^  -{-  ^A 

MÄ'  =  d^  —  ?>'  +  Mx  .  Mx' .  ^-^  +  3f  I  .MV-^,    woraus  folgt: 

=  ^1 .  yla;  =  J5-;         also 
n^  ^^  —  B'  =-  er  —  li'  . 

Ziehen  wir  noch  die  Normale  in  dem  Hyperbelpunkte  A,  welche 
die  Axen  respectire  in  ?l  imd  33  treffen  möge,   so  zeigt  die  Aehnlich- 

keit  der  Dreiecke: 

A^  _  x^  , 

^-^-ML_U^  also 

'^^  ~  ^-^    oder   ?(*'^  =  IKiJll! 
Mi'~  xM    '^'^^^    ^^-^  xJ/       ' 

folglich : 
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A^  _  Mx  .  Mx'  ^  o^ 

Da  aber  auch: 


STA  _  ^  _|M  _  JJ. 
A^'    ~  x'A~~  x3r~  ^ßA 

Wir    übergehen    die   Erörterung    einiger    anderer    metrischer  Be- 
ziehungen, welche  die  Figur  liefert,  wie  z.  B. 

gitf   1^  Mx 

in}     xÄ     xnr^ 

Mi'''  =xxKx'% 

iM.Mi^  =  Mx.x^^i  =  h'' 
Mx .  Mx^  =  a^ 
'MxTM'ä  =  a^  -}-h^  =  const.  u.  s.  w.    (§.  35). 

Die  Construction  der  Längen  a  und  h  ist  vermöge  der  beiden 
Relationen  Mx  .  Mx' =  a^  und  ^Jf .  illf|^  =  ?/'  auf  die  elementare 
Aufgabe  zurückgeführt:  „ein  gegebenes  Rechteck  in  ein  Quadrat  zu 
verwandeln";  in  der  von  uns  betrachteten  Figur  (Fig.  50)  treten  diese 
Längen  selbst  nicht  so  unmittelbar  auf,  wie  bei  der  Ellipse  (Fig.  48), 
und  es  knüpft  sich  hieran  auch  nicht  eine  so  einfache  Construction 
der  Hyperbel  durch  Punkte,  wie  dort;  wir  können  dieselbe  aber  um 
so  eher  entbehren,  als  die  Tangenten  und  Punkte  der  Hyperbel  mit 
Hülfe  der  Asymptoten,  wie  wir  schon  früher  gesehen  haben,  in  der 
einfachsten  Weise  sich  ermitteln  lassen. 

§.  34.     Bestimmung  solcher  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts, 
für  welche  das  zugehörige  Strahlsystem  ein  gleichseitig- 
•  hyperbolisches  wird. 

Wir  haben  (Seite  139)  gesehen,  dass  jeder  Punkt  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts  als  Mittelpunkt  eines  bestimmten  dem  Kegelschnitt 
zugehörigen  Strahlsystems  aufgefasst  werden  kann,  und  dass  dasselbe 
hyperbolisch  ist,  wenn  der  Punkt  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegt, 
indem  die  beiden  aus  ihm  an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten 
die  Asymptoten  dieses  Strahlsystems  sind ;  wir  wollen  jetzt  insbesondere 
solche  Punkte  in  der  Ebene  aufsuchen,  für  welche  das  zugehörige 
Strahlsystem  gleichseitig- hyperbolisch  wird.  Da  beim  gleichseitig- 
hyperbolischen Strahlsystem  die  Asymptoten  rechtwinklig  zu  einander 
sind,    so   kommt   die  vorliegende   Frage    darauf  hinaus,    den   Ort   des 
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Kig.  51. 


Schnittpunktes  zweier  zu  einander  rechtwinkliger  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts aufzusuchen.     Betrachten  wir  zuerst 

d)  die  Ellipse  und  fassen  irgend  zwei  parallele  Tangenten  auf, 
Avelche  in  den  Punkten  r  und  q^  berühren,  die  den  unendlich-entfernten 
entsprechen,  so  können  wir  diese  als  die  Träger  zweier  die  Ellipse 
erzeugenden  Punktreihen  ansehen,  welche  (S.  IK))  ungleichlaufend  sein 
müssen;  jede  Tangente  der  Ellipse  schneidet  also  die  entsprechenden 
Hälften  der  beiden  Träger  in  zwei  Punkten  j  und  j^  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  das  Rechteck: 

rjL"  .  q^j,  =  const. 
ist,  und  da  die  Punktreihen  ungleichlaufend  sind,  so  müssen  die 
Strecken  rj  und  q^j:i  gleich  gerichtet  sein;  Averden  insbesondere  die 
beiden  Seiten  dieses  constanten  Rechtecks  gleich,  so  erhalten  wir  eine 
dem  Durchmesser  rq^  parallele  Tangente,  welche  mithin  auf  den 
Tangenten  in  r  und  q^  Stücke  abschneidet,  die  dem  halben  conju- 
girten  Durchmesser  zu  rq^  gleich  sind;  bezeichnen  wir  diesen  mit  J>, 
während  rq,  ==  2  A  ist  oder,  wenn  ÄI  die  Mitte  von  rqi  ist,  Mx  =  A, 
so  ist: 

Ziehen  wir  noch  durch  AI 
eine  Parallele  zu  den  Tangenten 
in  r  und  q^,  so  sind  die  beiden 
durch  M  gehenden  Strahlen  zwei 
conjugirte  Durchmesser  der  El- 
lipse, deren  Richtungen  Mp  und 
Mn  sind  (Fig.  51). 
Hätten  wir  nun  zwei  recht- 
winklige Tangenten  der  Ellij)se, 
so  müssten  die  zu  ihnen  paral- 
lelen TajMfenten  ebenfalls  recht- 
winklig sein,  also  diese  vier 
Tangenten  ein  der  Ellipse  um- 
schriebenes Rechteck  bilden ;  die  Diagonalen  eines  Rechtecks  sind  aber 
gleich,  und  sie  sind  zugleich  (S.l()4)  die  Richtungen  eines  Paares  conjugirter 
Durchmesser.  Denken  wir  uns  das  vorhin  beliebig  angenommene  Paar  con- 
jugirter Durchmesser  Mfi  und  Mtc  als  die  Diagonalen  eines  solchen  der 
Ellipse  umschriebenen  Rechtecks,  so  müsste  eine  Seite  desselben  auf  den 
])eiden  Durchmessern  AIj)  und  Tlfjr  gleiche  Stücke  abschneiden,  d.  h. 
es  wäre  eine  Tangente  zu  suchen,  welche  die  beiden  conjugirten 
Durchmesser  in  zwei  solchen  Punkten  p  und  tc  träfe,  dass  Mx>  =  Mn 
würde;    der   Punkt   p    (mid    ebenso   tt)   würde   dann    der   Schnittpunkt 
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zweier  reclitwinkligen  Tangenten  der  Ellipse  sein,  denn  der  Winkel 
zwischen  den  beiden  durch  p  den  conjugirten  Durchmessern  parallel 
gezogenen  Strahlen  würde  durch  die  eine  Tangente  halbirt,  und  da 
jene  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  des  dem  Punkte  j)  zugehörigen 
Strahlsystems  sind,  dessen  eine  Asymptote  die  gesuchte  Tangente  ist, 
so  halbirt  die  andere  Asymptote,  d.  h.  die  zweite  durch  j»)  gehende 
Tangente  den  Nebenwinkel,  steht  also  auf  der  ersten  senkrecht;  das 
dem  Punkt  p  zugehörige  Strahlsystem  würde  also  ein  gleichseitig-hyper- 
bolisches sein.  Umjö  zu  finden,  haben  vfix  Mp  =  MnvinA.  wegen  der 
Parallelität  xp  =  x^  ;  q,;>  =  q^  j^,  also 

xp  .  (\,p  =- B'] 
es  ist  aber: 

X  p  =  Mp  —  A 

(\,li  =  Mp  -\-  A 

'B^==Mp'  —  A' 

Mp'  =  A'    +i?-. 

Da  aber  nach  dem  auf  Seite  169  II  bewiesenen  Satze: 
A'  -\-  B' =  a^  -j- ¥  =  const. , 
so  ist  Mp   constant,    d.  h.  der  Ort    von  j)  ein   Kreis,    dessen  Mittel- 
punkt   mit   dem  Mittelpunkte   der  Ellipse   zusammenfällt;    wir    haben 
also  den  Satz: 

Der  Ort  des  Schnittpunktes  zweien'  recMwinldiyer  Tangenten  der  Ellipse 
ist  ein  mit  derselben  concentriscJier  Kreis,  dessen  Badius  =  |/a"  +  h'^ 
ist,  und  ivelcher  dem  BecJdecJc  umschrieben  ist,  das  von  den  Tangenten  in 
den  Scheiteln  der  Ellipse  gebildet  wird.  Jeder  Punkt  dieses  Ortshreises 
besitzt  die  Eigenschaft,  dass  das  in  Bezug  auf  die  Ellipse  ihm  zugehörige 
StraJilsystem  gleichseitig-hyperbolisch  ist. 

b)  Bei  der  Hyperbel  muss  der  Beantwortung  der  Frage  die  Er- 
()rterung  vorangelien,  ob  es  überhaupt  rechtwinklige  Tangenten  der 
Hyperbel  giebt,  eine  Frage,  die  bei  der  Ellipse  übrig  war,  weil  es 
bei  ihr  in  jeder  Richtung  ein  Paar  paralleler  Tangenten  giebt,  folglich 
auch  zu  jeder  Tangente  zwei  mit  ihr  rechtwinklige  Tangenten.  Wir  haben 
früher  (S,  119)  gesehen,  dass  es  nur  in  denjenigen  Richtungen  Tangenten 
an  der  Hyperbel  giebt,  welche  in  die  beiden  die  Hyperbelzweige  nicht 
enthaltenden  Scheitelräume  zwischen  den  Asymptoten  hineinfallen; 
bezeichnen  wir  denjenigen  Winkel,  in  dessen  Scheitelräumen  die  Hy- 
perbel liegt,  durch  Q'    ( also  (S.  166)  nach  der  vorigen  Definition  der 

Axen  der  Hyperbel:  tg  |  {>  ---  ) ,  den  Nebenwinkel  also  durch  180"  —  ■O-, 
und  nehmen  eine  beliebige  Tangente  der  Hyperbel  an,  deren  Richtung 
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in  die  Nebenscheitelräume  hineinfulltj  so  wird  es,  wenn  die  zu  ihr 
senkrechte  Richtung  auch  in  die  Nebenscheitelräume  hineinfällt,  noth- 
wendig  rechtwinklige  Tangenten  zu  der  angenommenen  geben;  hierzu 
ist  aber  erforderlich,  dass  180"  —  -Ö-  >  90",  d.  h.  -^  <  90"  ist,  und 
umgekehrt  ist  ersichtlich,  dass  nur,  wenn  -O"  <  90"  ist,  rechtwhddige 
Tangentenpaare  an  der  Hyperbel  existiren,  dagegen,  wenn  -d' >  90", 
keine  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Tangenten  der  Hyperbel  vor- 
handen sind.  Wenn  0'  =  90",  d.  h.  die  Hyperbel  eine  gleichseitige 
ist,  so  giebt  es  nur  ein  einziges  Paar  zu  einander  rechtwinkliger 
Tangenten,  nämlich  die  Asymptoten;  ihr  Schnittpunkt  ist  der  einzige 
Punkt  der  Ebene  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  das  ihm  zuge- 
hörige Strahlsystem  in  Bezug  auf  die  Hyperbel,  in  diesem  Falle  also 
das  System  der  conjugirten  Durchmesser,  gleichseitig-hyperbolisch  ist. 
Wenn  dagegen  d-  <  90"  oder  nach  dem  Obigen  h  <ia,  so  giebt  es 
eine  Menge  von  Rechtecken,  die  der  Hyperbel  umschrieben  sind,  und 
der  Ort  ihrer  Ecken  lässt  sich  ganz  analog,  wie  bei  der  Ellipse  ermitteln. 
Fassen  wir  nämlich  wieder  zwei  parallele  Tangenten,  die  in  den  End- 
punkten eines  Durchmessers  xc\i  berühren,  als  Träger  der  die  Hyperbel 
erzeugenden  Punktreihen  auf,  so  müssen  diese  (S.  116)  gleichlaufend 
sein  oder,  v/enn  }:ji  irgend  ein  Paar  entsprechender  Punkte  derselben 
sind,  die  Strecken  rj  und  q^^^  entgegengesetzt  gerichtet  sein;  der  abso- 
lute Werth  des  Rechtecks  aus  diesen  beiden  Strecken  muss  constant 
sein;   eine    durch   den  Mittelpunkt  M  zwischen  rq^  gehende  Tangente, 

d.  h.   eine  Asymptote  der 
y^        Hyperbel,  schneidet  auf  den 
beiden     Trägern     gleiche, 
aber    entgegengesetzt    ge- 
richtete Strecken  ab,    und 
eine    solche   ist  nach  dem 
Vorigen  (S.  1 74)  die  Länge 
des    halben    dem    Durch- 
messer rq^  conjugirten 
Durchmessers  der  Hyper- 
bel; bezeichnen  wir  diesen 
mit  B  und  3Iv  mit  Ä,  so 
ist  also: 
x^.l,q,^B'        (Fig.  52). 
Ziehen  wir  noch  durch  31  eine  Parallele   zu  den  Tangenten  in  r 
und   q^,    so    haben   wir    in  M  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  der 
Hyperbel,  und  genau  ebenso,    wie  im   vorigen  Falle,    ist  eine  solche 
Tangente    der   Hyperbel    zu    suchen,    welche    auf  jenen    zwei    gleiche 


Fig.  52. 
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Strecken  M})  =  Mn  abschneidet;  trifft  dieselbe  in  j  und  i\  die  Träger 
der  beiden  Punktreihen,  so  ist  wegen  der  Parallelität: 

vp  =  Xl         und        pq,  =lii\ 

xp  =  xM  —  pM  p(\^  =  pM  -f  illqi 

=lA    —pM  =^pM+A 

xp  ,2n],  =  rj: .  i\  c\,  =  B'  =  A'  —  {pM)- 

3Ip^  =  Ä'  —  B'  =  ar  —  W^  const.        (S.  176,  IP), 

folglich,  da  «  >  Z>  angenommen  ist,  der  Ort  des  gesuchten  Punktes  p 
ein  mit  der  Hyperbel  concentrischer  Kreis.  Wir  schliessen  hieraus 
folgendes  Resultat: 

Der  Ort  des  Schnittpunktes  zweier  rechtwinkUger  Tangenten  der  Hy- 
perbel ist,  tvenn  a'>  b,  ein  mit  der  Hyperbel  concentrischer  Kreis,  dessen 
Badius 

=  YoF—  l?     ist. 

Jeder  Punkt  dieses  Kreises  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  das  in  Bezug 
auf  die  Hyperbel  ihm  zugehörige  Strahlsystem  ein  gleichseitig-hyperbolisches 
ist.  Wenn  a  =  b,  d.  h.  die  Hyperbel  eine  gleichseitige  ist,  so  zieht  sich 
dieser  Kreis  auf  einen  Pimht  zusammen  (hat  den  Badius  0),  den  Mittel- 
punkt der  gleichseitigen  Hyperbel;  tvenn  a  <Cb,  so  giebt  es  keine  ztvei  zu 
einander  rechtivinldige  Tangenten  der  Hyperbel  (der  Ortskreis  wird  imaginär), 
dagegen  für  die  conjugirte  Hyperbel  ist  der  Ort  ihres  Schnittpunktes 
ebenfalls  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  M  und  dem  Radius  yV^  —  «-. 
c)  Bei  der  Barabel  giebt  es  keine  zwei  parallele  Tangenten,  son- 
dern in  jeder  beliebigen  Richtung  eine  und  nur  eine  Tangente;  folglich 
existiren  keine  der  Parabel  umschriebenen  Rechtecke,  wohl  aber  un- 
zählig viele  rechte  Winkel,  deren  Schenkel  die  Parabel  berühren;  um 
den  Ort  ihrer  Scheitel  zu  finden,  haben  wir  das  in  den  beiden  vorigen 
Fällen  angewendete  Mittel  nicht  zur  Verfügung,  weil  es  keine  zwei 
parallele  Tangenten  der  Parabel  giebt,  Avelche  als  Träger  der  sie 
erzeugenden  Punktreihen  aufgefasst  werden  könnten.  Die  Parabel  wird 
immer  von  zwei  projectivisch- ähnlichen  Punktreihen  erzeugt,  d.  h. 
wenn  jy^  und  ^^^  irgend  zwei  Paare   entsprechender  Punkte  sind,   so 

r  ö 
ist  das  Verhältniss  ^-^  =  const.      Bezeichnen    wir    mit  e   und   f,    den 

Schnittpunkt  der  beiden  Träger  und  mit  e^  und  f  die  entsprechenden 
Berührungspunkte,  so  ist  also: 

und  wenn  j  zwischen  fe  liegt,  so  liegt  Jj  zwischen  f^e^  Wir  können 
nun,   um    die  Untersuchung  der  vorliegenden  Frage  zu  vereinfachen, 
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zwei  solche  Tangenten  der  Parabel  als  Träger  zweier  erzeugenden 
Punktreihen  auswählen,  für  welche  die  projectiviscli-ähnlichen  Punkt- 
reihen projectiviscli-gleich  werden,  also  fj  =  f^jj,  was  immer  der  Fall  ist, 
sobald  fc  =  fji'i  ist.  Verbinden  wir  den  Schnittpunkt  zweier  Tangenten 
efi  mit  der  Mitte  der  Berührungssehne  fe^,  so  ist  diese  Verbindungs- 
linie bekanntlich  allemal  ein  Durchmesser,  geht  also  bei  der  Parabel 
durch  den  unendlich -entfernten  Punkt  derselben;  soll  nun  fe  =  fjCj 
sein,  so  muss  die  Berührungssehne  fe^  senkrecht  stehen  auf  dem  durch 
den  Schnittpunkt  ef^  gehenden  Durchmesser  der  Parabel,  also  die 
ganze  Schaar  der  zu  fe^  parallelen  Seimen,  deren  Mitten  auf  dem 
Durchmesser  liegen,  insbesondere  auch  die  zu  fc^  parallele  Tangente, 
muss  senkrecht  stehen  auf  diesem  durch  ihren  Berührungspunkt  gehenden 
Durchmesser,  oder  wie  wir  oben  gesehen  haben,  dieser  Durchmesser 
muss  die  Äxe  der  Parabel  sein.  Zwei  solche  Tangenten  der  Parabel, 
welche  sich  auf  ihrer  Axe  treffen,  sind  daher  als  die  Träger. zweier 
projectivisch-gleicher  Punktreihen  aufzufassen,  die  die  Parabel  erzeugen. 
Das  dieser  Axe  zugehörige  Punktsystem  in  Bezug  auf  die  Parabel 
ist  natürlich  ein  gleichseitig-hyperbolisches,  weil  sein  Mittelpunkt  und 
ein  Asymptotenpunkt  im  Unendlichen  liegen;  de»  andere  endliche 
Asymptotenpunkt  ist  der  Scheitel  der  Farahel.  Die  von  irgend  einem 
Punkte  der  Axe  ausserhalb  der  Parabel  an  dieselbe  gelegten  beiden 
Tangenten  bilden  gleiche  Winkel  mit  der  Axe  und  haben  ihre  Be- 
rührungspunkte in  gleichem  Abstände  von  dem  Schnittpunkte,  woraus 
denn  die  vollkommene  Symmetrie  der  Parabel  in  Bezug  auf  ihre  Axe 
erhellt.  Wir  wollen  aber  denjenigen  besonderen  Punkt  der  Axe  auf- 
suchen, für  welchen  das  Tangentenpaar  einen  rechten  Winkel  bildet, 
der  also  zu  dem  gesuchten  Orte  gehört.     Es  giebt  nur  einen  solchen; 

und  er  wird  leicht  gefunden,  in- 
dem wir  die  zur  Axe  unter  45**  ge- 
neigten Tangenten  der  Parabel  auf- 
suchen, welche  sich  in  diesem  Punkte 
der  Axe  treffen.  Diese  besonderen  bei- 
den Tangenten  sollen  als  Träger  der 
die  Parabel  erzeugenden  projectivisch- 
gleichen  Punktreihen  aufgefasst  werden, 
und  es  ist  einleuchtend,  dass  sie  ihrer 
eigenthümlichen  Beschaffenheit  wegen 
am  einfachsten  zur  Beantwortung  der 
vorliegenden  Frage  führen  werden.  In 
der  That,  sei  (Fig.  53)  ef^  ihr  Schnitt- 
^1  punkt,  und  seien  f  und  e^  ihre  Berührungs- 
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punkte,    also   cf  =  e^fi   und   /.  fee^  =  90",   die   Mitte   der  Berührungs- 
«elme  fe^  sei  F,  also  f^i^  die  Axe  der  Parabel  und  tF  =F\,  weil 

L\tF=Ab''  ist; 
tragen  wir  ferner  eine  beliebige  Strecke  fj  von  f  aus  auf  fe  ab  und 
die  gleiche  Strecke  \^x.i  von  f^  auf  \^t^,  so  ist  jj^  eine  Tangente  der 
Parabel.  Aus  dieser  Construction  geht  die  Congruenz  der  Dreiecke 
fjl''  und  tiJi-F  hervor,  weil  sie  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen 
Winkel  (45*^)  gleich  haben;  es  folgt  daher  iF  =  i\i^und  L  iF^^  ==  90", 
also  jeder  der  beiden  andern  Winkel  des  Dreiecks  gi^Ji  beträgt  45". 
Nun  treffen  die  Verlängerungen  von  i^j  und  Fx.i  die  Träger  der  er- 
zeugenden beiden  Punktreihen,  weil  F  auf  der  Berührungssehne  Hegt, 
iu  zwei  neuen  entsprechenden  Punkten  )i)\)^  (S.  93),  deren  Verbindungs- 
linie ebenfalls  eine  Tangente  der  Parabel  sein  muss  (was  auch  daraus 
unmittelbar  erhellt,  dass  sich  et)  =  e^^i  ergiebt).  Die  vier  Punkte 
ii'i?  9^)i  haben  eine  solche  Lage  in  der  Ebene,  dass  jeder  der  HöJien- 
imnlit  des  von  den  drei  andern  gebildeten  DreieeJcs  ist,  denn  in  dem 
Dreieck  jtit)^  steht  ljiJ.\  auf  Ijj:  senkrecht  (in  e),  und  auch  t}^^  auf 
IjiJ  (in  F),  also  ist  j^  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  i'l)!)^,  und  folg- 
lich steht  auch  JJ^  auf  t)t)j^  senkrecht,  d.  h.  wir  haben  zwei  neue  zu 
einander  senkrechte  Tangenten  der  Parabel  gefunden,  die  sich  in  P 
treffen.  Verändern  Avir  die  willkürlich  angenommene  Tangente  j:j;^ 
der  Parabel,  so  erhalten  wir  sämnitliche  Paare  rechtwinkliger  Tangenten 
derselben  und  können  nun  leicht  den  Ort  ihrer  Schnittpunkte  F  er- 
mitteln. Da  nämlich  ^\  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  Jl)^i  ist,  so 
liegen  die  vier  Punkte  J^^Pe  auf  einem  Kreise,  und  es  ist  Z.  Pelj^ 
=  Z.Pj^i=  45",  also  liegt  P  auf  derjenigen  Halbirungslinie  des 
Winkels  zwischen  den  beiden  Trägern,  welche  senkrecht  auf  der  Parabel- 
axe  steht;  diese  gerade  Linie  bleibt  aber  fest,  während  wir  die  Tangente 
JJi  verändern,  und  wir  erhalten  daher  folgendes  Resultat: 

Der  Ort  des  Scheitels  eines  reehten  Wnikels,  dessen  ScJienkel  Tangenten- 
paare einer  Parabel  sind,  ist  eine  gerade  Linie,  ivelche  senlcrecht  steht 
auf  der  Axe  der  Fardbel  in  demjenigen  Punkte,  in  iveleJiem  die  beiden 
unter  45^  zur  Axe  geneigten  Tangenten  der  Parabel  sielt  treffen.  Jeder 
Punlä  dieser  Geraden  besitzt  die  Eigensehaft ,  dass  das  in  Bezug  auf  die 
Parabel  ihm  zugehörige  Strahlsystem  ein  gleichseitig-hyperbolisches  ist. 

Wollen  wir  dieses  Resultat  mit  dem  für  Ellipse  und  Hyperbel 
gefundenen  in  Uebereinstimmung  bringen,  so  können  wir  die  gefundene 
Gerade  auch  als  einen  Kreis  mit  unendlich-grossem  Radius  ansehen, 
was  denn  vollständig  mit  dem  Umstände  harmonirt,  dass  bei  der 
Parabel  die  Längen  der  Axen  unendlich  gross  sind,  weil  ihr  Mittel- 
punkt im  Unendlichen  liegt. 
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Wir  gehen  hier  nicht  auf  Aveitere  Eigenschaften  der  Parabel  ein, 
welche  sich  aus  der  betrachteten  Figur  (Fig.  53)  in  ganz  elementarer 
Weise  ergeben,  auch  nicht  auf  die  Bedeutung  der  gefundenen  Geraden 
und  des  Punktes  F,  welche  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  die  Parabel 
sind  (Leitlinie  und  Brennpunkt  derselben),  weil  wir  hierauf  bald  von 
anderer  Seite  kommen  werden. 

Nur  eine  Eigenschaft  des  gefundenen  Ortskreises  wollen  wir  noch 
berühren:  Denken  wir  uns  nämlich  irgend  ein  Tripel  conjugirter  Punkte 
i'ig-  54-  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt:  xyz 

(S.  147)  und  den  Mittelpunkt  31  des- 
selben, ziehen  Mx  und  bezeichnen  den 
Schnittpunkt  (Mä;,  yz)=Xi  (Fig.  54), 
so  ist  Mx.Mxi  das  constante  Recht- 
eck (die  Potenz)  des  diesem  Durch- 
messer des  Kegelschnitts  zugehörigen 
Punktsystems,  also  =  Ä^  oder  —  A\  je  nachdem  x  und  x^  auf  der- 
selben oder  entgegengesetzten  Seiten  von  31  liegen;  den  conjugirten 
Durchmesser  zu  3Ix  erhalten  wir,  indem  wir  durch  31  eine  Parallele 
zu  1J2  ziehen;  wird  diese  Parallele  von  xtj  in  s  getroffen,  so  muss 
eine  durch  2  zu  3Ix  gezogene  Parallele  dieselbe  in  dem  conjugirten 
Punkte  s^  treffen,  so  dass  Ms  .  3ISy  das  constante  Rechteck  auf  dem 
conjugirten  Durchmesser  ist  für  das  Punktsystem,  welches  diesem 
Durchmesser  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört,  also  =  B^  oder 

—  JB^,  je  nachdem  der  Durchmesser  den  Kegelschnitt  trifft  oder  nicht. 
Für  die  Ellipse  gelten  die  Werthe  Ä^  und  B^,  für  die  Hyperbel  A^  und 

—  B^  oder  B^  und  —  Ä^-^  in  beiden  Fällen  aber  ist  die  Summe  con- 
stant  und  zwar,  w4e  wir  gesehen  haben,  gleich  dem  Quadrate  des 
Radius  B  desjenigen  Kreises,  welcher  als  der  Ort  des  Schnittimnktes 
zweier  rechtAvinkligen  Tangenten  des  Kegelschnitts  gefunden  wurde,  also : 

Mx  Mx,  -f  Ms  .  3Is,  =  BK 


Nun  ist  wegen  der  Parallelität: 

Ms         x.y            -.      -,  -. 
Mx  =  x,x       ^^^^     ^^'^  = 

■■x,z, 

also: 

Ms  .  MSi        x^  y  .  x^z 

Mx 


welcher  Ausdruck  sich  leicht  geometrisch  ausdrücken  lässt,  indem  wir 
durch  xys  einen  Kreis  legen  und  den  andern  Schnittpunkt  |  der  Ge- 
raden x,x  mit  diesem  Kreise  bestimmen;  dann  wird: 
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^^'^f''  =x,i     oder     3Is  .  Ms,  =  Mx  .  x,^; 

es  ist  aber  allgemein: 

x,^  =  M^~Mx,, 
also: 

Ms  .  Ms,  +  Mx  .  Mx,  =  E'  =  Mx  .  M^ 

und  da  Mx  .  M^  die  Potenz  des  Punktes  M  in  Bezug  auf  den  um  xys 
beschriebenen  Kreis  bedeutet,  so  folgt:  Der  Mittdpimht  eines  Kegel- 
schnitts hat  in  Bezug  auf  den  einem  heliehigen  PolardreiecJc  des  Kegel- 
schnitts mnschriebenen  Kreis  immer  dieselbe  Potenz,  welche  gleich  ist 
dem  Quadrate  des  Radius  desjenigen  Ortskreises,  der  die  Schnitt- 
punkte der  rechtwinkligen  Tangenten  des  Kegelschnitts  enthält.  Oder 
auch :  Der  Ortslcreis  des  Schnittjnmldes  rechtwinhliger  Tangentcnpaare  eines 
Kegelschnitts  schneidet  jeden,  einem  heliehigen  Polardreieck  umschriehenen 
Kreis  rechtwinMig. 

Für  die  Parabel  ergiebt  sich  dies  Resultat: 

Die    sämmtlichen   PolardreiecJcen    in   Bezug   auf  eine  Parahcl    um- 
schriebenen Kreise  haben  ihre  Mittelimnlde  auf  der  Leitlinie  der  Parabel. 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich: 

Mx  .  Mx,  .  Ms  .  Ms,  sin'-'  (p  =  aH\ 
wo  q)  den  Winkel  der  beiden  conjugirten  Durchmesser  bezeichnet;  oder 
wenn  man  mit  PiP^lh   ^^^  ^^^i  Perpendikel   aus  M  auf  die  Seiten  des 
Polardreiecks  bezeichnet  und  bemerkt,  dass 
Mx,  sin  cp  =  Pi 
Mx  =  P2 


x^  z     sin  (xzy) 
Mx  sin  0)  ==/>«•  —  ist 

Mx,  Mx' .  sin-^  cp  =  p,p,p, .  ^^^  •  ~i„-f  1^ 


und  nach  dem-  Obigen: 

Ms  .  Msi        x^y  .  Xi 


Mx  x^  X 

so  folgt: 

a^¥  =  PiP^P-^  •   •   ,  — -V 

=  ^  '  Pilhlh  '  *- , 
WO    r  den    Radius    des   dem   Polardreieck  umschriebenen    Kreises   be- 
deutet, da   bekanntlich  im  Dreieck  das   Verhältniss    einer  Seite    zum 
Sinus    des    gegenüberliegenden  Winkels    gleich  dem  Durchmesser  des 
umschriebenen  Kreises  ist.     (Siehe  Aufgaben  und  Sätze.)*) 

*)  Diese  Sätze  sind  zuerst  von  Faure  in  den  Nouvelles  Annales  de  Mathö- 
matiques  tome  XIX.  p.  284  iind  tome  XX  p.  55.  ausgesprochen. 
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§.  35.    Bestimmung  solcher  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts, 

für  welche  das  zugehörige  Strahlsystem  ein  circulares  wird: 

Die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts. 

Da  jedem  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ein  bestimmtes 
Strahlsystem  in  Bezug  auf  denselben  zugehört,  so  entsteht  insbesondere 
die  Frage  nach  solchen  Punkten,  deren  Strahlsystem  ein  circulares 
wird,  bei  welchem  bekanntlich  je  zwei  conjugirte  Strahlen  zu  einander 
rechtwinklig  sind.  Solche  Punkte  müssen  natürlich,  falls  sie  vorhanden 
sind,  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegen,  d.  h.  es  dürfen  keine  reellen 
Tangenten  durch  sie  gehen,  weil  das  circulare  Strahlsystem  ein  be- 
sonderer Fall  des  elliptischen  Strahlsystems  ist.  Wir  können  aber 
den  Ort,  wo  wir  sie  überhaupt  zu  suchen  haben,  noch  mehr  be- 
schränken, denn  es  ist  leicht  einzusehen,  dass  sie  nur  auf  den  Axen 
des  Kegelschnitts  liegen  können.  Wäre  P  irgend  ein  nicht  auf  einer 
Axe  des  Kegelschnitts  liegender  Punkt  und  M  der  Mittelpunkt  des 
Kegelschnitts,  so  würde  dem  Durchmesser  FM  ein  conjugirter  Durch- 
messer zugehören,  der  nicht  zu  ihm  rechtwinklig  wäre,  und  zögen 
wir  durch  P  zu  diesem  conjugirten  Durchmesser  eine  Parallele,  so 
hätten  wir  in  P  zwei  conjugirte  Strahlen  des  dem  Punkte  P  zuge- 
hörigen Strahlsystems;  diese  wären  also  nicht  zu  einander  reclit- 
Avinklig,  folglich  das  Strahlsystem  für  P  kein  circulares  Strahlsystem. 
Wir  haben  mithin  die  Punkte  von  der  verlangten  Eigenschaft  nur  auf 
den  Axen  zu  suchen  und  zwar  nur  auf  denjenigen  Abschnitten  der 
Axen,  welche  von  keiner  Tangente  getroffen  werden  (innerhalb  des 
Kegelschnitts  liegen).  Sei  x  ein  beliebiger  Punkt  einer  Axe  des  Kegel- 
schnitts und  X  seine  Polare,  die  in  u  senkrecht  auf  der  Axe  steht, 
dann  wird  das  ganze  dem  Punkte  x  zugehörige  Strahlsystem  in  fol- 
gender Weise  erhalten:  Wir  ziehen  einen  beliebigen  Strahl  Z  durcli 
X,  welcher  in  y  die  Polare  X  treffe,  und  bestimmen  den  Pol  z  von  Z, 
welcher  noth wendig  auf  X  liegt;  während  sich  Z  bewegt,  wird  sich 
auch  X2  =  Y  verändern,  und  (Y,  Z)  sind  immer  ein  Paar  conjugirter 
Strahlen  des  dem  Punkte  x  zugehörigen  Strahlsystems  (S.  146);  y  und 
s  sind  gleichzeitig  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  der  Geraden  X 
zugehörigen  Punktsystems,  dessen  Mittelpunkt  offenbar  u  ist  (Fig.  55); 
der  Strahl  xu  und  die  auf  ihm  Senkrechte  durch  x  sind  die  Axen  des 
Strahlsystems  für  den  Punkt  x-^  wenn  nun  die  beiden  conjugirten 
Strahlen  Y  und  Z  auch  zu  einander  rechtwinklig  wären,  so  hätte  das 
Strahlsystem  für  x  zwei  Paar  Axen  und  wäre  mithin  ein  circulares 
(Seite  64).  Dies  ist  aber  für  einen  beliebig  auf  der  Axe  angenomme- 
nen Punkt  X  nicht  der  Fall,  und  wir  werden  solche  besonderen  Punkte 
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aufzusucheu    Laben,    welche     diese    Eigenschaft    besitzen.      Verfolgen 
wir  das  dem  Punkte  x  zugehörige  Strahlsystem  und  das  mit  ihm  per- 

Fig.  55. 


spectivisch  liegende,  der  Polare  X  zugehörige  Punktsystem  (//,  ^),   so 
ist,  weil  u  der  Mittelpunkt  desselben  ist,  allemal: 

uy  .  %iz  =  const. 
In  ^dem  Dreieck  xyz  ist  xu  eine  Höhe,   die   beiden  andern  Höhen  yv 
und  2iv  schneiden   sich  daher   in   einem  Punkte  |   der   ersteren,  d.  h. 
der  Axe    des   Kegelschnitts,    und    wif  haben    wegen    der  Aehnlichkeit 
der  Dreiecke: 

yu  .  U2  =  w|  .  ux  =  const., 
folglich   wird,  wie   wir  auch  das  Punktpaar  y,  z  auf  der  Polare  ver- 
ändern, der  Höhenpunkt  |  des  Tripel-Dreiecks  xyz  unverändert  bleiben; 
also  haben  wir  den  Satz  gefunden: 

Irgend  ein  fester  Punld  x  einer  Axe  des  Keyelsehnitts  kann  als  ein 
Eckpunkt  von  unendlich  vielen  Tripeln  in  Beziig  auf  den  Kegelschnitt  an- 
gesehen werden,  dessefi  heide  andern  Eckpunkte  yz  auf  der  Polare  X  von 
X '  sich  verändern;  der  Höhenpunkt  dieser  sämmtlichen  Tripel-Dr decke 
xyz  ist  ein  und  derselbe  feste  Punkt  |  und  liegt  ebenfalls  auf  der  Axe 
des  Kegelschnitts^  auf  ivelcher  x  angenommen  ist. 

Da  ferner  die  Punkte  v  und  iv,  die  Fusspunkte  der  beiden  aus  y 
und  z  gefällten  Höhen,  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  vx  und  vy,  ebenso 
wie  ivx  und  wz,  conjugirte  Strahlen  sind,  und  zugleich  rechtwinklig 
auf  einander  stehen,  so  folgt,  dass  sie  die  Axen  der  den  Punkten  v 
und  lü  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörigen  Strahlsysteme  sind. 
Die  Punkte   x  und   |  besitzen    also    die  Eigenschaft,    dass    für  jeden 
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Punkt  P  des  über  x^  als  Durclimesser  beschriebenen  Kreises  die 
Strahlen  Px  und  P|  die  Axen  des  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  zugehörigen  Strahlsystems  sind.  Geht  insbesondere  durch 
X  (oder  ^)  eine  Tangente  des  Kegelschnitts,  deren  Pol  der  Berührungs- 
punkt P(^  ist,  so  muss  Pol  (oder  P^,x)  senkrecht  auf  der  Tangente 
stehen,  d.  h.  die  Normale  in  Py  sein;  die  Punkte  x  und  |  besitzen 
also  auch  die  Eigenschaft,  dass  sie  die  Durchschnittspunkte  von  Tangente 
und  Normale  eines  gewissen  Kegelschnittpunktes  mit  der  in  Betracht 
gezogenen  Axe  sind,  natürlich  auch  des  zweiten  zu  der  Axe  symme- 
trisch liegenden  Kegelschnittpunktes. 

Verändern  wir  jetzt  den  Punkt  x  auf  der  Axe  des  Kegelschnitts, 
so  verändert  sich  mit  ihm  auch  |.  Wenn  aber  einmal  das  dem  Punkte 
X  zugehörige  Strahlsystem  ein  circulares  wäre,  so  müsste  das  Dreieck 
yxs  bei  x  rechtwinklig  werclen,  oder  der  Höhenpunkt  |  müsste  mit 
dem  Eckpunkt  x  zusammenfallen,  und  umgekehrt,  wenn  der  Höhen- 
punkt eines  Dreiecks  mit  einem  Eckpunkte  zusammenfällt,  so  ist  das 
Dreieck  rechtwinklig.  Wir  werden  also  zunächst  zu  untersuchen  haben, 
wie  sich  der  Punkt  |  mit  dem  Punkte  x  verändert,  und  dann  nach- 
sehen, ob  und  wie  oft  es  vorkommt,  dass  x  und  |  zusammenfallen; 
diejenigen  Punkte,  bei  denen  dies  eintritt,  sind  von  der  gesuchten  Be- 
schaffenheit, dass  das  ihnen  zugehörige  Strahlsystem  ein  circulares 
wird.  Um  zu  dem  Punkte  x  den  Punkt  |  zu  finden,  haben  wir  ^lur 
nöthig,  einen  beliebigen  Strahl  Z  durch  x  zu  ziehen  und  aus  dem  Pol 
^  ein  Perpendikel  auf  Z  zu  füllen*  welches  die  Axe  in  |  trilft.  Halten 
wir  der  Einfachheit  wegen,  indem  wir  x  fortrücken,  die  Richtung  von 
Z  fest,  d.  h.  lassen  es  beständig  sich  parallel  bleiben,  so  Avird  der 
Pol  2  auf  dem  zu  dieser  Richtung  conjugirten  Durchmesser  3l2  sich 
bewegen,  die  Senkrechte  stv   bleibt  auch   sich  parallel,   also  das  Ver- 

hältniss  -jt^  =  const.      Die  Polare   X  von  x  bleibt   ebenso   beständig 

]\fu 
sich    parallel,    folglich    das    Verhältiiiss     .^^     constant,    mithin    auch 

— -  =  const.     Es   sind   aber  x  und  u  conjugirte  Punkte  des  der  Axe 

zugehörigen  Punktsystems,  dessen  Mittelpunkt  31  ist,  daher: 

Mx  .  Mu  =  const.  (=  a^  oder  V^)  ; 

es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  auch  das  Rechteck  Mx .  31^  constant 
bleibt: 

31 X  .  iH|  =  const. 

oder,  was  dasselbe  sagt,  dass  die  Punkte  x  und  |  conjugirte  Punkte 
eiuesMe?<eHauf  der  Axe  befindlichen  Punktsystems  sind,  dessen  Asymptoten- 
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punkte,   wenn  es  hyperbolisch  ist,  die   gesuchten  Punkte  sein  werden, 
deren  dem  Kegelschnitt  zugehörige  Strahlsysteme  circulare  sind. 

Auch  ohne  diese  metrischen  Beziehungen  zur  Hülfe  zu  nehmen, 
kann  man  leicht  einsehen,  dass  bei  der  vorgeschriebenen  Bewegung 
das  Punktpaar  ,«1  ein  Punktsystem  beschreibt.  In  der  That,  da  x 
und  u  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind,  so 
durchlaufen  x  und  m  projectivische  Punktreihen;  da  nz  beständig  senk- 
recht steht  auf  der  Axe  Mx,  so  durchläuft  z  auf  der  festen  Geraden 
Mz  eine  mit  (w)  ähnliche  Punktreihe,  also  durchlaufen  auch  z  und  x 
projectivische*  Punktreihen.  Da  ferner  zi,  sich  ebenfalls  beständig 
parallel  bleibt,  weil  es  auf  der  unveränderten  Richtung  von  Z  senk- 
recht steht,  so  durchlaufen  z  und  %,  ähnliche  Punktreihen;  also  müssen 
schliesslich  auch  x  und  %  projectivische  Punktreihen  durchlaufen;  dass 
dieselben  aber  auch  involutorisch  liegen,  erhellt  so:  Um  zu  einem 
Punkte  X  den  zugehörigen  |  zu  finden,  ziehen  wir  durch  x  einen  be- 
liebigen Strahl  Z  und  fällen  aus  dem  Pole  desselben  z  ein  Perpen- 
dikel auf  Z^  welches  in  |  die  Axe  trifft.  Da  zi,  durch  z  geht,  so 
muss  der  Pol  von  zi,  auiZ  liegen.  Um  nun  den  zu  |  zugehörigen  Punkt  zu 
erhalten,  zieht  man  durch  |  den  Strahl  ^z  und  fällt  aus  seinem  Pol 
ein  Perpendikel  auf  ^Z]  dies  Perpendikel  kann  nichts  anderes  als  Z 
selbst  sein,  trifft  also  in  x  die  Axe,  und  es  folgt,  dass,  wenn  |  der 
zu  X  zugehörige  Punkt  ist,  x  der. zu  |  zugehörige  Punkt  sein  muss. 
Die  beiden  von  x  und  ^  beschriebenen  projectivischen  Punktreihen 
liegen  also  involutorisch,  d.  h.  sie  bilden  ein  Punktsystem,  und  die 
Asymptotenpunkte  desselben  sind  die  gesuchten.  (Dass  31  der  Mittel- 
punkt dieses  Punktsystems  ist,  zeigt  dieselbe  Construction,  weil  er 
dem  unendlich-entfernten  Punkte  entspricht.) 

Es  giebt  also  im  Allgemeinen  auf  jeder  der  beiden  Axen.  zwei 
solche  Punkte,  und  es  bleibt  noch  zu  untersuchen,  ob  dieselben  reell 
vorhanden,  d.  h.  die  in  der  angegebenen  Weise  auf  den  Axen  des 
Kegelsclmitts  construirten  beiden  neuen  Punktsysteme  hyperbolisch 
oder  elliptisch  sind.  Da  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  M  auch 
für  diese  beiden  neuen  Punktsysteme  Mittelpunkt  ist,  so  ist  nur  zu 
untersuchen,  ob  ein  solches  auf  einer  der  Axen  befindliches  Punkt-* 
paar  (x^  |)  durch  31  getrennt  wird,  oder  nicht;  im  ersten  Falle  wird 
das  Punktsystem  elliptisch,  im  zweiten  hyperbolisch  sein.  Um  aber 
ein  Punktpaar  ic,  |  zu  erhalten,  haben  wir  nach  dem  Vorigen  nur 
nöthig,  in  irgend  einem  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  gewählten 
Punkte  P  die  Axen  des  Strahlsystems  zu  bestimmen,  welches  dem  P 
zugehört;    diese   Axen    treffen    eine  Kegelschnittaxe    in    zwei   Punkten 
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X,  I  des  neuen  Punktsystems  auf  ihr;  denn  lassen  wir  umgekehrt  die 
l'unkte  Xj  |  das  ganze  neue  Punktsystem  durchlaufen  und  beschreiben 
jedesmal  über  xi,  als  Durchmesser  einen  Kreis,  dessen  Punkte  P  die 
üben  hervorgehobene  Eigenschaft  besitzen,  so  erhalten  Avir  ein  Kreis- 
büschel, welches  die  ganze  Ebene  stetig  erfüllt,  und  durch  jeden  be- 
liebigen Punkt  P  der  Ebene  giebt  es  nur  einen  Kreis  des  Büschels. 
Wir  schliessen  hieraus  beiläufig  folgenden  Satz: 

DenJct  man  sich  in  sümmtUcJien  Punläen  der  Ehme  die  Axen  der 
ihnen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörigen  Strahlsysteme  ermittelt, 
so  schneidet  jedes  Äxenpaar  die  eine  (und  ebenso  die  andere)  Äxe  des 
Kegelschnitts  in  zwei  Ftmkteti  xi,,'  deren  Gesammtheit  ein  Punictsystem 
auf  dieser  Axe  constituirt,  von  welchem  x^  allemal  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  sind. 

Hieraus  folgt  nothwendig,  dass  die  in  dieser  Weise  auf,  beiden 
Axen  erhaltenen  neuen  Punktsysteme  verschiedener  Natur  sein  müssen, 
nämlich  das  eine  hyperbolisch  und  das  andere  elliptisch.  Denn  wenn 
die  Schenkel  eines  rechten  Winkels  P  die  Schenkel  eines  andern 
rechten  Winkels  M  in  zwei  Punktpaaren  xi,  und  x^^^  durchbohren, 
so  können  nicht  auf  den  Schenkeln  des  letzteren  1)  gleichzeitig  .^■^ 
durch  Jf  getrennt  werden  und  auch  x^^^^  ebenso  wenig  können  2)  gleich- 
zeitig X  und  ^  auf  derselben  Seite  von  M  in  dem  einen  Schenkel 
liegen  und  auch  x^  und  |^  auf  derselben  Seite  voir  M  in  dem  andern 
Schenkel;  sondern  es  müssen  3)  wenn  xi,  durch  M  getrennt  werden, 
x^  und  1^  auf  derselben  Seite  von  M  liegen,  oder  4)  wenn  x  und  ^ 
auf  derselben  Seite  von  M  liegen,  x^  und  |^  durch  M  getrennt  werden. 
Dies  lehrt  die  unmittelbare  Anschauung;  folglich  muss  das  neue  Punkt- 
system auf  der  einen  Kegelschnittaxe  elliptisch,  auf  der  andern  hyper- 
bolisch sein.  Auch  ergiebt  sich  aus  der  unmittelbar  ersichtlichen 
metrischen  Beziehung: 

Mx.  Mi-\-  Mx"^ .  iH^i  =  0 , 
da  Mx  .  Jf I  die  Potenz  des  einen  .Punktsystems  (x^)  und  Mx^ .  ilf|^ 
die  Potenz  des  andern  Punktsystems  (x^^^)  ist,  dass  die  beiden  Punkt- 
systeme entgegengesetzter  Natur  sein  müssen,  weil  ihre  Potenzen  ent- 
gegengesetzt sind  und  denselben  absoluten  Werth  haben.  Bei  dem 
letzteren  existiren  nun  zwei  reelle  Asymptotenpunkte,  und  wir  erhalten 
daher  als  Antwort  auf  die  vorgelegte  Frage  folgenden  Satz: 

Es  giebt  mir  zwei  reelle  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts, 
für  ivelche  das  zugehörige  Strahlsystem  ein  eirculares  wird;  diese  lie/fcn 
auf  einer  der  beiden  Axen  des  Kegelschnitts  und  stehen  vom  Mittelpunkte 
nach  beiden  Seiten  hin  gleich  ivcit  ab;  sie  heissen  die  „Brennpunkte" 
des  Kegelschnitts, 
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Wir  gelangen  nach  dem  Vorigen  zu  den  Brennpunkten  auch  durch 
folgende  Construction: 

Tangente  und  Normale  in  sämmtlicJicn  FimMen  eines  Kegelschnitts 
treffen  sotvohl  die  eine,  als  auch  die  andere  Axe  desselben  in  Punkt- 
paaren  x^,  ivelche  auf  jeder  ein  Punktsystem  constituiren ,  von  dem  x 
und  ^  immer  ein  Paar  conjngirter  Punkte  sind,  und  ivelches  den  Mittel- 
pimTit  des  Kegelschnitts  zugleich  zu  seinem  Mittelpii niete  hat;  von  diescii 
beiden  Punläsystemen  ist  das  eine  elliptisch,  das  andere  hyperbolisch;  die 
Asymptotenpunlite  des  letzteren  sind  die  Brennpmnlde  des  Kegelschnitts, 
d.  h.  die  einzigen  reellen  Punkte  in  der  Ebene  desselben,  ivelche  die  Eigeti- 
schaft  besitzen,  dass  das  ihnen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörige 
Strahlsystem  ein  circidares  ist. 

Suchen  wir  bei  den  drei  Gattungen  von  Kegelschnitten  die  Lage 
der  Brennpunkte  näher,  zu  ermitteln,  so  zeigt  sich  zunächst  bei 
der  Parabel,  deren  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt,  das  äusserst 
einfache  Verhalten,  dass  das  Punktsystem  (x^)  auf  der  Axe  der 
Parabel  ein  gleichseitig-hyperbolisches  wird,  also  der  eine  Asymptoten- 
punkt desselben  mit  dem  Mittelpunkte  im  Unendlichen  liegt  und  nur 
der  andere  Asymptotenpunkt  im  Endlichen  bleibt;  d.  h.  die  Parabel 
hat  nur  einen  (endlichen)  Brennpunkt,  nämlich: 

Tangente  und  Normale  in  sämmtlichen  Punkten  der  Parabel  treffen 
die  Axe  derselben  in  je  zwei  Punkten  x^,  deren  Abstand  durch  einen  und 
denselben  festen  Punkt,  den  Brennpunkt  der  Parabel,  halbirt  ivird. 

Der  zweite  Brennpunkt  der  Parabel  liegt  im  Unendlichen  mit 
dem  Mittelpunkt  und  dem  unendlich-entfernten  Parabelpunkt  vereinigt; 
die  zweite  Axe  der  Parabel  ist  die  unendlich  -  entfernte  Gerade  selbst; 
das  auf  ihr  hervorgerufene  Punktsystem  {xi,)  ist  elliptisch;  seine 
imaginären  Asymptotenpunkte  sind  die  unendlich-entfernten  imaginären 
Kreispunkte  (S.  78). 

Um  bei  Ellipse  und  Hyperbel  die 
Lage  der  Brennpunkte  zu  bestimmen, 
denken  wir  uns  in  irgend  einem  Kegel- 
schnittpunkte A  die  Tangente  und  Nor- 
male, welche  die  eine  Kegelschnittaxe 
in  X  und  |,  die  andere  in  x^  und  |^ 
treffen  mögen  (Fig.  ;')(j).  Liegen  nun 
X  und  I  auf  derselben  Seite  von  M,  so 
müssen  x^  und  |^  durch  M  getrennt 
werden;  es  wird  also  das  Punktsystem 
(x'l)  auf  der  Axe  Mx  hyperbolisch 
sein,  und  die  Asymptotenpunkte  desselben  F  und  F^  oder  die  Brenn- 
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punkte  des  Kegelschnitts  werden  auf  dieser  Axe  liegen,  während  das 
Punktsystem  (^^|^)  auf  der  andern  Axe  elliptisch  ist.  Bezeichnen 
wir  den  Abstand  der  beiden  Brennpunkte  FF^  =  2  c,  also  MF  =  c, 
so  ist: 

2  c  heisst  die  Excentricitnt  des  Kegelschnitts  und  lässt  sich  leicht  aus- 
drücken durch  die  Längen  der  Axen.  desselben.  Fällen  wir  nämlich 
von  A  die  Perpendikel  Ap  und  Ap^  auf  die  Axen,  so  sind  px  und 
p^x^  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  der  den  Axen  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  zugehörigen  Punktsysteme;  diese  sind  bei  der  Ellipse 
beide  liyperbolisch,  bei  der  Hyperbel  ist  eines  hyperbolisch,  das  andere 
elliptisch;  sei  das  hyperbolische  auf  der  Axe  Mx  befindlich,  so  haben 
wir  sowohl  für  Ellipse,  als  auch  für  Hyperbel: 

Mp  .Mx  =  a^ , 
da  p  und  x  auf  derselben  Seite  von  M  liegen  müssen;   dagegen 

Mp^ .  Mx^  =  h^  für  die  Ellipse, 
und  Mp^ .  Mx^  ==  —  h'^  für  die  Hyperbel, 

weil  im  ersten  Falle  2^^  und  x^  auf  derselben  Seite  von  M  liegen 
(wie  in  der  Figur  56,  die  also  den  Fall  der  Ellipse  voraussetzt),  im 
zweiten  Falle  dagegen  p^  und  x^  durch  M  getrennt  werden.  Nun 
zeigt  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke: 

Mx         Mx'  M^         M^' 


und 


und  ferner: 


Mp      .  p'x'    '         Mp        2i'|'  ' 

Mp^  =  l^j»)^  .f^x^,  woraus 
Mx  .  Mi,  =  i'M .  Mx'  =  c:"    folgt, 


Mx  .  Mp  =  Mx' .  ^Y 

=  Mx'  {^'M-\-  Mji')     also 
Mx  .  Mp  —  Mx' .  Mp'  =  c^ . 

Wir  erhalten  also: 

c^  :==  a^  —  })'  für  die  Ellipse 
und  c"-'  =  a^  -\-  y^  für  die  Hyperbel, 
Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Brennpunkte  der  Ellipse  auf  der 
grossen  Axe  der  Ellipse  liegen,  weil  or  —  Ir  =■■  c^  >  o,  also  a  >  h 
sein  muss,  und  dass  sie  erhalten  werden,  wenn  wir  um  einen  der 
Schnittpunkte  der  kleinen  Axe  und  der  Ellipse  mit  dem  Radius  a 
der  grossen  Halbaxe  einen  Kreis  schlagen,  welcher  die  grosse  Axe 
in  den  gesuchten  Brennpunkten  F  und  F^   treffen   wird,   während  ein 
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mit  dem  Radius  h  der  kleinen  Halbaxe  um  einen  der  Scheitel  der 
anderen  Axe  geschlagener  Kreis  die  letztere  nicht  treffen  kann.  Für 
a  =  h  wird  die  Ellipse  ein  Kreis,  und  die  beiden  Brennpunkte  jener 
fallen  mit  dem  Kreismittelpunkte  zusammen  (c  ==--  o).  Zweitens  sehen 
wir,  dass  bei  der  Hyperbel  die  Brennpunkte  auf  derjenigen  Axe  liegen, 
welche  dieselbe  in  zwei  reellen  Punkten,  ihren  Scheiteln,  trifft,  und 
dass  Avir  sie  erhalten,  indem  wir  in  den  Scheiteln  die  Tangenten 
ziehen,  die  Schnittpunkte  derselben  mit  den  Asymptoten  der  Hyperbel 
bestimmen  und  mit  der  Entfernung  eines  dieser  Funkte  von  31  um 
den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  einen  Kreis  schlagen,  Avelcher  die  erste 
Axe  in  den  gesuchter  Brennpunkten  F  und  F^  trifft.  Dass  das  Punkt- 
system (;r^  ^^)  auf  derjenigen  Axe  der  Hyperbel,  welche  dieselbe 
nicht  trifft,  elliptisch  sein  muss,  geht  auch  a  priori  daraus  hervor, 
dass  diese  ganz  ausserhalb  der  Hyperbel  liegt,  daher  jedem  ihrer  Punkte 
ein  hyperbolisches  Strahlsystem  zugehört,  welches  also  kein  circulares 
sein  kann. 

Wir  haben  vorhin  eines  Kreises  erwähnt,  welcher  über  der  Strecke 
if;|  als  Durchmesser  beschrieben  werden  kann;  da  nun  das  Punktpaar 
xi,  ein  ganzes  Punktsystem  durchläuft,  so  bilden  alle  diese  Kreise  ein 
Kreisbüschel,  dessen  Centrale  eine  Kegelschnittaxe  ist.  Beschreiben 
wir  andererseits  auch  über  x^X^  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  er- 
halten wir  ein  zweites  Kreisbüschel,  welches  die  ändere  Kegelschnitt- 
axe zur  Centrale  hat-,  diese  beiden  Kreisbüschel  sind  conjngirtc  Kreis- 
hüsekel,  d.  h.  jeder  Kreis  des  einen  Büschels  schneidet  jeden  des  andern 
re'chtwinklig,  denn  diejenigen  beiden  Kreise,  welche  (Fig.  55)  über  x^ 
und  .r^^^  als  Durchmesser  beschrieben  werden,  haben  den  Punkt  A 
gemein,  und  die  von  den  Mittelpunkten  dieser  beiden  Kreise  nach  A 
hin  gehenden  Radien  stehen  offenbar  senkrecht  auf  einander.  Jedes 
dieser  beiden  Kreisbüschel  hat  die  Centrale  des  andern  zur  Potenz- 
linie*) (gemeinschaftlichen  Secante),  und  zwar  das  eine  als  ideelle,  das 
andere  als  reelle  gemeinschaftliche  Secante,  d.  h.  die  Kreise  des  einen 
Büschels  (a;|)  treffen  die  Potenzlinie  nicht,  die  Kreise  des  andern 
Büschels  (.T^l^)  gehen  sämmtlich  durch  dieselben  beiden  festen  Punkte 
F  und  F^,  welche  die  „Grenzpunkte"  des  ersten  Kreisbüschels  sind, 
und  haben  also  FF^  zur  reellen  gemeinschaftlichen  Secante.  Hier- 
nach können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Die    heiden  Brcnnjtnmlde  eines  Kegelschnitts   und  die  Schnittpunlde 
von  Tangente  und  Normale  in  irgend  einem  Kegclsclmittpunläe  mit  der- 


*)  Siehe  Steiner:  Einige  geometriaehe  Betrachtungen,  Grelle' r  Journal  für  reine 
und  angewandte  Mathematik,  Bd.  I.  S.  161  ft'. 

Steiner,   Vorlesungen  II.     2.  Aufl.  13 
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jenigen  Axe,  auf  ivelcher  die  BrcnnpunJde  nicht  liegen,  hefinden  sich  alle- 
mal auf  einem  Kreise;  woraus  denn  auch  eine  Construction  der  Brenn- 
punkte sich  ergiebt.  Bei  der  Parabel  geht  das  eine  der  beiden  con- 
jugirten  Kreisbüschel  in  ein  Büschel  concentrischer  Kreise  über  und 
das  andere  zerfällt. 

Wir  haben  in  der  obigen  Figur  (Fig.  55)  zwei  Bewegungen  mit  dem 
Tripel  xyz  vorgenommen:  Einmal  hielten  wir  x  fest  und  veränderten  yz 
auf  der  Polare  X;  dabei  blieb  der  Höhenpunkt  |  des  Dreiecks  xyz  fest,  und 
die  Fusspunkte  v  und  iv  zweier  Höhen  beschrieben  einen  Kreis  über  ic§ 
als  Durchmesser.  Veränderten  wir  x  auf  der  Kegelschnittaxe,  so  erhielten 
wir  das  Kreisbüschel  {x^)  und  für  die  andere  Kegelschnittaxe  das  con- 
jugirte  Kreisbüschel  (a;^|^).  Zweitens  bewegten  wir  aber  in  dem  Tripel  xyz 
den  Strahl  xy  =  Z  parallel  mit  sich  fort  und  fällten  aus  z  das  jedes- 
malige Perpendikel  auf  Z.  Der  Fusspunkt  w  desselben  beschreibt  bei 
dieser  Bewegung  eine  gleichseitige  Hyperhel,  welche  durch  die  beiden 
reellen  und  die  beiden  imaginären  Brennpunkte  des  Kegelschnitts  hin- 
durchgeht. Verändern  wir  dann  die  Richtung  von  Z,  so  erhalten  wir 
ein  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln,  welches  mit  den  beiden  conju- 
girten  Kreisbüscheln  in  engem  Zusammenhange  steht  (siehe  §.  51). 

Wir  können  in  gewissem  Sinne  von  drei  Axen  eines  Kegelschnitts 
sprechen,  indem  wir  zu  den  beiden  endlichen  Axen  die  unendlich- 
entfernte Gerade  G^  hinzufügen  und  also  das  Tripel  conjugirter 
Strahlen,  deren  zwei  die  endlichen  Axen  des  Kegelschnitts  sind,  ver- 
vollständigen; dann  würde  also  der  Kegelschnitt  drei  Mittelpunkte 
haben,  von  denen  zwei  im  Unendlichen  liegen,  und  sechs  Brennpunkte, 
nämlich  die  Doppelpunkte  der  drei  Punktsysteme  (a;|)  auf  den  drei 
Axen;  von  diesen  Punktsystemen,  welche  entstehen  durch  die  Schnitt- 
punkte {xh,)  sämmtlicher  Axenpaar.e  aller  dem  Kegelschnitt  zuge- 
hörigen Strahlsysteme  in  der  Ebene,  sind  aber  immer  zwei  elliptisch 
und  nur  eines  hyperbolisch,  also  von  den  sechs  Brennpunkten  nur 
zwei  reell.  Wir  erwähnen  diese  Auffassung,  weil  sie  bei  manchen 
geometrischen  Untersuchungen  zur  Aufklärung  von  Paradoxen  dient, 
die  sonst  nicht  erklärt  werden  können.  Beim  sphärischen  Kegelschnitt 
z.  B.  treten  diese  drei  Axen,  weil  das  Operationsfeld  der  Kugel  keine 
unendlich-entfernten  Punkte  besitzt,  ganz  bestimmt  hervor.*) 

Wir  können  uns  auch  auf  der  unendlich-entfernten  Geraden  ein 
Punktsystem  denken,  welches  ihr  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu- 
gehört; dies  wird  bestimmt  durch  das  dem  Mittelpunkte  des  Kegel- 
schnitts zugehörige   Strahlsystem   (der   conjugirten   Durchmesser)    und 


*)  Vei-gl.  Ueinrii-li  Vogt:  Der  sphärische  Kegelschnitt,  luaug.-Diss.  Breslau  1871. 
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ist  elliptisch,  wenn  der  Kegelschnitt  Ellipse,  hyperbolisch,  wenn  er 
Hyperbel  ist,  wo  dann  die  Asymptoten  des  Kegelschnitts  durch  die 
Asymptotenpunkte  jenes  Punktsystems  auf  G^  gehen.  Da  insbesondere 
beim  Kreise  das  System  der  conjugirten  Durchmesser  ein  circulares 
Strahlsystem  ist,  d,  h.  aus  lauter  Paaren  rechtwinkliger  Strahlen  be- 
steht, so  wird  für  jeden  Kreis  in  der  Ebene  auf  G^  dasselbe  Punkt- 
system bestimmt;  da  nun  die  Asymptotenpunkte  dieses  Punktsystems 
immer  die  Schnittpunkte  der  G^  mit  dem  Kegelschnitt  sind,  so  können 
wir  in  gewissem  Sinne  sagen:  Alle  Kreise  der  Ebene  gehen  durch  die- 
selben beiden  imaginären  PunMe  der  unendlich-entfernten  Geraden ,  d.  h. 
für  uns  nichts  anderes  als:  Das  der  unendlich-entfernten  Geraden  für 
alle  Kreise  der  Ebene  zugehörige  Punktsystem  ist  identisch  dasselbe, 
circulare.  Die  beiden  imaginären  Kreispunkte  auf  der  unendlich-ent- 
fernten Geraden  sind  bereits  auf  S.  78  erwähnt  und  erklärt  worden. 
Nach  der  letzten  Bemerkung  sind  also  die  beiden  imaginären  Kreis- 
jninläe  auf  der  unendlich-entfernten  Geraden  als  ein  Paar  imaginärer 
Brennimnlite  für  jeden  beliebigen  Kegelschnitt  in  der  Ebene  aufzu- 
fassen. 

§.  36.    Einige  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  welche  sich  auf  ihre 

Brennpunkte  beziehen. 

Die  eigenthümliche  Beschaffenheit  der  Brennpunkte  führt  zu  sehr 
einfachen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  welche  zu  den  ältesten  und 
bekanntesten  gehören.  Wir  wollen  dieselben  hier  nur  kurz  aus  unserer 
Definition  der  Brennpunkte  ableiten.  Da  das  Punktsystem  (a?|), 
dessen  Asymptotenpunkte  die  Brennpunkte  FF^  des  Kegelschnitts 
sind,  durch  Tangente  und  Normale  sämmtlicher  Kegelschnittpunkte 
P  auf  der  Axe,  welche  die  Breimpunkte  enthält,  fixirt  wird,  so  bilden 
die  Tangente  und  Normale  irgend  eines  Punktes  P  des  Kegelschnitts 
und  die  beiden  Strahlen  PP",  FF^  nach  den  Brennpunkten  hin  vier 
harmonische  Strahlen,  und  da  Tangente  und  Normale  zugeordnete 
Strahlen  sind  und  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  halbiren  sie  (S.  IG) 
die  Winkel  zwischen  den  Strahlen  FF  und  FF^,  also  erhalten  wir 
den  Satz: 

Die  Tangente  {und  Normale)  in  jedem  PunMe  des  Kegelschnitts 
bildet  gleiche  Winlel  mit  den  beiden  Strahlen,  tvelclie  von  diesem  Punlie 
nach  den  Frennptmkten  des  Kegelschnitts  gehen. 

Hieraus  erklärt  sich  (wenigstens  für  Ellipse  und  Parabel)  der  Name 
Brennpunkte,  indem  nach  dem  bekannten  Reflexionsgesetz  die  von  einem 
Brennpunkte  des  Kegelschnitts  ausgehenden  (Licht-  oder  Wärme-)  Stralilen, 
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welche  an  der  Peripherie  des  Ke^^elschnitts  reflectirt  werden,  in  dem 
andern  sich  wieder  vereinigen.  Bei  der  Parabel  werden  alle  von  dem 
(endlichen)  Brennpunkte  ausgehenden  Strahlen  durch  dieselbe  parallel 
zur  Axe  reflectirt,  weil  der  zweite  Brennpunkt  im  Unendlichen  liegt. 
Ueberhaupt  gestalten  sich  die  Pocaleigenschaften  bei  der  Parabel  am 
einfachsten,  und  wir  wollen  sie  daher  zuerst  kurz  ableiten.  Das  dem 
Brennpunkte  zugehörige  Strahlsystem  der  Parabel  ist  ein  circulares; 
bestimmen  wir  die  Polare  des  Brennpunktes,  welche  Leitlinie  (Direc- 
trix)  der  Parabel  heis'st  und  um  ein  gleiches  Stück,  wie  der  Brenn- 
punkt von  dem  Scheitel  der  Parabel  nach  entgegengesetzter  Seite  hin 
absteht  (weil  das  der  Axe  zugehörige  Punktsystem  auch  ein  gleich- 
seitig-hyperbolisches ist),  ausserdem  in  diesem  Punkte  senkrecht  auf 
der  Axe  steht,  so  wird  die  Verbindungslinie  irgend  eines  Punktes  li 
der  Leitlinie  mit  dem  Brennpunkt  F  senkrecht  stehen  auf  der  durch 
F  gehenden  Polare  von  II]  diese  schneidet  aber  die  Parabel  in  zwei 
reellen  Punkten  F  und  P^,  weil  der  Brennpunkt  F  innerhalb  der  Pa- 
rabel liegt,  und  BP  und  EP^  sind  die  Tangenten  in  diesen  Parabel- 
punkten. Ziehen  wir  durch  P  eine  Parallele  zur  Axe,  und  schneidet 
dieselbe  die  Leitlinie  in   Q   (Fig.   57),    so  halbirt   nach    dem  Vorigen 

die  Tangente  FE  den  Winkel  FFQ; 
FQ  steht  aber  senkrecht  auf  der  Leit- 
linie £,  folglich  sind  die  beiden  Drei- 
ecke IIFQ  und  BFF,  weil  sie  alle 
Winkel  gleich  haben  und  eine  Seite 
FiF  gemeinschaftlich,  congruent;  mit- 
hin ist  FF  =  FQ;  dasselbe  gilt  vom 
Punkte  P^  und  überhaupt  von  allen 
Punkten  der  Parabel,  wenn  wir  P  auf 
der  Leitlinie  fortrücken  lassen.  Hier- 
aus ergiebt  sich  die  bekannte  Ent- 
stehungsweise der  Parabel: 

Alle  FunJde  der  Ebene,  ivelcJie  von 
einem  festen  Funkt  F  und  einer  festen 
Geraden  2  (jlmch  iveit  abstehen,  liegen 
auf  einer  Parahel,  welche  F  zum  Brennpunkt  und  S  0ur  Leitlinie  hat. 
Da  ferner  BF=BQ=  Q'E  und  FQ  senkrecht  auf  BP  steht 
und  durch  diese  Gerade  halbirt  wird  in  p,  wie  aus  der  Figur  hervor- 
geht, so  wird  bei  der  Bewegung  von  P,  weil  Q  auf  der  festen  Geraden 
ß  sich  bewegt  und  immer  Fp  =  ^FQ  ist,  der  Punkt  P  sich  auf  einer 
mit  2  parallelen  Geraden,  welche  den  Abstand  des  Brennpunktes  F 
von  2  halbirt,  fortbewegen;  diese  Gerade  ist  die  Taugente  im  Scheitel 


Fis,'.  57. 
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S  der  Parabel  nnd  p  der  Fusspunkt  eines  vom  Brennpunkte  auf  eine 
beliebige  Tangente  gefällten  Perpendikels,  also: 

Die  FiissjnmMc  der  aus  dem  Brcnnpimlt  auf  sämmtliche  Tangenten 
der  Farahel  gefällten  PerpcndiM  liegen  auf  einer  Geraden,  der  Tangente 
im  Scheitel,  oder: 

Wenn  ein  recJitcr  WinJcel  sich  so  in  der  Ebene  bewegt,  dass  sein 
Scheitel  auf  einer  festen  Geraden  fortrücM  und  der  eine  Schenlxl  durch 
einen  festen  FunU  läuft,  so  umhüllt  der  andere  Schenlcel  eine  Farabcl. 

Hieraus  ergeben  sich  einfache  Constructionen  der  Punkte  und 
1'angenten  der  Parabel,  sobald  dieselbe  durch  Breun])unkt  und  Leit- 
linie gegeben  ist,  auf  deren  Ausführung  wir  hier  nicht  eingehen  wolten. 

Da  ferner  L  QllF  =  L  FRF  und  ebenso  L  (/FF^  =  L  F'EF 
und  QBQ^  in  gerader  Linie  liegen,  so  ist  L  FBF^  ==  90^,  also  die 
Leitlinie  der  Farahel  ist  der  Ort  des  Schnittpunldes  aller  rechtiüinldigcn 
Tangentenpaare  derselben  (S.  183). 

Die  Construction  des  Tangentenpaares  aus  einem  beliebigen 
Punkte  0  an  die  Parabel  ergiebt  sich  leicht  aus  dem  Vorigen,  indem 
irgend  ein  Punkt  einer  Tangente  gleich  weit  absteht  vom  Brennpunkte, 
wie  vom  Fusspunkte  des  aus  dem  Berührungspunkte  auf  die  Leitlinie 
herabgelassenen  Perpendikels;  ein  um  0  mit  der  Entfernung  OF  ge- 
schlagener Kreis  trifft  mithin  die  Leitlinie  im  Allgemeinen  in  zwei 
Punkten  Q  und  Q^,  und  die  beiden  Perpendikel  aus  0  auf  die  Geraden 
QF  und  Q^F  sind  also  die  Tangenten  aus  0  an  die  Parabel.  Die 
mannigfachen  Folgerungen  hieraus  und  die  Eigenschaften  der  Parabel, 
welche  sich  aus  der  Gleichheit  der  in  der  Figur  auftretenden  Winkel 
ergeben,  wollen  wir  hier  gleichfalls  übergehen,  zumal  die  wesentlich- 
sten, bei  Ellipse  und  Hyperbel  ganz  gleichlautenden  dort  noch  kurz 
angeführt  werden  sollen;  es  liegt  überhaupt  nicht  in  unserer  Absicht, 
diesen  elementaren  Weg  für  die  Ableitung  der  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte  weiter  zu  verfolgen,  sondern  nur  die  Brücke  herzu- 
stellen, welche  von  den  allgemeinsten  Eigenschaften  des  Kegelschnitts 
aus  zu  diesen  besonderen  hinüberführt.*) 

Seien  F  und  F^  die  beiden  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts 
(Ellipse  oder  Hyperbel)  und  F  irgend  ein  Punkt  desselben,  so  müssen, 
wie  wir  gesehen  haben,  die  Tangente  und  Normale  in  F  die  Winkel 
zwischen  den  lladien-vectoren  nach  den  Brennpunkten  hin:  FF  und 
FF^   halbiren;    es    bleibt    aber    zweifelhaft,    welche    von    den    beiden 

*)  Die  Focaleigenschaften  der  Kegelschnitte  bilden  den  Ausgangspunkt  der 
Betrachtung  in  dem  I.  Theile  der  ÄYemer'schen  Vorlesungen:  Die  Theorie  der 
Kegelschnitte  in  elementarer  Darstellung,  bearbeitet  von  C.  F.  Geiser.  II.  Aufl. 
Leipzig  1876. 
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Halbirungslinien  Tangente  und  welche  Normale  ist.  Diese  beiden 
Halbiruugslinien  unterscheiden  sich  wegen  der  bekannten  Eigenschaft 
von  vier  harmonischen  Strahlen  dadurch  von  einander,  dass  sie  durch 
FF  und  Fl\  getrennt  werden.  Fassen  wir  denjenigen  Halbirungs- 
strahl,  welcher  zwischen  F  und  F^  hindurchgeht,  als  Tangente  auf, 
den  andern  als  Normale,  so  ist  der  Kegelschnitt  noth wendig  Hyperbel, 
weil  jede  Tangente  der  Hyperbel  die  reelle  Axe  zwischen  ihren  beiden 
Scheiteln  trifft,  mithin  a  fortiori  auch  zwischen  den  Brennpunkten;  im 
andern  Falle  ist  der  Kegelschnitt  nothwendig  Ellipse,  weil  jede  Tan- 
gente derselben  die  Axe  ausserhalb  ihrer  beiden  Scheitel  trifft,  mithin 
a  fortiori  auch  ausserhalb  der  beiden  Brennpunkte.  In  dem  einen, 
wie  im  andern  Falle  ist  der  Kegelschnitt  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt,  wie  wir  sogleich  sehen  werden;  also: 

Es  giebt  zivei  Kegelschnitte,  welche  durch  einen  gegebenen  Fimld 
gehen  und  dieselben  gegebenen  BrennpunUe  haben;  diese  beiden  Kegel- 
scJmitte  schneiden  sich  reeUwinldig  in  dem  gegebenen  Punkte,  und  der 
eine  ist  Hyperbel,  der  andere  Ellipse  (oder  beide  Parabeln,  wenn  ein 
Brennpunkt  im  Unendlichen  liegt),  woraus  war  allgemein  schliessen: 
Alle  Kegelschnitte,  ivelche  dieselben  BrennxmnUe  haben  (confocal  sind), 
i'ig.  58  a  (Eiii  ,se)  Schneiden  sich  in  denjenigen  Funkten, 

in  welchen  sie  sich  treffen,  rechtwinMig. 
Wir    wollen    nun    in    Fig.    58  a 
und   Fig.   58  b    die  beiden  Fälle   der 
^i  Ellipse   und   Hyperbel   von    einander 
trennen.      In    der    ersten    Figur    ist 
also  die  Halbirungslinie  des  Winkels 
FFF^,    welche    zwischen   FF^    hin- 
durchgeht,  die  Normale,  die  Halbi- 
_,.     ^„,  ,„      ,  „  rungslinie      des     Nebenwinkels      die 

Flg.  68  b  (Hyperbel).  " 

^  Tangente    der    Ellipse.     Fällen    wir 

-     \     /  ,  von  F  ein  Perpendikel  FQ   auf  die 

^^^j/^-"'''^  yp*  Tangente,   welches  in  jR  den  Strahl 

PJF\  trifft,  so  ist  FF  =  FR  wegen 
der  Congruenz  der  Dreiecke  FFQ 
und  FRQ\  jeder  Punkt  der  Tangente 
steht  gleich  weit  von  F  und  F  ab. 
Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt 
0  der  Tangente,  so  ist  die  andere 
durch  ihn  gehende  Tangente  voll- 
kommen bestimmt,  denn  das  dem 
Punkte    0    zugehörige    Strahlsystem 
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in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  hat  zu  seinen  Asymptoten  das  Tangenten- 
paar aus  0,  die  Axen  dieses  Strahlsystems  sind  aber  die  Halbirungs- 
linien  der  Winkel  zwischen  den  Tangenten,,  und  diese  Axen  treffen, 
Avie  wir  allgemein  eingesehen  haben,  immer  in  einem  solchen  Punkt- 
paar (oc^)  die  Kegelschnittaxe,  welches  mit  den  Brennpunkten  FF^ 
harmonisch  liegt;  folglich  sind  die  Axen  des  Strahlsystems  0  mit  den 
Strahlen  OF  und  OF^  harmonisch  gelegen,  und  da  jene  senkrecht 
auf  einander  stehen,  so  sind  es  die  Halbirungslinien  der  Winkel 
zwischen  den  Strahlen  OF  und  OF^,  also:  Die  Halbirungslinien  der 
Winkel  des  von  einem  beliebigen  Funkte  0.  an  den  Kegelschnitt  gelegten 
Tangentenpaars  "und  die  Halbirungslinien  der  Winkel  des  von  0  nach 
den  Bretznimnkten  FF^  liingelienden  Strahlenpaares  fallen  zusammen. 
Stellen  wir  also  diese  Halbirungslinien  her,  so  ist  die  andere  durch 
0  gehende  Tangente  unzweideutig  bestimmt;  sie  bildet  denselben 
Winkel  mit  OF^  wie  die  erste  mit  OF  und  liegt  natürlich  so,-  dass 
sie  wieder  F  und  F^  auf  derselben  Seite  von  sich  hat;  um  den  Be- 
rührungspunkt P^  auf  ihr  zu  ermitteln,  haben  wir  einen  solchen  Punkt 
derselben  zu  suchen,  dass  F^F  und  F^F^  gleiche  Winkel  mit  ihr 
bilden,  d.  h.  wir  fällen  aus  F^  das  Perpendikel  F^  Q^  auf  die  Tan- 
gente, verlängern  es  über  Q^  um  sich  selbst  bis  B},  ziehen  FR^  und 
suchen  den  Schnittpunkt  P^  der  letzten  Geraden  mit  der  Tangente 
auf,  so  ist  er  offenbar  der  gesuchte  Berührungspunkt.  Verändern  wir 
aber  den  willkürlichen  Punkt  0  auf  der  als  gegeben  angenommenen 
ersten  Tangente,  so  erhalten  wir  sämmtliche  Tangenten  und  sämmtliche 
Berührungspunkte  derselben  durch  diese  Construction  unzweideutig  be- 
stimmt; also  der  Kegelschnitt  ist  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  durch 
seine  beiden  Brennpiinkte  und  eine  Tangente,  was  denn  auch  a  priori  vor- 
auszusehen war,  weil  jeder  Brennpunkt  die  Stelle  von  zwei  gegebenen 
Tangenten  vertritt  und  bekanntlich  fünf  Tangenten  den  Kegelschnitt 
eindeutig  bestimmen  (S.  85);  denn  das  einem  Brennpunkte  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  zugehörige  Strahlsystem  ist  ein  circulares,  also 
bekannt,  und  die  imaginären  Asymptoten  desselben  sind  als  ein  Tan- 
gentenpaar an  den  Kegelschnitt  aufzufassen. 

Halten  wir  die  erste  als  gegeben  angenommene  Tangente  fest 
und  verändern  den  Punkt  0  auf  ihr,  so  ergeben  sich  viele  bekannte 
Eigenschaften  des  Kegelschnitts;  zunächst  weil  OF  =  OB  und  0P\ 
=  0B\  ferner  LBOF^  =  LFOB\  sind  die  Dreiecke  BOF,  und 
FOB^  congruent,  also  BF^  =  FB\  d.  h.  Aveil  BP  =  FB  und  B'P' 
^F,P'  ist  (Fig.  58a),  haben  wir: 

FF  -{-F,P  =  FF'  -f-  p;pi; 
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Avemi  wir  also  den  Punkt  0  auf  der  ersten  Taugente  verändern,  «o 
bleibt  die  Summe  der  Radien-vectoren  aller  Punkte  der  Ellipse  (P^) 
nach  den  beiden  Brenn]:iunkten  hin  constant;  diese  Summe  ist  nun, 
Avenn  der  Ellipsenpunkt  insbesondere  einer  der  Scheitel  wird,  =^  2a, 
der  grossen  Axe  der  Ellipse,  folglich  gilt  der  Satz: 

Der  Ort  aller  solclier  Fimhte  in  der  Ebene,  für  tvelclic  die  Summe 
der  Abstände  von  zivei  festen  Funkten  F  und  i^\  denselben  Wertli  hat, 
ist  eine  Ellipse,  deren  beide  BrennjmnMe  F  und  F^  sind  und  deren  grosse 
Axe  gleich  der  constanten  Summe  ist. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  diese  Eigenschaft  bei  der  Hyperbel 
(Fig.  58b)  wegen  der  Lage  der  Tangenten,  welche  sämmtlich  zwischen 
F^  und  F\  hindurchgehen.  Auch  hier  sind  in  gleicher  Weise  die 
Dreiecke  ROF,  und  FOR''  congruent,  folglich  FIl^  =  RF,,  d.  h. 
hier  PF\  —  PF  =  P'F  —  P'F^ ,  also 

pi^_pii^^  =  consi 

F>er  Ort  aller  derjenigen  Punhte  in  der  Ebene,  für  welche  die  Diffe- 
renz der  Abstände  von  zwei  festen  Punkten  F  und  F^  denselben  (absolu- 
ten) Werth  hat,  ist  eine  Hyperbel,  deren  beide  Brennpunkte  F  und  F^ 
sind,  und  deren  reelle  Axe  gleich  der  constanten  Differenz  ist.  Die  beiden 
Zweige  der  Hyperbel  unterscheiden  sich  dadurch  von  einander,  dass 
für  die  Punkte  des  einen  der  Werth  der  constanten  Differenz  entgegen- 
gesetzt ist  dem  für  die  Punkte  des  andern  Zweiges. 

Die  constante  Summe  oder  Differenz  ist  durch  die  Länge  ItF^ 
=  FR^  =  2a  gegeben;  da  Q  die  Mitte  von  RF  und  M  die  Mitte 
von  FF^,  so  ist  MQ  =  MQ^  =  a;  Q  und  Q^  sind  die  Fusspunkte  der 
aus  den  Brennpunkten  auf  die  Tangenten  herabgelassenen  Perpendikel; 
wir  erhalten  daher  den  für  Ellipse  und  Hyperbel  gleichlautenden  Satz: 

Die  Fusspunkte  der  aus  den  Brennpnmkten  auf- die  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  herabgelassenen  Perpendikel  liegen  auf  einem  Kreise,  welcher 
die  grosse  Axe  der  ElUjJse  oder  die  reelle  Axe  der  Hyperbel  zu  seinem 
Durchmesser  hat,  also  den  Kegelschnitt  in  ziveien  seiner  Scheitel  berührt 
(Fusspunktskreis). 

Bei  der  Parabel  geht  der  Fusspunktskreis  in  die  Tangente  am 
Scheitel  über.  Bei  Ellipse  und  Hyperbel  liefert  diese  Eigenschaft  des 
Fusspunktskreises  ein  bequemes  Mittel  zur  Zeichnung  dieser  Curven, 
da  sie  sich  so  aussprechen  lässt: 

Bewegt  sich  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels  auf  einem  Kreise,  und 
läuft  der  eine  Schenkel  desselben  durch  einen  festen  Punkt,  so  umhüllt 
der  andere  Schenkel   eine  Ellipse   oder  Hyperbel,  je   nacMem  der   feste 
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PunJct  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  und  dieser  PunJct  ist 
ein  Brennpunld  des  Kegelsehnitts. 

Fällen  wir  aus  jP^  ein  Perpendikel  auf  die  Tangente  in  P,  so 
liegt  sein  Fusspunkt,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  auf  demselben  Kreise, 
und  das  Rechteck  aus  diesen  beiden  Perpendikeln  ist  constant,  Aveil 
es  der  Potenz  des  einen  (oder  andern)  Brennpunktes  in  Bezug  auf 
den  Fusspunktskreis  gleich  ist;  diese  Potenz  ist  für  die  Hyperbel 
=  c^  —  a^  =  b^^  positiv,  weil  die  Brennpunkte  ausserhalb  des  Fuss- 
punktskreises  liegen,  für  die  Ellipse  c^  ■ —  a/^  =  —  b'^  negativ,  weil  die 
Brennpunkte  innerhalb  des  Fusspunktskreises  liegen;  abgesehen  von 
der  Lage  können  wir  den  Satz  so  aussprechen: 

Das  EeeJitccJc  aus  den  Abständen  der  BrennpunMe  von  einer  Tan- 
gente des  Kegelschnitts  ist  von  constantem  Inhalt  für  alle  Lagen  der 
Tangente. 

Aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  ROF^  und  TOB^  folgt  auch 
die  Gleichheit  der  Winkel  ORF,  und  OFR'  oder  OFF  und  OFP\ 
d.  h. 

Von  einem  BrennpunJct  des  Kegelschnitts  aus  gesehen,  erscheinen  die 
Stücke  auf  zivei  Tangenten  von  ihrem  Schnitt^ninJd  bis  2u  den  Berührungs- 
punkten unter  gleichem  Winkel  (oder  Nebenwinkel),  oder  anders  aus- 
gesprochen: der  Strahl  von  einem  Brennpunkt  nach  dem  Schnittpunkt 
eines  Tangentenjiaares  ist  immer  ein  Halbirungsstrahl  des  Winkels 
zwischen  den  beiden  von  demselben  Brennpunkte  nach  den  Berührungs- 
punkten hingehenden  Strahlen. 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  eine  dritte  veränderliche  Tangente  das 
feste  Tangentenpaar  durchschneiden  lassen  und  für  jeden  der  beiden 
Schnittpunkte  den  vorigen  Satz  in  Anwendung  bringen,  der  allgemei- 
nere Satz: 

Das  von  zwei  festen  Tangenten  eines  Kegelschnitts  auf  einer  ver- 
änderlichen dritten  Tangente  abgeschnittene  Stück  erscheint,  von  einem 
Brennpunkt  aus  gesehen,  immer  unter  demselben  Winkel  (oder  Neben- 
winkel). Dieser  Winkel  ist  insbesondere  gleich  demjenigen,  unter 
welchem  die  Stücke  auf  den  beiden  festen  Tangenten  vom  Schnitt- 
punkt bis  zu  den  Berührungspunkten,  aus  demselben  Brennpunkte  ge- 
sehen, erscheinen.  Denken  wir  uns  umgekehrt  die  beiden  festen  Tan- 
genten, den  Brennpunkt  und  die  Grösse  des  constanten  Winkels  ge- 
geben, so  ist  der  Kegelschnitt  vollständig  und  eindeutig  dadurch  be- 
stimmt, und  wir  können  den  vorigen  Satz  so  umkehren: 

Dreht  sich  ein  Winkel  von  unveränderlicher  Grösse  um  seinen  festen 
Scheitel  F,  und  begegnen  die  Schenkel  xx,  zwei  festen  Geraden  Sß^  resp. 
in  den  Punkten  j  und  j^,  so  hidlt  die  Verbindungslinie  jj^  einen  Kegel' 
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sclmitt  ein,  ivelcher  die  beiden  Geraden  iiS^  berührt  und  den  Pimld  F  zu 
einem  seiner  Brennpunlde  hat. 

Wir  unterlassen  es,  auf  die  mannigfachen  Beziehungen  hier  ein- 
zugehen, welche  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  au  den  Brennpunkten 
gefolgert  werden  können,  und  wollen  nur  noch  eine  allgemeine  Eigen- 
schaft des  Kegelschnitts  angeben,  welche  aus  der  Grundeigenschaft 
der  Brennpunkte  hervorgeht  und  eine  analoge  Entstehungsweise  von 
Ellipse  und  Hyperbel  liefert,  wie  wir  sie  bei  der  Parabel  durch  Brenn- 
punkt und  Leitlinie  gefunden  haben.  Construiren  wir  nämlich  auch 
hier  die  Polaren  der  beiden  Brennpunkte  und  nennen  dieselben  die  den 
Brennpunkten  zugehörigen  Leitlinien  des  Kegelschnitts,  so  stehen  dieselben, 
wenn  FF,^  die  Brennpunkte  und  M  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts 
ist,   in   denjenigen  beiden  Punkten   senkrecht  auf  der  Axe,  deren  Al)- 

stand  von  31  gleich  —   ist;    also   bei  der  Ellipse    {a>  c)  treffen   sie 

die  Axe  ausserhalb  der  beiden  Brennpunkte,  bei  der  Hyperbel  {a  <  e) 
zwischen  den  beiden  Brennpunkten.     Nehmen  wir  im  Fall  der  Ellipse 
(Fig.  59  a)  einen  beliebigen  Punkt  P  derselben  und  ziehen  eine  Parallele 
i-ig.  59  a.  zur  Axe  MF,   welche   die  dem 

Brennpunkt  F  zugehörige  Leit- 
linie 2  in  ()  treffen  möge,  so 
wird,  weil  das  dem  Brennpunkt 
F  zugehörige  Strahlsystem  ein 
circulares  ist,  der  conjugirte 
Strahl  zu  FQ  senkrecht  auf 
diesem  stehen;  er  treffe  in  Q^  die  Parallele  PQ,  dann  sind  Q  und  Q^ 
conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  die  Gerade  PQ 
trifft  den  Kegelschnitt  noch  in  einem  zweiten  Punkte  P\  welcher  offen- 
bar symmetrisch  zu  der  durch  31  gehenden  zweiten  Kegelschnittaxe 
liegt,  weil  PQ  parallel  der  ersten  läuft,  und  die  vier  Punkte  PP^QQ^ 
sind  harmonisch,  weil  Q  und  Q^  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  sind.  Die  vier  von  F  nach  PP^QQ^  gehenden  Strahlen 
sind  also  auch  harmonisch,  und  da  zwei  zugeordnete  FQ  und  FQ^ 
auf  einander  senkrecht  stehen,  so  halbiren  sie  die  Winkel  zwischen 
den  Strahlen  F'P  und  F'P^]  folglich  gilt  nach  bekannten  elementaren 
Sätzen  im  Dreieck  PFP^  die  Beziehung: 

FP  QP  P  Ol 

ypi  =  ^1  =  ^rji  für  die  Ellipse  (Fig.  59  a), 

^Q§^^  l^i  ^"^'  ^^®  Hyperbel  (Fig.  59b), 
weil  im  ersten  Fall  FQ  den  Nebenwinkel  und  FQ^  den  eigentlichen 
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Winkel  FFP^  halbirt,  im  andern  Fall  aber  umgekehrt,  wie  sich  aus 
der  Lage  der  Leitlinie  zu  den  Kegelschnittpunkten  und  Brennpunkten 

Fig.  5!*  b. 


Es  ist  aber  FF^  der  Symmetrie  wegen  gleich  F^P,  also 

.J.J— i.  =  >>^.r  für  die  Hyperbel 

PF,  -PF=2a, 
PF,  —  PF        QP'  —  PQ 


ergiebt. 

1^,  =  |Ji  für  die  Ellipse, 


und  da  FP-\-FJ'=2a,  also 
FP^F.P        OP-\-QP' 


FP  QP 

QP+  QP'  ist  gleich  dem  Ab 

stand  der  beiden  Leitlinien  =  2  — 

c 

also 

PF 


=  -  =  const.  (<  1). 


PF  PQ 

QP^  —  PQ  ist  gleich  dem  Ab- 

stand  der  beiden  Leitlinien  =  2  — , 

also 


Z|_^  =  const.  (>1). 


c 
PQ^  a 

Für  alle  Punkte  des  Kegelschnitts  ist  also  das  Verhrdtniss  ihrer 
Abstände  von  einem  Brennpunkt  und   der  zugehörigen  Leitlinie    con- 

stant  (=  ^  ),  und  zwar  für  die  Ellipse  <  1  und  für  die  Hyperbel  >  1, 

für  die  Parabel,  wie  wir  vorhin  gesehen  haben,  =  1;  wir  können 
daher  folgende  allgemein  gültige  Eigenschaft  aller  drei  Kegelschnitts- 
gattungen aussprechen: 

Der  Ort  aller  derjenigen  Punkte  in  der  Ebene,  deren  Abstände  von 
einem  festen  Punkte  und  einer  festen  Geraden  in  einem  gegebenen  unver- 
änderlichen Verhältnisse  zu  einander  stehen,  ist  ein  Kegelschnitt,  ivelcher 
den  Punkt  zu  einem  Brennpunkt  und  die  Gerade  zu  der  ihm  zugehörigen 
Leitlinie  hat;  der  Kegelschnitt  ist  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse,  je 
nachdem  der   Werth  des  gegebenen  Verhältnisses  ';>  1,  =  1  oder  <  1  ist. 

§.  37.    Das  Normalenproblem. 

Die  Aufgabe:  „Aus  einem  beliebigen  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts an  denselben  eine  Normale  zu  ziehen"  ist  nicht  mehr  vom 
zweiten,  sondern  vom   vierten   Grade,    d.   h.   geometrisch    gesprochen: 
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sie  lässt  sich  niclit  zurückführen  auf  die  Fundamentalaufgabe:  „Die 
Doppelpunkte  eines  Punktsystems  zu  finden"  sondern  nur  auf  die 
Fundamentalaufgabe:  „Die  Durchschnittspunkte  zweier  Kegelschnitte 
zu  finden".  Diese  Zurückführung  selbst  aber,  oder  die  eigentliche 
Lösung  des  Normalenproblems  ergiebt  sich  aus  unserer  Erzeugung 
des  Kegelschnitts  mittelst  projectivischer  Gebilde  in  einfachster  Weise 
und  liefert  die  eleganten  von  Chasles  gegebenen  Constructionen*), 
welche  wir  hier  einfügen, 

Ist  M  der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnitts  (Ellipse  oder  Hyperbel) 
und  P  irgend  ein  Punkt  in  der  Ebene  desselben;  ist  T  eine  veränder- 
liche Tangente  des  Kegelschnitts,  t  ihr  Berührungspunkt,  und  wird 
durch  M  eine  Parallele  zu  T  gezogen  31t,  so  sind  Mt  und  Mx  ein 
Paar  conjugirter  Durchmesser  des  Kegelschnitts,  welche  bei  der  Be- 
wegung von  T  ein  Strahlsystem  beschreiben,  also  zwei  in  sich  pro- 
jectivische  Strahlbüschel.  Fällen  Avir  aus  P  ein  Perpendikel  auf  die 
Tangente  T  oder  die  zu  ihr  Parallele  Mt,  und  schneidet  dies  Perpen- 
dikel Mt  in  X,  so  wird  bei  der  Bewegung  von  T  der  Punkt  x  einen 
Kegelschnitt  beschreiben,  denn  Fx  durchläuft  ein  Stralilbüschel,  wel- 
ches mit  dem  von  Mt  beschriebenen  gleich,  also  mit  dem  von  31 1 
beschriebenen  projectivisch  ist.  Dieser  Kegelschnitt  ist  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  W^'^ ,  die  durch  P  und  M  geht,  und  deren  Asymptoten 
den  Axen  des  Kegelschnitts  parallel  laufen;  denn  werden  insbesondere 
3It  und  3It  die  Axen  des  Kegelschnitts,  so  rückt  x  ins  Unendliche, 
und  da  also  die  unendlich-entfernten  Punkte  dieses  Kegelschnitts  i/^-^ 
in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  so  ist  derselbe 
eine  gleichseitige  Hyperbel  H^K  Dieselbe  wird  näher  noch  bestimmt 
durch  die  Tangenten  in  M  und  P;  ziehen  wir  P3£  und  den  conju- 
girten  Durchmesser  dazu,  so  ist  das  aus  P  auf  denselben  gefällte 
Perpendikel  die  Tangente  in  P;  errichten  wir  auf  3IP  ein  Perpen- 
dikel in  31  und  ziehen  den  conjugirten  Durchmesser  dazu,  so  ist  der- 
selbe die  Tangente  in  M.  Wir  kennen  also  eigentlich  G  Punkte  der 
Hyperbel  II^^\  wodurch  sie  mehr  als  bestimmt  ist. 

Die  gleichseitige  Hyperbel  iP^^  schneidet  den  ursprünglichen  Kegel- 
schnitt K^'^^  in  solchen  (vier)  Punkten,  welche  die  Lösung  der  Auf- 
gabe enthalten,  denn  ein  solcher  Schnittpunkt  x  besitzt  die  Eigen- 
schaft, dass  Fx  senkrecht  steht  auf  dem  zu  3Ix  "conjugirten  Durch- 
messer; da  aber  x  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitt  Ä'^^  selbst  liegt, 
so  steht  Fx  senkrecht  auf  der  Tangente  in  x,  ist  also  eine  Normale 
aus  P  an  den  Kegelschnitt  Ä^^^\     Die  Aufgabe,  die  gemeinschaftlichen 

*)  Chasles,  traite  des  sectious  coniques,  n".  219. 
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Punkte  zweier  Kegelschnitte  zu  finden,  ist  ein  besonderes  Problem, 
welches  im  Allgemeinen  vier  Lösungen  hat,  die  indessen  paarweise 
imaginär  sein  oder  zusammenfallen  können  (vergl.  §.  54).  Die  Dis- 
cussion  der  besonderen  Lage  der  Kegelschnitte  K^'^'^  und  W^''  zu  einander 
wird  über  die  Realität  der  Lösungen  des  Normalenproblems  entscheiden. 
Die  vorige  Lösung  bedarf  einer  geringen  Modification  für  den 
Fall,  dass  der  gegebene  Kegelschnitt  K'^'^^  eine  Parabel  ist.  Sei 
wiederum  T  eine  beliebige  Tangente  der  Parabel  und  t  ihr  Be- 
rührungspunkt; ziehen  wir  durch  den  gegebenen  Punkt  P  eine  Par- 
allele zur  Leitlinie  der  Parabel,  welche  die  Tangente  T  in  s  schneide 
und  betrachten  das  Dreieck  Tts,  so  wird  dessen  Höhenpunkt  x  erhalten, 
indem  wir  aus  P  auf  T  und  aus  t  auf  die  Leitlinie  der  Parabel  je  ein 
Perpendikel  fällen  und  den  Schnittpunkt  x  der  beiden  Perpendikel  be- 
stimmen. Wir  wollen  nun  den  Ort  des  Punktes  x  bei  der  Bewegung 
der  Tangente  T  ermitteln:  Die  Tangente  T  schneidet  die  unendlich- 
entfernte Gerade  6r.^ ,  welche  selbst  Tangente  der  Parabel  ist,  längs 
einer  Punktreihe,  die  projectivisch  sein  muss  mit  dem  Parallelstrahlen- 
Büschel,  welches  die  durch  den  veränderlichen  Berührungspunkt  t  zu 
der  Parabblaxe  gezogenen  Parallelen  bilden,  die  sämmtlich  durch  den 
unendlich- entfernten  Punkt  t^  der  Parabel  gehen  (S.  105);  dieselbe  Punkt- 
reihe auf  G^  ist  aber  auch  projectivisch  mit  dem  von  Px  beschriebenen 
Strahlbüschel,  weil  Fx  auf  T  allemal  senkrecht  steht.  Folglich  ist  x 
der  Schnittpunkt  entsprechender  Strahlen  zweier  projectivischer  Strahl- 
büschel (P)  und  {t^),  also  Punkt  einer  Hyperbel,  die  durch  den  un- 
endlich-entfernten Punkt  der  gegebenen  Parabel  geht.  Es  ist  leicht, 
die  Tangenten  dieser  Hyperbel  in  den  Punkten  P  und  t^  zu  bestimmen, 
nämlich  die  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  Ft^  in  beiderlei  Sinn 
entsprechenden  Strahlen;  wird  T  insbesondere  die  Scheiteltangente 
der  Parabel,  so  ist  das  Perpendikel  auf  dieselbe  Pt^,  folglich  die 
Parabelaxe  selbst  eine  Asymptote  der  Hyperbel,  die  Tangente  in  t^. 
Trifft  ferner  Ft^  die  Parabel  in  ^q,  und  ist  T^  die  Tangente  der  Pa- 
rabel in  ^p,  so  wird  das  Perpendikel  aus  P  auf  T,,  die  Tangente  der 
Hyperbel  im  Punkte  P  sein.  Die  sämmtlichen  Perpendikel  aus  P  auf 
die  Tangenten  T  der  gegebenen  Parabel  können  auch  aufgefasst  werden 
als  die  Verbindungsstrahlen  von  P  mit  einer  Punktreihe  auf  G^,  die 
aus  den  Punkten  gebildet  wird,  welche  conjugirt  sind  den  Schnitt- 
punkten (T,  G^)  in  dem  unendlich-entfernten  Punktsystem^  dessen 
Asymptotenpunkte  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  im  Unendlichen 
sind  (S.  78);  wenn  daher  Pdie  unendlich-entfernte  Tangente  T^  oder  G^ 
wird,  so  wird  dieser  Schnittpunkt  der  Berührungspunkt  t^ ,  und  der 
eonjugirte  Punkt  zu   ihm  ist  daher  der  unendlich-entfernte  Punkt  der 
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Leitlinie;  die  Verbindungslinie  tt^  wird  in  diesem  Falle  die  Tangente 
T^  oder  G^ ;  der  Schnittpunkt  x  wird  also  der  unendlich-entfernte 
Punkt  der  Leitlinie.  Ziehen  wir  daher  durch  P  eine  Parallele  zur 
Leitlinie  der  Parabel,  so  geht  diese  nach  dem  zweiten  unendlich-ent- 
fernten Punkt  der  Hyperbel,  woraus  folgt,  dass  dieselbe  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  sein  muss.  Diese  gleichseitige  Hyperbel  ist  nun  voll- 
ständig bestimmt  durch  eine  Asymptote  (die  Parabelaxe)  und  eine 
Tangente  mit  ihrem  Berührungspunkt  Pund  kann  leicht  construirt  werden. 

Das  vorhin  betrachtete  Dreieck  Pts,  für  welches  der  Ort  des 
Höhenpunktes  x  diese  gleichseitige  Hyperbel  H^^^  ist,  wird  bei  seiner 
Veränderung  ein  in  t  rechtwinkliges  werden,  sobald  die  Ecke  t  mit 
dem  Höhenpunkt  x  zusammenfällt.  Diejenigen  Punkte,  in  welchen 
die  ermittelte  gleichseitige  Hyperbel  JY^^^  die  gegebene  Parabel  P^^^ 
schneidet,  sind  daher  die  Fusspunkte  der  aus  P  an  die  Parabel  ge- 
zogenen Normalen,  und  da  H'-^'^  und  P^^^  den  unendlich-entfernten  Punkt 
t^  gemeinschaftlich  haben,  so  trefiFen  sie  sich  im  Allgemeinen  nur  noch 
in  drei  andern  Punkten,  von  denen  zwei  imaginär  sein  können;  es  giebt 
daher  höchstens  3  Normalen  aus  einem  Punkte  an  eine  Parabel. 

Das  vorgelegte  Problem  lässt  noch  eine  zweite  Lösung  zu,  die 
auf  folgender  Betrachtung  beruht: 

Dreht  man  um  den  gegebenen  Punkt  P  einen  veränderlichen 
Strahl  l  und  bestimmt  dessen  Pol  p  in  Bezug  auf  den  gegebenen 
Kegelschnitt  K^''^^  so  beschreibt  j)  bei  dieser  Bewegung  eine  gerade 
Punktreihe  auf  dem  Träger  2,  der  Polare  des  Punktes  p  in  Bezug  auf 
K^'^K  Die  Punktreihe  (p)  und  das  Strahlbüschel  (l)  sind  projectivisch, 
wie  wir  wissen  (S.  145).  Fällt  man  aus  dem  jedesmaligen^  ein  Perpendikel 
auf  den  entsprechenden  Strahl  l,  so  wird  dasselbe  eine  Parabel  ^^^^^ 
umhüllen.  Denken  wir  uns  nämlich  das  Strahlbüschel  (l)  um  90" 
gedreht,  so  fixirt  es  auf  G^  eine  Punktreihe,  nach  welcher  jene  aus 
den  Punkten  ^9  auf  l  herabgelassenen  Perpendikel  hinlaufen;  da  diese 
Punktreihe  mit  dem  Strahlbüschel  (Z),  also  auch  mit  der  Punktreihe 
Q))  projectivisch  ist,  so  haben  wir  auf  den  Trägern  £  und  G^  zwei 
projectivische  Punktreihen,  deren  Erzeugniss  ein  Kegelschnitt  und  zwar 
in  diesem  Fall  eine  Parabel  ist,  weil  der  eine  Träger  G^  Tangente  des- 
selben ist.  Diese  Parabel  wird  näher  bestimmt  dadurch,  dass  ersicht- 
licher Weise  die  Axen  des  Kegelschnitts  Iß^^  Tangenten  der  Parabel 
^^^^  sind,  weil  sie  entsprechende  Punkte  der  beiden  erzeugenden 
Punktreihen  verbinden;  anderseits  sind  auch  die  Axen  des  Strahlsystems, 
welches  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  /£^^^  zugehört, 
Tangenten  der  Parabel,  und  da  sowohl  das  erste  als  auch  das  zweite 
Tangentenpaar  rechtwinklige  Strahlenpaare   sind,   so   sind  P  und   der 
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Mittelpunkt  31  des  Kegelschnitts  A'^^^  Punkte  der  Leitlinie,  PM  also  ist 
die  Leitlinie  der  Parabel  ^^^\  Fällt  man  aus  Pdas  Perpendikel  auf  die 
Polare  2  und  bestimmt  den  Pol  desselben,  welche  auf  2  liegt,  so  erhält 
man  denjenigen  Punkt  t,  in  welchem  die  Gerade  S  die  Parabel  ^^^^ 
berührt.  Jetzt  ist  es  leicht,  den  Brennpunkt  der  Parabel  zu  finden: 
man  fälle  aus  t  auf  die  bekannte  Leitlinie  der  Parabel  PM  ein  Per- 
pendikel, vom  Fusspunkt  desselben  wiederum  ein  Perpendikel  auf  die 
Tangente  £  und  verlängere  letzteres  um  sich  selbst  bis  F,  dann  ist 
P'  der  Brennpunkt  der  Parabel  "^^^^  und  diese  mithin  durch  Leitlinie 
und  Brennpunkt  völlig  bestimmt. 

Ist  insbesondere  eine  Tangente  der  so  construirten  Parabel  ^^-^  zu- 
gleich eine  Tangente  des  Kegelschnitts  K'-'^\  so  kommt  ihr  die  Eigen- 
schaft zu,  dass  das  aus  P  auf  sie  herabgelassene  Perpendikel  die 
Polare  eines  ihrer  Punkte  ist,  also  nothwendig  durch  den  Berührungs- 
punkt geht;  ein  solches  Perpendikel  ist  daher  eine  Normale  des 
Kegelschnitts  K^^\  die  durch  P  geht.  Es  giebt  also  so  viel  Normalen 
aus  P  an  den  Kegelschnitt  A'^',  als  die  beiden  Kegelschnitte  K^'^^  und 
^(^>  gemeinschaftliche  Tangenten  haben  d.  h.  im  Allgemeinen  vier 
(§.  54).  Die  Berührungspunkte  dieser  gemeinschaftlichen  Tangenten 
mit  dem  Kegelschnitt  Js?^^  sind  die  Fusspunkte  der  von  P  auf  den 
gegebenen  Kegelschnitt  K^^^  herabzulassenden  Normalen. 

Ist   der  gegebene  Kegelschnitt  K^^'>    selbst  eine  Parabel,   so   fällt 
eine  von  den  vier  Lösungen  des  allgemeinen  Falls  fort,   da  zwei  Pa-- 
rabeln    die    unendlich-entfernte   Gerade   G^    bereits    zu   einer  gemein- 
schaftlichen Tangente,  mithin  nur  noch  drei  andere  haben.    Es  gehen 
daher  durch  einen  Punkt  P  nur  drei  Normalen  einer  Parabel. 

Zwischen  den  beiden  im  Vorigen  enthaltenen  Lösungen  des  Nor- 
malenproblems durch  die  gleichseitige  Hyperbel  H^^^  und  die  Parabel 
'^^-^  besteht  ein  naher  Zusammenhang,  der  aus  folgender  Bemerkung 
hervorgeht : 

Sind  Mt  und  Mr  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  des  Kegel- 
schnitts K^'^^,  und  fällen  wir  aus  P  ein  Perpendikel  auf  Mr,  welches 
Mt  in  X  trifft,  so  ist  der  Ort  von  x  die  gleichseitige  Hyperbel  H^'^K 
Construiren  wir  jetzt  die  Polare  X  von  x  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt K^^\  indem  wir  die  Pole  von  Px  und  Mx  ermitteln:  der  Pol 
von  Mx  oder  3It  ist  der  unendlich-entfernte  Punkt  der  Geraden  ilfr, 
also  ist  die  Polare  von  x  parallel  zu  ILr  oder  senkrecht  zu  Px]  der  Pol 
von  Px  liegt  auf  der  Polare  von  P;  die  Polare  von  x  ist  also  das- 
jenige Perpendikel  X,  welches  aus  dem  Pol  von  Px  oder  (l)  auf 
diesen  Strahl  Px  gefällt  werden  kann;  dies  Perpendikel  ist  nichts 
anderes,  als    eine  Tangente  der  oben  betrachteten  Parabel  ^^-);   wäh- 
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rend  der  Punkt  x  die  gleichseitige  Hyperbel  i/^^'  durchläuft,  wird 
seine  Polare  X  die  Parabel  ^^^^^   umhüllen,  d.  h.: 

Die  gleichseitige  Hyperbel  i?^^)  und  die  Farahel  "^^^^  sind  Folar- 
figuren  von  einander  in  Bezitg  auf  den  gegebenen  Kegelschnitt  K^'. 

Hieraus  tritt  nun  der  ganze  Zusammenhang  beider  Lösungen  noch 
deutlicher  ans  Licht.  Da  die  gleichseitige  Hyperbel  H^^  durch  den 
Mittelpunkt  der  Basis  iC(^>  geht,  so  muss  ihre  Polarfigur  ^^^^^  die 
unendlich-entfernte  Gerade  zur  Tangente  haben,  also  Parabel  sein. 
Die  Polaren  der  Schnittpunkte  von  if^^'  und  K'^'^  sind  die  Tangenten 
in  diesen  Punkten  von  Jl'^^  und  daher  gemeinschaftliche  Tangenten 
von  ^(2)   und  Ä'i-'). 

§.  38.    Der  Krümmungshalbmesser. 

Obwohl  die  Bestimmung  des  Krümmungshalbmessers  eigentlich 
nicht  in  das  Gebiet  von  Untersuchungen  descriptiver  Natur,  mit  denen 
wir  es  vorzugsweise  zu  thun  haben,  gehört,  so  glauben  wir  doch  eine 
von  Steiner  angegebene  Construction  des  Krümmungshalbmessers  für 
den  Kegelschnitt  nicht  unterdrücken  zu  dürfen,  weil  dieselbe  zu  den 
einfachsten  und  elegantesten  gehört  und  wesentlich  auf  der  Ent- 
stehung des  Kegelschnitts  durch  projectivische  Gebilde,  insbesondere 
auf  der  Erzeugung  der  Parabel  durch  projectivisch-ähnliche  Punkt- 
reihen beruht. 

Unter  Krümmungshalbmesser  versteht  man  bekanntlich  diejenige 
Strecke  auf  der  Normale  einer  Curve,  welche  von  ihrem  Fusspunkte 
bis  zu  dem  Schnittpunkte  der  unendlich -nahen  Normale  reicht,  und 
die  Grenzlage  des  Schnittpunkts  zweier  unendlich  -  naher  Normalen 
heisst  der  Krümmungsmittelpunkt;  der  um  ihn  mit  dem  Krümmungs- 
halbmesser als  Radius  beschriebene  Kreis  der  Krümmungskreis;  er  ist 
unter  allen  Kreisen,  welche  in  dem  Punkte  der  Curve  dieselbe  Tangentt; 
haben,  derjenige,  welcher  sich  ihr  am  nächsten  anschliesst,  sie  in 
diesem  Punkte  zugleich  berührt  und  schneidet  d.  h.  durch  drei  unend- 
lich-nahe Punkte  der  Curve  geht.  Der  reciproke  Werth  des  Krümmungs- 
halbmessers heisst  die  Krümmung  der  Curve  und  dient  als  Maass  für 
dieselbe. 

Für  den  Kegelschnitt  sind  aus  dieser  allgemeinen  Definition  ver- 
schiedene Constructionen  des  Krümmungshalbmessers  abgeleitet  worden; 
diejenige,  welche  hier  mitgetheilt  werden  soll,  gilt  für  Ellipse  und 
Hyperbel  in  gleicher  Weise  und  modificirt  sich  nur  wenig  für  den 
Fall  der  Parabel; .  wir  fassen  zunächst  den  ersten  Fall  auf:  Nach 
S.  172  (1)  trifft  die  Normale  eines  Punktes  Ä  der  Ellipse  die  beideii 
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Äxen  in  zwei   soleben  Punkten  5(  und   33,    dass   das   Verliältniss    der 

Abschnitte  -r^  =  —  constant  ist  und  die  beiden  Schnittpunkte  ?I  und 
AiO        a- 

S3    auf    derselben  Seite    von   Ä   liegen;    bei    der  Hyperbel    liegen  die 

beiden  Schnittpunkte  auf  entgegengesetzten  Seiten  vom  Hyperbelpunkte, 

3t  ^        b'^     ■ 
und  das  Verhältniss  der  Abschnitte  -j^  =  -ir   ist     ebenfalls    constant 

(S.  177, 1^).  Diese  Eigenschaft  der  Normale  zeigt  unmittelbar  in  dem  einen, 
wie  in  dem  andern  Fall,  dass,  wenn  wir  in  zwei  beliebigen  Punkten  A 
und  Ä^  die  Normalen  construiren,  welche  die  Axen  des  Kegelschnitts 

in  3(33  und  51^23^  treffen,  allemal  -r^  =  Z^W'  ^^^^  muss,  dass  also 
die  beiden  Normalen  durch  die  Sehne  ÄÄ^  und  die  Kegelschnittaxen 
projectivisch-ähnlich  geschnitten  werden,  und  hieraus  folgt  (Seite  112): 

Die  Normalen  in  ,zivel  heliebiyen  Punkten  eines  KegelschniUs ,  die 
Sehne  derselben  und  die  leiden  Axen  sind  allemal  fünf  Tangenten  einer 
Parabel. 

Dies  ist  eine  Eigenschaft  'der  Parabel,  welche  schon  durch  vier 
Tangenten  vollständig  bestimmt  wird;  die  unendlich-entfernte  Gerade 
nämlich,  welche  Tangente  jeder  Parabel  ist,  darf  als  fünfte  ein  für 
allemal  gegebene  Tangente  angesehen  werden,  und  fünf  Tangenten  be- 
stimmen den  Kegelschnitt.  Wenn  wir  nun  den  einen  Kegelschnitt- 
punkt A  festhalten  und  den  andern  allmählich  in  den  ersten  hinein- 
rücken, "so  wird  die  Sehne  AA^  in  die  Tangente  für  A  übergehn,  und 
die  beiden  zusammenfallenden  Normalen  werden  zu  ihrem  Schnittpunkt 
den  Berührungspunkt  mit  derjenigen  Parabel  erhalten,  welche  Tan- 
gente und  Normale,  sowie  die  beiden  Kegelschnittaxen  berührt;  hier- 
aus ergiebt  sich  also  der  Satz: 

Hat  man  in  einem  Punkte  des  Kegelschnitts  Tangente  und  Normale 
construirtj  so  giebt  es  eine  bestimmte  Parabel,  welche  dieselben  iind  die 
beiden  Kegelsehnittaxen  berührt;  der  Berührungspunkt  mit  der  Normale 
ist  der  Krümmungsmittelpunkt  für  den  angenommenen  Punkt  des  Kegel- 
schnitts. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  sehr  einfache  Construction  des  Krüm- 
mungsmittelpunktes, denn  Tangente  und  Normale  in  A  sind  ein 
Paar  rechtwinkliger  Tangeuten  dieser  Parabel,  und  die  beiden  Kegel- 
schnittaxen, welche  sich  im  Mittelpunkte  31  schneiden,  sind  ebenfalls 
ein  Paar  rechtwinkliger  Tangenten,  folglich  ist  MA  die  Leitlinie  der 
Parabel  und  ihr  Pol  in  Bezug  auf  die  Parabel  der  Brennpunkt  derselben; 
da  aber  MA  eine  Diagonale  des  von  den  vier  Tangenten  der  Parabel 
gebildeten  Vierseits  ist,  so  ist  ihr  Pol  bekanntlich  (S.  147)  der  Schnitt- 
punkt der  beiden  andern  Diagonalen,  d.  h.  (91^^,   9(^23);  bezeichnen 
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Fig.  GO 


wir  diesen  Sclmittpunkt  mit  F,  so  ist  jetzt  der  Kxümmungsmittel- 
punkt  leicht  zu  finden,  da  die  Polare  von  A  durch  F  geht  und  senk- 
recht auf  AF  stehen  muss,  zugleich  aber  die  Normale  des  Kegel- 
schnitts in  dem  gesuchten  Krümmungsmittelpunkte  (dem  Berührungs- 
punkte der  Parabel)  trifft;  wir  haben  hiernach  folgende  Construction : 
Treffen  Tangente  und  Normale  eines  FimMes  A  des  Kegelschnitts 
die  eine  Axe  desselben  in  %  und  %^,  die  andere  in  23  und  W,  vcrhindd 
man  sodann  den  Schnittpunlt: 

(3t23S  'äm)^F 
mit  A  und  errichtet  in  F  eine  Senkrechte  auf  dieser    Verhindimgslinie, 
so    trifft   dieselbe   die   Normale   des   Kegelschnitts    in   dem   Krümmungs- 
mittelpunJcte'^). 

Die  in "i^  auf  i^J.  errichtete  Senk- 
rechte (Fig.  60)  trifft  J.  2t  93  in  X  und 
A^^W  in  K'-  liegen  2t ^  auf  der- 
selben Seite  von  A,  so  ist  der  Kegel- 
schnitt Ellipse  und  K  der  Krümmungs- 
mittelpunkt  derselben  auf  der  in  A  er- 
richteten Normalen  ^  2t  23.  Liegen  da- 
gegen die  beiden  Schnittpunkte  der 
Normale  mit  den  Kegels chnittaxen  auf 
entgegengesetzten  Seiten  von  A,  wie 
hier  2t^  und  23^,  so  ist  der  Kegel- 
schnitt Hyperbel  und  K^  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt derselben.  Zugleich 
folgt  hieraus  ein  einfacher  Ausdruck 
für  den  Werth  des  Krümmungshalb- 
messers; die  vier  Punkte  2t 23 2t^  23^  liegen  nämlich  so,  dass  jeder  der 
Höhenpunkt  des  von  den  drei  andern  bestimmten  Dreiecks  ist,  und 
die  drei  Punkt(i  AMF  sind  die  Fusspunkte  der  Höhen  oder  die  drei 
Diagonalpunkte  jenes  vollständigen  Vierecks;  aus  der  Gleichheit  der 
Winkel  folgt  daher  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  vli*'2t  und  A'^M, 
mithin 

Ä^  _  AM 
AF~~  A^ 


oder     A%.A^  =  AM.AF. 


Nun    ist,    wenn    wir    den  Halbmesser  MA  =  A   setzen    und  die 
Länge  des  conjugirten  Halbmessers  mit  B  bezeichnen:  (S.  173) 

^2t  .  ^23  =  B' , 
also .' 


*")  Eiue  andere  Construction  des  Krmnmnngskreises  siehe  §.  48,  Ende. 
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FÄ  =  ^   . 

A 

Da  aber  FK  senkrecht  auf  FÄ  steht  und  der  Winkel  AKF  gleich 
ist  dem  Winkel  zwischen  den  beiden  conjugirten  Halbmessern  Ä  und 
B,  welchen  wir  mit  q)  bezeichnen  wollen,  so  folgt  der  Krümmungs- 
lialbmesser  r  im  Punkte  Ä: 

r  .sm(p  =  ^  . 

Benutzen  wir  die  Relation  I.  auf  Seite  1G9  für  die  conjugirten  Durch- 
messer AB  .  sin  q)  =  ah,  so  können  wir  den  Krümmungshalbmesser 
auch  so  ausdrücken: 

_   B^ 

und  hieraus  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

JDie  Krümmung shalhnesser  für  zwei  solche  Funlde  der  Ellipse,  ivelclie 
FndpimJcte  mveier  conjugirter  Durchmesser  sind,  verhcdten  sich  umgehehrt 
ivie  die  Cidfcn  der  diesen  FunMen  zugehörigen  Durchmesser. 

Die  Werthe   für  die  Krümmungshalbmesser  in   den  Scheiteln  der 

Ellipse  sind,  da  ^  ==  90*^  wird,  —  und  -j-  . 

Die  Benutzung  der  zweiten  Relation  für  .die  conjugirten  Durch- 
messer der  Ellipse  A^  -\-  B'^  =^  a^  -\-  W  (S.  169)  führt  zu  einer  bemerkens- 
werthen  Eigenschaft  des  Krümmungshalbmessers.  Der  Winkel  (p  ist 
derjenige,  welchen  der  Halbmesser  MA  mit  der  Tangente  in  A  bildet; 
dieser  Halbmesser  bildet  mit  der  Normale  die  Winkel  90"  —  (p  und 
90^*  -\-  (p  und  zwar  ersteren  mit  dem  Theil  der  Normale,  welcher  den 
Krümmungsmittelpunkt  enthält,  und  letzteren  mit  dem  nach  aussen 
verlängerten  Theil  der  Normale;  nun  ist: 

Ä'  -\-  A.  r  sin  cp  =  er  +  U' =  Ä' —  2A  •  "^  -  cos  (90'^  +  (p) ; 

denken  wir  uns  mithin  auf  das  nach  aussen  verlängerte  Stück  der 
Normale  eine  Strecke  A^  =  ~  aufgetragen,  so  ist: 

ilf^-  ^  MA^  +  Aii'  ~  2MA  .A^.cos  (90'^  +  cp) ,     also 


4 


r- 


Mfi-  =  er  +  J/'  +  - 


Nach  S.  179  haben  wir  Ya^  -f-  &-   gleich    dem    Radius    desjenigen 

Kreises,  welcher  der  Ort  der  Scheitel  aller  der  Ellipse  umschriebenen 

rechten  Winkel    ist;    es   muss   daher  derjenige  Kreis,    welcher  um   jw, 

14* 
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mit  dem  halben  Krümnmngslialbmesser  als  Radius  beschrieben  wird, 
jenen  Ortskreis  um  3f  rechtwinklig  schneiden,  weil  die  Summe  der 
Quadrate  ihrer  Radien  gleich  dem  Quadrate  des  Abstandes  ihrer  Mittel- 
punkte ist;  wir  erhalten  hiernach  folgende  Eigenschaft  des  Krüm- 
mungshalbmessers : 

Wenn  man  von  den  Krümmungsradien  eines  gegebenen  Kegelschnitts 
jeden  nach  entgegengesetzter  Seite  hin  um  sich  selbst  verlängert  und  ühe^- 
den  Verlängerungen,  als  Durchmesser,  Kreise  beschreibt,  so  schneiden  alle 
diese  Kreise  jenen  Ortslireis  rechttvinldig ,  welclier  die  Scheitel  sämmtlicher 
dem  Kegelschnitt  umschriebenen  rechten   WinJcel  entJiält*). 

Dass  diese  für  die  Ellipse  nachgewiesene  Eigenschaft  in  ganz 
gleicher  Weise  bei  der  Hyperbel  stattfindet,  braucht  nicht  erläutert 
zu  werden;   den  Fall  der  Parabel  behandeln  wir  nachträglich. 

Bezeichnen  wir  den  Ortskreis  der  Scheitel  aller  dem  Kegelschnitt 
umschriebenen  rechten  Winkel  mit  K^\  so  kommt  es  hiernach,  um 
den  Krümmungsradius  für  einen  gegebenen  Punkt  Ä  des  Kegelschnitts 
zu  finden,  nur  darauf  an,  einen  Kreis  zu  construiren,  welcher  den 
Kegelschnitt  in  Ä  berührt  und  den  Ortskreis  K^'>  rechtwinklig  schneidet; 
der  Durchmesser  eines  solchen  Kreises  wird  gleich  dem  Krümmungs- 
halbmesser für  den  Punkt  Ä  sein,  und  wenn  man  den  Durchmesser 
dieses  Kreises  über  Ä  hinaus  um  sich  selbst  verlängert,  so  erhält 
man  den  Krümmungshalbmesser  seiner  Grösse  und  Lage  nach.  Diese 
Aufgabe  ist  aber  ganz  elementar;  bezeichnen  wir  mit  B  den  Radius 
des  Ortskreises  K^\  so  ist  nach  dem  Obigen: 

fällen  wir  aus  ^  ein  Perpendikel  auf  31 Ä,  dessen  Fusspunkt  fi^  sei 
so  ist  .auch: 

{^'Mf  -  (^'Äyr=B\     also 
-      (^'M-\-B)  {^i'M—B)=:i^'Af, 

also  ^^  die  Mitte  zwischen  dem  Punkte  Ä  und  dem  Fusspunkt  seiner 
Polare  in  Bezug  auf  den  Kreis  J^'^^;  die  Polare  selbst  steht  senkrecht 
auf  M^  und  doppelt  so  weit  von  Ä  ab,  wie  /x-^,  trifft  also  A^  in 
einem  Punkte  B,  für  welchen  AB  =  2A^,  d.  h.  der  Krümmungs- 
halbmesser ist.  Mithin  erhalten  wir  folgende  Construction  für  den 
Krümmungshalbmesser: 

In  dem  PunJcte  A  des  Kegelschnitts  errichte  man  die  Normale,  con- 
struire  die  Bolare  von  A  in  Bezug  auf  den  Ortslireis  K'^^;  sie  treffe  die 


*)   Steiner:    „Ueber    eine  Eigenschaft    der  Krümmungshalbmesser    der  Kegel- 
schnittt;'', Crelle's  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik  Rd.  XXX  8.271. 
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Fig.  61. 


Normale  in  B,  dann  ist  AB  gleich  der  Länge  des  Krüimnungshalb- 
messers,  und  die  nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin  abgetragene  Strecke 
AK=  AB  hat  m  ihrem  EndjmnJct  den  Krümmungsmittelpunkt. 

Wii'  übergehen  die  geringe  Modification ,  welche  eintritt,  Avenn 
für  den  Fall  der  Hyperbel  der  Ortskreis  K^-^  imaginär  ist  (wo  man 
sieh  dann  des  Ortskreises  der  eonjugirten  Hyperbel  zu  bedienen  und 
einen  Kreis  zu  suchen  hat,  welcher  von  diesem  im  Durchmesser  ge- 
schnitten wird),  und  wollen  nur  noch  für  die  Parabel  die  entsprechende 
Construction  des  Krümmungshalbmessers  ableiten.  Hier  lässt  uns  die 
Eigenschaft  der  Normale,  dass  das  Yerhältniss  ihrer  Abschnitte  durch 
die  Axen  constant  bleibt,  im  Stich,  weil  eine  der  Axen  im  Unend- 
lichen liegt.  An  die  Stelle  tritt  aber  eine  andere  Eigenschaft  der 
Normale  einer  Parabel,  welche  unmittelbar  aus  der  Entstehung  der- 
selben durch  Brennpunkt  und  Leitlinie  hervorgeht. 

Sei  P  ein  beliebiger  Punkt 
der  Parabel  (Fig.  61),  deren 
Brennpunkt  F  und  Leitlinie  2 
ist,  sei  Q  der  Fusspunkt  des 
aus  P  auf  die  Leitlinie  gefällten 
Perpendikels,  also : 

BQ  =  PF, 

so    halbirt    die    Tangente    in   P 

die    Strecke   FQ   und    steht    auf   ^_ 

ihr  senkrecht;    folglich  wird  die 


Normale  in  P  parallel  FQ  sein; 
trifft  daher  diese  Normale  die 
Parabelaxe  in  r,  so  muss  Fr  =  QP, 
oder  wenn  wir  aus  P  das  Per- 
pendikel   Bp    auf    die    Axe    der 

l^irabel  fällen  und  mit  0  den  Punkt  der  Leitlinie  bezeichnen,  in 
welchem  die  Axe  sie  trifft,  Oj)  =  Fr\  hieraus  folgt,  wenn  wir  das 
Stück  pF  auf  beiden  Seiten  hinzufügen,  OF  ==  pr  =  const.,  d.  h. 

Bas  aus  einem  Bunkte  der  Barabel  auf  die  Axe  gefällte  Berpen- 
dikel  und  die  Normcde  dieses  Barabel^rnnktes  sclineiden  auf  der  Axe 
eine  Strecke  von  constanter  Länge  aus,  ivelche  gleich  dem  Abstände  des 
Bre^inpunktes  von  der  Leitlinie  ist. 

Construiren  wir  für  einen  zweiten  Punkt  B^  der  Parabel  die  Nor- 
male B^r^  und  das  Perpendikel  auf  die  Axe  B^p^,  so  ist  also  j;r  ==|9V\ 
oder  pp^  ==  >v^;  trifft  nun  die  Parabelsehne  BB^  die  Axe  in  S  und 
wir   denken    uns  um  das  Dreieck  BSr  einen  Kreis  beschrieben,    be- 
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stimmen  den  dem  Punkte  P  diametral  gegenüberliegenden  Punkt  B 
dieses  Kreises,  so  wird  das  aus  B  auf  die  Axe  gefällte  Perpendikel 
dieselbe  in  s  treffen,  so  dass  S})  =  sr  ist;  der  dem  P  diametral 
gegenüberliegende  Punkt  B  wird  aber  erhalten,  indem  wir  in  S  auf 
SP  und  in  r  auf  rP  Perpendikel  errichten,  die  sich  in  B  schneideji, 
und  das  aus  B  auf  die  Axe  gefällte  Perpendikel  trifft  dieselbe  in  dem- 
jenigen Punkte  s,  für  welchen  sr  =  Sp  der  Grösse  und  Lage  nach 
wird.  Hieraus  schliessen  wir  umgekehrt,  dass,  wenn  Avir  denjenigen 
Punkt  6'  auf  der  Axe  bestimmen,  für  welchen  der  Grösse  und  Lage 
nach  sr  =  Sp  ist,  sodann  in  s  auf  der  Axe  und  in  S  auf  SP  ein 
Perpendikel  errichten,  der  Schnittpunkt  B  derselben  auch  in  dem- 
jenigen Perpendikel  liegen  muss,  Avelches  in  r  auf  rP  errichtet  Avird. 
Da  nun  p])^  =  rr^,  also  S^)^  =  sr^,  so  folgt  aus  dem  Vorigen,  dass 
auch  das  in  r^  auf  r^P^  errichtete  Perpendikel  durch  denselben  Punkt 
B  gehen  muss.  Es  finden  sich  also  die  vier  Scheitel  von  rechten 
Winkeln  Ssrr^  in  einer  Geraden,  und  von  den  Schenkelpaaren  läuft 
je  einer  durch  den  festen  Punkt  jB;  die  vier  andern  umhüllen  daher 
eine  Parabel  (S.  197),  welche  B  zum  Brennpunkte  und  die  Gerade  Ss 
zur  Tangente  im  Scheitel  s  hat;    wir  haben  demnach  folgenden  Satz: 

Die  Normalen  in  zivei  heliehigcn  Punhten  einer  Parabel,  die  Parahel- 
sehne  zivisclien  denselben  und  die  Parahelaxc  sind  vier  Tangenten  einer 
bestimmten  neuen  Parabel,  welclte  die  Axe  der  ersten  mr  ScJieiteltangenlc, 
ihren  unendlich-entfei'nten  Punkt  also  in  einer  rechtwinldigen  IlicJdiing  zu 
derjenigen  hat,  in  weleJicr  der  unendlich- entfernte  Punkt  der  gegebenen 
Parabel  liegt. 

Dieser  Satz  entspricht  vollständig  dem  oben  für  Ellipse  und  Hy- 
perbel aufgestellten;  aus  ihm  geht  die  Construction  des  Krümmungs- 
halbmessers für  jeden  Punkt  der  Parabel  hervor,  wenn  wir  die  beiden 
Normalen  einander  unendlich  -  nahe  rücken.  Die  Parabelsehne  geht 
dann  in  die  Tangente  über,  und  der  Schnittpunkt  der  beiden  uu end- 
lich-nahen Normalen,  d.  h.  der  Berührungspunkt  mit  der  neuen  Parabel 
wird  der  Krümmungsmittelpunkt,  also: 

Hat  man  in  einem  Punkte  der  Parabel  Tangente  und  Nonnale  eon- 
struirt,  so  giebt  es  eine  völlig  bestimmte  neue  Parabel,  welche  diese  beiden 
Geraden  berührt  und  die  Parabelaxe  zu  ihrer  Sclieiteltangente  hat;  diese 
zweite  Parabel  berührt  die  Normale  im  Krümmungsmittelpunkt. 

Dass  die  Parabel  in  der  That  vollständig  und  eindeutig  bestimmt 
ist,  sobald  von  ihr  die  Scheiteltangente  und  zwei  beliebige 
andere  Tangenten  gegeben  sind,  die  Scheiteltangente  also  die  Stelle 
von  zwei  Tangenten  vertritt,  geht  daraus  hervor,  dass  durch 
die    Scheiteltangente     zugleich     der    unendlich -entfernte    Punkt    der 
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Parabel  gegeben  und  dieser  der  Berührungspunkt  auf  der  unendlich- 
entfernten Geraden  ist;  es  geht  aber  auch  daraus  hervor,  dass  das 
in  dem  Schnittpunkte  jeder  Tangente  mit  der  Scheiteltangente  auf 
der  ersteren  errichtete  Perpendikel  durch  den  Brennpunkt  geht  und 
durch  zAvei  solche  Perpendikel  der  Brennpunkt  bestimmt  wird.  Die 
Construction  des  Krümmungsradius  für  einen  Punkt  der  Parabel  ergiebt 
si^h  aus  dem  letzten  Satze  sehr  einfach:  Da  nämlich  die  Tangente 
und  Normale  des  gegebenen  Parabelpunktes  Ä  ein  Paar  rechtwinklige 
Tangenten  der  Hülfsparabel  sind,  so  liegt  Ä  in  der  Leitlinie  der- 
selben, und  da  die  in  den  Schnittpunkten  von  Tangente  und  Normale 
mit  der  Axe  der  gegebenen  Parabel  auf  jenen  errichteten  Perpendikel 
sich  in  dem  Brennpunkte  B  der  Hülfsparabel  schneiden,  so  wird  AB 
durch  die  Axe  der  gegebenen  Parabel  halbirt;  der  Halbirungspunkt 
ist  aber,  wie  leicht  zu  erkennen,  nichts  anderes,  als  der  Brennpunkt 
F  der  Parabel,  weil  er  auch  das  Stück  der  Axe  halbirt,  welches 
durch  Tangente  und  Normale  ausgeschnitten  wird;  das  in  B  auf  BÄ 
errichtete  Perpendikel  trifft  die  Normale  in  dem  gesuchten  Krüm- 
niungsmittelpunkt,  dessen  Construction  sich  also  folgendermassen  ge- 
staltet: 

Uin  für  den  FunJd  A  einer  Farahel  den  Krünmiungshalhmesscr  zu 
finden,  construire  man  die  Normale  in  A,  verbinde  A  mit  dem  Brenn- 
punld  F  und  verlängere  AF  über  F  hinaus  um  sich  seihst  his  B,  errichte 
in  B  auf  AB  ein  Perpendihel ,  tvelches  in  K  der  Normale  begegnet ,  dann 
ist  K  der  Krümmungsmittelpunkt  und  AK  der  Krümmungshalbmesser  für 
den  ParabeljninM  A. 

Das  in  F  auf  AF  errichtete  Perpendikel  halbirt  offenbar  die 
Strecke  ^K]  verlängern  wir  daher  die  Normale  bis  zum  Schnittpunkt 
mit  der  Leitlinie  und  berücksichtigen  die  Eigenschaft  der  Parabel, 
dass  AF  gleich  dem  Abstände  des  Parabelpunktes  A  von  der  Leit- 
linie ist,  sowie  die  Gleichheit  der  Winkel,  welche  die  Normale  mit 
dem  Strahl  nach  dem  Brennpunkte  AF  und  der  Parallelen  zur  Parabel- 
axe  bildet,  so  folgt: 

Der  Krümmungshalbmesser  für  einen  FtmM  A  der  Parcd>el  ist  doppelt 
so  gross,  als  das  Stück,  welches  auf  der  Normale  von  A  aus  durch  die 
Leitlinie  abgeschnitten  ivird. 

Dies  steht  in  vollkommener  Uebereinstimmung  mit  der  oben  (S.  212) 
angegebenen  Eigenschaft  des  Krümmungshalbmessers  für  Ellipse  und 
Hyperbel;  der  dort  mit  K^'^^  bezeichnete  Ortskreis  geht  bei  der  Parabel 
in  die  Leitlinie  derselben  über;  der  Mittelpunkt  eines  Kreises,  welcher 
die  Parabel  in  A  berührt  und  zu  seinem  Radius  den  halben  Krüm- 
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mungsradius  hat,  der  von  Ä  aus  auf  der  Normale  der  Parabel  nach 
aussen  abgetragen  wird^  muss  in  der  Leitlinie  selbst  liegen.  Die 
Leitlinie  schneidet  daher  alle  solche  Kreise  rechtwinklig. 


Aufgaben  und  Säftie. 

1.  Es  sind  fünf  beliebige  Punkte  in  der  Ebene:  ab cbe  und  fünf  durch 
einen  Punkt  o  gehende  Strahlen  eines  Strahlbüschels:  ahcde  be- 
ziehungsweise gegeben;  es  soll  ein  solcher  Punkt  ^7  construirt 
werden,  dass  die  fünf  Strahlen  ^^(Qbcbc)  mit  den  fünf  Strahlen 
des  gegebenen  Strahlbüschels  o{ahcde)  projectivisch  seien. 

2.  Es  sind  zwei  projectivische  Punktreihen  auf  den  Trägern  %  und  %^  ge- 
geben; werden  diese  in  der  Ebene  festgehalten,  die  Punktreihen  selbst 
aber  ohne  Aenderung  ihrer  projecti vischen  Beziehung  auf  diesen 
Trägern  so  verschoben,  dass  in  dem  Schnittpunkte  beider  Träger  alle- 
mal zwei  entsprechende  Punkte  der  projectivischen  Punktreihen  ver- 
einigt werden,  also  jedes  Mal  perspectivische  Lage  eintritt,  welches  ist 
der  Ort  des  Projectionspunktes  für  alle  diese  perspectivischen  Lagen? 

3.  Dreht  man  zwei  gegebene  projectivische  Strahlbüschel  bei  fest- 
gehaltener projectivischer  Beziehung  um  ihre  fest  gedachten  Mittel- 
punkte so  herum,  dass  allemal  in  der  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte je  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  successive  vereinigt 
wird,  welchen  Ort  umhüllt  der  perspectivische  Durchschnitt  der 
beiden  jedesmal  in  perspectivischer  Lage  befindlichen  projecti- 
vischen Strahlbüschel? 

4.  Sind  zwei  projectivische  Punktreihen  auf  den  Trägern  21  und  5ti 
gegeben,  und  werden  durch  einen  festen  Punkt  P  der  Ebene 
Strahlen  l  gezogen,  so  schneidet  jeder  Strahl  l  die  Träger  im 
Allgemeinen  in  zwei  nicht  entsprechenden  Punkten  j  und  ^^,  deren 
entsprechende  j.\  und  l)  seien;  construirt  man  auf  jedem  Strahl 
l  den  zu  dem  Schnittpunkt  (j^^,  i^);^)  =  p  zugeordneten  vierten 
harmonischen  Punkt  n,  während  ^i)^  das  andere  Paar  zugeordnet- 
harmonischer  Punkte  ist,  dann  wird  bei  der  Bewegung  von  l 
der  Punkt  %  eine  gerade  Linie  ^  durchlaufen  und  auf  derselben 
als  Träger  eine  mit  dem  Strahlbüschel  {l)  projectivische  Punkt- 
reihe {%)  beschreiben.  Das  Strahlbüschel  (l)  und  die  Punktreihe 
{71)  befinden  sich  in  involutorischer  Lage,  d.  h.  wenn  7t  auf  ?, 
liegt,  so  liegt  auch  7t^  auf  l.  (n  und  l  sind  Pol  und  Polare  in 
Bezug  auf  den  von  den  beiden  gegebenen  projectivischen  Punkt- 
reihen erzeugten  Kegelschnitt,  ebenso  natürlich  auch  F  und  2.) 
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5.  Es  ist  oben  (Seite  132)  gefunden  worden^  dass  von  den  Durcli- 
schnittspunkten  der  15  Seiten  des  vollständigen  FascaV sehen 
Sechsecks     123456     z.  B.  folgende  sechs: 

(12,  36)  (12,  45)  (34,  51)  (34,  62)  (56,  23)  (56,  14) 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen  müssen.  Wie  viele  solcher  Sex- 
tupel  von  Durchschnittspunkten  lassen  sich  überhaupt  ermitteln? 
In  welcher  Beziehung  stehen  sie  und  die  dadurch  erhaltenen 
neuen  Kegelschnitte  zu  einander  und  zu  dem  ursprünglichen 
Kegelschnitt? 

6,  Wenn  man  aus  den  sechs  Punkten  12  3  4  5  6  eines  Kegelschnitts 
ein  bestimmtes  von  den  60  PascaVschen  Sechsecken  bildet,  so 
treten  von  den  sämmtlichen  15  Verbindungslinien  je  zvi^eier  Punkte 
sechs  als  die  Seiten  des  gewählten  Sechsecks  heraus,  und  die  übrigen, 
neun  Verbindungslinien  lassen  sich  nur  auf  drei  verschiedene  Arten 
zu  drei  P^sm^schen  Sechsecken  zusammenfassen.  Die  PascaVschen 
Linien  dieser  drei  Sechsecke  schneiden  sich  in  einem  neuen  Punkt 
(Kirhnan' sehen  Punkt)  z.  B.  Sechseck    12  3  4  5  6  mit  den  Seiten 

12  23     34     45     56     Gl     lässt    die   9    Verbindungslinien    übrig 

13  14     15     24     25     26     35     36     46,      und    diese    liefern    die 

drei  Sechsecke: 

135264 

351426 

513642. 
Die  drei  PasmZ'schen  Linien  dieser  Sechsecke  schneiden  sich  in 
einem  Kirhman' sehen  Punkt.  Auf  diese  Weise  kann  jedem  be- 
stimmten Fascal'schen  Sechseck,  also  auch  jeder  testinimten  Pascal'- 
scJien  Linie  ein  bestimmter  Kirlcman' scher  Punkt  zugeordnet  werden, 
deren  es  mithin  60  giebt.  Zwischen  denselben  findet  eine  eigen- 
thümliche  Beziehung  statt,  welche  reciprok  ist  zu  derjenigen, 
die  früher  (S.  133)  zwischen  den  Pascal' sehen  Linien  erkannt  wurde: 
Solchen  drei  P«sc«rschen  Linien,  welche  sich  in  einem  Steiner^ - 
sehen  Punkte  treffen,  ordnen  sich  drei  KirJcman'sehe  Punkte  zu, 
welche  auf  einer  Geraden  liegen  (Cai/Iei/sehe  Gerade).  Es  giebt 
mithin  20  Cayley' sehe  Gerade,  die  den  20  Steiner' sehen  Punkten 
in  bestimmter  Weise  zugeordnet  sind.  Ebenso  wie  die  20  Steine)-'- 
schen  Punkte  in  10  Paare  conjugirter  Punkte  zerfallen,  theilen 
sich  auch  die  zugeordneten  20  CayleiJ sehen  Geraden  in  10  Paare 
conjugirter  Gerader  und  es  findet  die  merkwürdige  Eigenthümlich- 
keit  statt,  dass  wenn  p  und  n  ein  Paar  conjugirter  Steiner' sehex 
Punkte,  l  und  A  das  zugeordnete  Paar  conjugirter  Cayle^Jsehev 
Geraden  ist,  sowohl  l  durch  jr,  als  auch  l  durch  p  geht. 
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[l  und  A  sind  conjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  den  ursprüng- 
lichen Kegelschnitt.] 

Die  20  Cmßey' sehen  Geraden  laufen  zu  je  vieren  durch  15 
Punkte  (Salmon' ache  Punkte)^  indem  allemal  solche  vier  Caylei/sdie 
Geraden^  welche  vier  in  einer  Geraden  liegenden  Steiner' sehen 
Punkten  zugeordnet  sind,  durch  einen  Salmon'schen  Punkt  laufen. 
Die  20  Cayley' sehen  Geraden  und  15  Salmon' sehen  Punkte  bilden 
eine  Figur,  welche  reciprok  gegenübersteht  der  i/e66e'schen  Figur 
der  20  /S'fomßrschen  Punkte  mit  ihren  15  Geraden,  wie  sie  oben 
mehrfach  beschrieben  ist  (Seite  134). 

Dieses  eigeuthümliche  reciproke  Verliältniss  der  beiden  gegen- 
überstehenden Figuren  ist  keineswegs  das  der  gewöhnlichen  Pola- 
rität in  Bezug  auf  den  gegebenen  Kegelschnitt;  ob  es  überhaupt 
eine  Polarbeziehung  ist  in  Bezug  auf  einen  noch  unbekannten 
Kegelschnitt  oder  eine  allgemeinere  Keciprocitätsbeziehung,  wird 
zu  untersuchen  sein*). 

7.  Wird  einem  Dreieck  aljc  gleichzeitig  ein  Kegelschnitt  umschrieben 
und  ein  ander(;r  einbeschrieben,  so  bilden  die  Berührungspunkte 
des  letzteren  ein  neues  Dreieck  aJJ^^c^,  die  Tangenten  des  ersteren 
ein  Dreieck  «;jZ>2^2  5  ^^^  beiden  Dreiecke  aj)^^c^  und  a.^\c.i  liegen 
alleraal  perspectivisch.  Die  drei  Projectionscentra  der  paarweise 
perspectivisch  liegenden  Dreiecke  al>c,  ciih^^c^,  a.>h.^c.^  bilden  einueues 
Dreieck;  in  welcher  Beziehung  steht  dasselbe  zu  dem  ursprünglichen? 

8.  Verbindet  man  die  Ecken  eines  Dreiecks  ahe  mit  zwei  beliebigen 
Punkten  P  und  1\  der  Ebene,  und  treffen  diese  Verbindungslinien 
die  gegenüberliegenden  Seiten  des  Dreiecks  in  den  Punkten  ahi 
a,BiCi,  so  liegen  diese  sechs  Punkte  allemal  auf  einem  Kegelschnitt. 

D.  Werden  die  Ecken  eines  Dreiecks  ahe  mit  einem  beliebigen  Punkte 
P  der  Ebene  verbunden,  so  treffen  diese  Verbindungslinien  die 
Gegenseiten  des  Dreiecks  allemal  in  drei  solchen  Punkten  abc, 
.in  welchen  ein  bestimmter  Kegelschnitt  M.^^^  die  Seiten  des  Dreiecks 
berührt;  es  sollen  diejenigen  Gebiete  der  Ebene  ermittelt  werden, 
in  welchen  der  Punkt  P  liegen  muss,  wenn  der  Kegelschnitt  Ä^'"*^ 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  werden  soll  (§.  44).  (Wie  lautet 
die  reciproke  Aufgabe  und  ihre  Lösung?) 
10.  Sind  u4*  und  B  irgend  ein  veränderliches  Paar  conjugirter  Durch- 
messer eines  Kegelschnitts  mit  einem  Mittelpunkt,  und  ist  a  eine 
der  Axen  desselben,  so  ist: 

*)  Vergl.  Hesse  in  BorcJiardt's  Journiil  Bd.  LXVIll,  S.  193  und  G.  Bauer: 
Ueber  das  FascaVschc  Theorem.  Abhdlgn.  d.  Bair.  Acad.  d.  W.  II.  Cl.  Bd.  XL, 
Abth.  III.     München  1S74. 
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cos  {a,  A)  .  cos  {a,  B)  ,    /  _  «'^  \ 

__^_g_         _  const.  (^  —  ^,  J  . 

11.  Wenn  zur  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  der  Mittelpunkt  m 
und  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  ahc  gegeben  sind,  so  findet 
man  die  Kiclitungen  der  Axen  des  Kegelschnitts  durch  folgende 
Construction: 

Man  construire  den  Höhenpunkt  h  des  Dreiecks  ahc,  ziehe  mli 
und  bestimme  die  drei  zu  den  Dreieclisseiten  hc,  ca,  ah  symmetrisch 
liegenden  Geraden  in  Bezug  auf  tnh]  diese  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  /';  die  Halbirungslinien  der  Winkel  zwischen  den 
beiden  Strahlen  mh  und  mf  sind  die  Richtungen  der  Axen  des 
Kegelschnitts. 

12.  Wenn  zur  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  der  Mittelpunkt  ni 
und  drei  seiner  Punkte  ahc  gegeben  sind,  so  findet  man  die  Rich- 
tungen der  Axen  des  Kegelschnitts   durch  folgende  Construction: 

Man  bestimme  die  Mitten  %&iC'i  der  Dreiecksseiten  hc,  ca,  ah, 
den  Höhenpunkt  h^  des  Dreiecks  a^^h^c^,  ziehe  mh^  und  ermittle 
die  drei  zu  den  Dreiecksseiten  &^q,  c^a^^  a^^h^  symmetrisch  liegen- 
den Geraden  in  Bezug  auf  w/t^;  diese  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  f^]  die  Halbirungslinien  der  Winkel  zwischen  den  beiden 
Strahlen  mll^^  und  7nf\  sind  die  Richtungen  der  Axen  des  Kegel- 
schnitts. 

13.  Wenn  zur  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  der  Mittelpunld  m 
und  drei  seiner  Tangenten  5tS3ß  gegeben  sind,  so  findet  man  die 
Richtungen  der  Axen  des  Kegelschnitts  durch  folgende  Con- 
struction : 

Bilden  die  drei  gegebenen  Tangenten  ein  Dreieck  al)c,  so 
ziehe  man  die  Strahlen  ma,  mh,  nie,  construire  die  zu  ihnen 
harmonisch-zugeordneten  Strahlen  durch  jede  Dreiecksecke,  welche 
ein  neues  Dreieck  a^^c^  bilden  und  bestimme  den  Höhenpunkt 
\  dieses  Dreiecks  «^^^q.  Bestimmt  man  zu  den  Dreiecksseiten 
\Cf^,  c^a^,  a^h^  die  symmetrisch  liegenden  Geraden  in  Bezug  auf 
m\,  so  schneiden  sich  dieselben  in  einem  Punkt  f\  und  die  Hal- 
birungslinien der  Winkel  zwischen  den  beiden  Strahlen  mh^  und 
mf^  sind  die  Richtungen  der  Axen  des  Kegelschnitts. 

14.  Ist  zur  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  sein  Mittelpunkt  m  und 
ein  Tripel  conjugirter  Punkte  xijz  gegeben,  und  sind  P«  und  P« 
die  Potenzen  der  auf  den  Axen  des  Kegelschnitts  befindlichen 
Punktsysteme  (Quadrate  der  Halbaxen),  so  ist: 


r  1  ' 
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wo  1\  die  Poteuz  des  Mittelpunktes  m  in  Bezug  auf  den  dem 
Polardreieck  xys  umschriebenen  Kreis,  PxP^Pa  die  Perpendikel  von 
m  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  xys  und  r  den  Radius  des  dem 
Dreieck  xy0  umschriebenen  Kreises  bezeichnet.     (S.  185.) 

15.  Sind  zur  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  sein  Mittelpunkt  m  und 
drei  Tangenten  desselben  gegeben,  und  sind  P^  und  I\  die  Po- 
tenzen der  auf  den  Kegelschnittaxen  befindlichen  Punktsysteme 
(Quadrate  der  Halbaxen),  so  ist: 

I.  P„  H-  P,  =  P^ 

II.  Pa.Po         =  Hhlhlh   •  *■  , 

wo  P^  die  Potenz  des  Mittelpunktes  m  in  Bezug  auf  denjenigen 
Kreis  bedeutet,  welcher  den  Höhenpunkt  des  gegebenen  Dreiseits 
zu  seinem  Mittelpunkt  und  die  Ecken  desselben  zu  einem  Tripel 
conjugirter  Punkte  hat,  ferner  p^p^-^P'^  die  Perpendikel  von  m  auf 
die  Seiten  desjenigen  Dreiecks  bezeichnen,  welches  von  den  Mitten 
der  Seiten  des  gegebenen  Dreiseits  gebildet  wird,  und  endlich  r 
der  Radius  des  dem  gegebenen  Dreiseit  umschriebenen  Kreises  ist. 

16.  Sind  zur  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  sein  Mittelpunkt  m  und 
drei  Punkte  desselben  gegeben,  und  sind  P„  und  P^  die  Potenzen 
der  auf  den  Kegelschnittaxen  befindlichen  Punktsysteme  (Qua- 
drate der  Halbaxen),  so  ist: 

T  ü      r     7)   -Pi  P'i  P^ 


II.  R.P,     = 


PiPiPi 


wo  Pi2hlh  di^  clrei  Perpendikel  von  m  auf  die  Seiten  des  ge- 
gebenen Dreiecks,  7tj^n.^7i^  die  drei  Perpendikel  von  m  auf  die 
Seiten  des  von  den  Mitten  der  Seiten  des  gegebenen  gebildeten 
Dreiecks,  r  den  Radius  des  dem  gegebenen  Dreieck  umschriebenen 
Kreises  und  P^  die  Potenz  des  Punktes  m  in  Bezug  auf  denjenigen 
Kreis  bezeichnet,  welcher  durch  die  Mitten  der  Seiten  des  ge- 
gebenen Dreiecks  geht. 
17.  Wenn  man  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  und  Strahlen  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  hat,  so  sind  die  drei  Seiten  dieses  Dreiecks 
Träger  von  drei  dem  Kegelschnitt  zugehörigen  Punktsystemen 
(zwei  hyperbolischen  und  einem  elliptischen),  deren  Potenzen 
seien  P„  P^,  Pc  ;  die  drei  Ecken  desselben  sind  die  Mittelpunkte 
von  drei  Strahlsystemen,  deren  Potenzen  seien  PaPbPc  •  Ver- 
ändert man  das  Tripel,  indem  man  eine  Ecke  A  und  die  gegen- 
überliegende Seite  mit  ihrem  Punktsystem  P«  (die  Polare  von  Ä)  fest- 
hält, die  andern  beiden  Seiten  aber  das  ganze  Strahlsystem  durch- 
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laufen  lasst,  welche  metrischen  Beziehungen  bestehen  dann  zwischen 
den  Potenzen  P^  I^  V  Hat  man  zwei  beliebige  Tripel  conjugirter 
»Strahlen  und  Punkte  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  welche 
uietrischen  Beziehungen  finden  zwischen  den  Potenzen  der  ihnen 
zugehörigen  Punkt-   und  Strahlsysteme  statt? 

18.  Die  vier  Schnittpunkte  zweier  demselben  Vierseit  einbeschrie- 
benen Kegelschnitte  liegen  mit  jedem  der  drei  Paar  Gegenecken 
des  Vierseits  zusammen  in  einem  Kegelschnitte. 

19.  Von  den  acht  Berührungspunkten  zweier  demselben  Vierseit  ein- 
beschriebenen Kegelschnitte  liegen  zwölfmal  vier  mit  je  zweien 
der  vier  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  zusammen  in  einem 
neuen  Kegelschnitte.  Die  dadurch  bestimmten  neuen  zwölf  Kegel- 
schnitte ordnen  sich  in  sechs  Paare,  welche  einander  doppelt  be- 
rühren; nämlich  durch  je  zwei  der  genannten  vier  Schnittpunkte 
gehen  zwei  neue  Kegelschnitte,    die   sich  in   denselben  berühren. 

20.  Werden  einem  Dreiseit  ABC  irgend  vier  Kegelschnitte  einbe- 
schrieben, so  haben  je  zwei  derselben  (ausser  den  drei  Seiten  des 
Dreiseits)  noch  eine  vierte  gemeinschaftliche  Tangente  T,  was 
zusammen  G  T  giebt.  Diese  ß  T  schneiden  jede  der  drei  Seiten 
ABC  in  sechs  Punkten  eines  Punktsystems  (Involution);  nümlicli 
die  vierte  Tangente  je  zweier  Kegelschnitte  und  die  vierte  Tangente 
der  jedesmaligen  beiden  andern  schneiden  allemal  ein  Paar  con- 
jugirter Punkte  dieses  Punktsystems  aus. 

21.  Sind  zwei  Punkte  PQ  und  ein  Dreiseit  gegeben,  so  giebt  es  im 
Allgemeinen  vier  Kegelschnitte,  welche  durch  P  und  Q  gehen  und 
die  Seiten  des  Dreiseits  berühren.  Diese  vier  Kegelschnitte  werden 
selbst  berührt  von  einem  und  demselben  Kegelschnitt,  welcher 
1)  durch  P  und  Q  geht  und  2)  darch  die  drei  vierten  harmonischen 
Punkte  auf  den  Seiten  des  Dreiseits,  welche  zu  den  Schnittpunkten 
mit  der  Verbindungslinie  PQ  zugeordnet  sind. 

22.  Wird  einem  Dreieck  xy0  ein  Kegelschnitt  Ä^^^  umschrieben,  und 
trifft  eine  beliebige  Gerade  ß  die  Dreiecksseiten  ys,  zx,  xy  be- 
ziehlich  in  den  Punkten  |  ^  ^;  legt  man  aus  |  t^  ^  die  Tangenten- 
paare an  den  Kegelschnitt  £^->,  welche  in  aa  ,  ßß' ,  yy  berühren, 
so  schneiden  sich  die  sechs  Verbindungslinien  xa,  xa  ,  yß,  yß\ 
zy,  zy  zu  je  dreien  in  vier  Punkten  und  sind  die  sechs  Seiten 
eines  vollständigen  Vierecks,  dessen  drei  Diagonalpunkte  xyz  sind. 

23.  Welches  ist  der  Ort  eines  Punktes  P  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts KP'^  wenn  die  Axen  des  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf 
K'^^    zugehörigen    Strahlsystems    (oder  _  die    Halbirungslinien    dei,* 
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Winkel  zwischen  dem  aus  P  an  7i^'^)  zu  legenden  Tangentenpaar) 
zwei  gegebene  zu  einander  rechtwinklige  Richtungen  haben  sollen? 

24.  Nimmt  man  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  if'-'  drei  beliebige 
Punkte  ABC,  welche  ein  Dreieck  bilden,  und  legt  aus  jeder  Ecke 
das  Tangentenpaar  an  K^^\  welches  die  gegenüberliegende  Dreiecks- 
seite in  zwei  Punkten  trifft,  dann  liegen  die  sechs  dadurch  er- 
haltenen Schnittpunkte  auf  einem  neuen  Kegelschnitt, 

25.  Die  Seiten  eines  vollständigen  Vierseits  bilden  zu  je  dreien  zu- 
sammengefasst,  vier  Dreiseite;  legt  man  um  jedes  derselben  und 
durch  zwei  gegebene  feste  Punkte  P  und  Q  einen  Kegelschnitt, 
so  gehen  die  dadurch  erhaltenen  vier  Kegelschnitte  noch  durch 
einen  dritten  festen  Punkt  R. 

2G.  Zieht  man  von  einem  beliebigen  Punkte  P  eiüer  Ellipse  an  den 
über  der  kleinen  Axe  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  eine 
Tangente,  so  ist  diese  gleich  der  reellen  Halbaxe  derjenigen  Hy- 
perbel, welche  durch  P  geht  und  dieselben  Brennpunkte  mit  der 
Ellipse  hat. 

Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  einer  Ellipse  in 
dem  über  der  grossen  Axe  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise 
eine  kleinste  Halbsehne,  so  ist  diese  gleich  der  imaginären  Halb- 
axe derjenigen  Hyperbel,  welche  durch  P  geht  und  dieselben 
Brennpunkte  mit  der  Ellipse  hat. 

27.  Theilt  man  acht  beliebige  Punkte  eines  Kegelschnitts  irgendwie 
in  zwei  Gruppen,  welche  man  in  beliebiger  Weise  einander  zu- 
ordnet: 

ab  cd    und     ftib^c^^c\  , 

und  bestimmt  die  drei  Paare  von  Schnittpunkten: 

(a&,  aj)y)  =^  X     {ac,  üiC^)  =  y     {ad,  a^d^)  ==  z 
{cd,  c^d^)  =  l     {hd,  \d^)  =  r]     {hc,    \c^)  =  l, 

80  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  xi„  ijr],  z^  in  einem 
Punkte. 

28.  Verbindet  man  die  drei  Ecken  eines  Dreiecks  ahe  mit  einem  be- 
liebigen Punkte  A  und  bezeichnet  die  Schnittpunkte: 

{Aa,  hc)  =  a  {Ab,  ca)  =  ß  {Ac,  ab)  ==  y 
{ßy,bc)  =  a  {ya,ca)==ß'  {aß,ab)  =  y', 
so  liegen  a  ß' y  auf  einer  Geraden  2  und  es  giebt  einen  Kegel- 
schnitt ^^^^,  welcher  dem  Dreieck  ahc  umschrieben  ist  und  die 
drei  Strahlen  aa  bß'  cy  zu  Tangenten  in  den  Ecken  hat.  Die 
beiden  (immer  imaginären)  Tangenten  aus  A  an  diesen  Kegel- 
schnitt ^(^>  treffen  die  Gerade  £  in  einem  solchen  (immer  imagi- 
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iiären)  Pmiktpaar  BC,  dass  die  beiden  Dreiecke  ahc  und  ABC 
auf  alle  möglichen  sechs  verschiedenen  Arten  gleichzeitig  per- 
spectivisch  liegen.  Die  beiden  imaginären  Tangenten  aus  Ä  an 
ft(^^  bilden  mit  den  drei  reellen  Strahlen  Äa,  Ah,  Ac  ein  äqui- 
anharmonisches  System.     (S.  G3.) 

29.  In  der  Ebene  eines  gegebenen  vollständigen  Vierseits  eine  solche 
Transversale  zu  ziehen,  dass  das  durch  die  Seitenpaare  desselben 
auf  ihr  ausgeschnittene  Punktsystem  ein  gleichseitig-hyperbolisches 
wird.  Welchen  Ort  umhüllen  sämmtliche  derartige  Transversalen^ 
und  welchen  Ort  erfüllen  die  Asymptotenpunkte  dieser  gleichseitig- 
hyperbolischen Punktsysteme? 

30.  Gehen  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts drei  Strahlen,  welche  denselben  in  den  Punktpaaren  acc, 
hß,  cy  treffen  und  versteht  man  unter  dem  Doppelverhältniss 
von  vier  Kegelschnittpunkten  dasjenige  von  vier  Strahlen,  die  aus 
irgend  einem  Punkte  o  des  Kegelschnitts  nach  denselben  hingehen, 
so  besteht  für  die  Punkte  «a,  6/3,  cy  folgende  Beziehung  zwischen 
den  Doppelverhältnissen: 

(aahy)  +  (ßhca)  +  (ycaß)  =  1 
und  ähnliche,   die   aus  dieser   durch  Vertauschung  der  Paare  und 
der  Elemente  je  eines  Paares  unter  sich  hervorgehen. 

31.  Durch  jeden  Punkt  P  eines  Kegelschnitts  gehen  drei  Krümmungs- 
kreise, die  nicht  in  P  osculiren;  die  drei  Osculationspunkte  der- 
selben liegen  mit  dem  Punkte  P  auf  einem  Kreise,  und  der  Schwer- 
punkt jener  drei  Osculationspunkte  ist  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts. 

32.  Ist  einem  vollständigen  Vierseit  ein  Kegelschnitt  einbeschrieben, 
und  man  zieht  von  jeder  der  sechs  Ecken  desselben  nach  den 
Berührungspunkten  der  beiden  andern  Tangenten,  die  sich  in  der 
Gegenecke  schneiden,  Strahlen,  so  erhält  man  im  Ganzen  zwölf 
Strahlen,  von  denen  dreimal  je  acht  von  einem  neuen  Kegöl- 
schnitt  berührt  werden.  Welche  weiteren  Beziehungen  walten 
zwischen  den  acht  Tangenten  dieses  neuen  Kegelschnitts  ob,  und 
in  welcher  Beziehung  stehen  die  drei  neuen  Kegelschnitte  zu 
einander? 

33.  Wie  lässt  sich  aus  der  Lage  von  fünf  gegebenen  Geraden  in  ein- 
facher Weise  erkennen,  ob  der  sie  berührende  Kegelschnitt  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  ist?     (Die  polar-gegenüberstehende  Frage.) 


Dritter  Absclmitt. 

Kegelscliiiittbüschel  und  Kegelschnittschaar. 
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§.  39.     Entstehung  des  Kegelsclinittbüscliels  aus  dem  StraMbüschel. 

Die  in  §.  23  ausgeführte  Untersuchung  der  Beziehung  zwischen 
einem  von  vier  Punkten  eines  Kegelschnitts  gebildeten  Viereck  und 
dem  von  den  vier  Tangenten  in  diesen  Punkten  gebildeten  Vierseit 
und  eine  weitere  Ausführung  dieses  Gegenstandes  in  §.  27  lassen  er- 
kennen, wenn  wir  die  vier  Punkte  festhalcen  und  die  Tangenten,  von 
denen  eine  willkürlich  angenommen  werden  kann,  verändern,  dass 
durch  vier  Punkte  unendlich  viele  Kegelschnitte  gehen,  deren  Gesammt- 
heit  gleich  mächtig  ist  mit  den  sämmtlicheu  Strahlen,  welche  durch 
einen  Punkt  gehen;  denn  jeder  durch  einen  der  vier  Punkte  gehende 
Strahl,  als  Tangente  des  Kegelschnitts  aufgefasst,  bestimmt  denselben 
vollständig  und  eindeutig;  die  Tangenten  in  den  andern  drei  Punkten 
sind  dadurch  (§.  23)  mitbestimmt,  und  es  giebt  daher  so  viel  Kegel- 
schnitte durch  vier  Punkte,  als  es  Strahlen  durch  einen  Punkt  giebt. 
Die  Gesammtheit  der  durch  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  soll 
ein  KegelscJmitthüschel  heissen  und  die  vier  Punkte  selbst  die  Grtmd- 
%nmlite  (Mittelpunkte)  des  Büschels.  Das  Kegelschnittbüschel  ist  daher 
ein  Gebilde  von  einfacher  Unendlichkeit;  hiergegen  spricht  scheinbar, 
dass  durch  einen  in  der  Ebene  der  vier  Grundpunkte  willkürlich  ge- 
wählten Punkt  ein  Kegelschnitt  des  Büschels  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt  wird  und  die  Ebene  selbst  eine  doppelt-unendliche  Mannig- 
faltigkeit von  Punkten  enthält.  Dieser  Einwurf  wird  aber  dadurch 
widerlegt,  dass  ein  solcher  durch  fünf  Punkte  bestimmter  Kegelschnitt 
zugleich  unendlich  viele  andere  Punkte  enthält  und  jeder  von  ihneia, 
anstatt  des  fünften  gewählt,  immer  wieder  denselben  Kegelschnitt  her- 
vorruft. Bei  der  Bewegung  des  fünften  Punktes  durch  das  ganze 
doppelt-unendliche  Gebiet  der  Ebene  tritt  also  jeder  Kegelschnitt  des 
Büschels  selbst  unendlich  oft  auf,  und  die  sämmtlichen  von  einander 
verschiedenen    Kegelschnitte    des    Büschels    ximfassen    also    nur    eine 
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Mannigfaltigkeit  von  einfacher  Unendlichkeit.  Seien  AB  CD  die  vier 
Grundpunkte  des  Büschels  und  ein  beliebiger  durch  Ä  gehender  Strahl 
%  die  Tangente  eines  dem  Büschel  angehörigen  Kegelschnitts,  welcher 
dadurch  vollständig  bestimmt  ist,  so  erhalten  wir  (Seite  123)  die 
Tangenten  in  BCD,  indem  wir  die  Diagonalpunkte  des  vollständigen 
Vierecks  AB  CID  bestimmen: 

{AB,  CD)  =  X    (AC,  BD)  =  y    {AD,  BC)  =  z 

und  die  Seiten  dieses  Diagonaldreiecks: 

{y,  z)  =  X    {z,  x)=Y    {X,  y)  =  Z 

und  bemerken,  dass  die  Tangenten  in  A  und  B  sich  auf  X  schneiden 
müssen;  die  Diagonale  X  trifft  also  %  in  einem  Punkte,  dessen  Ver- 
bindungslinie mit  B  die  Tangente  in  .B  ist;  ebenso  trifft  %  die  Ge- 
rade Y  in  einem  andern  Punkte,  dessen  Verbindungslinie  mit  C  die 
Tangente  in  C  ist,  und  endlich  giebt  die  Verbindungslinie  des  Schnitt- 
punktes von  5t  und  Z  mit  D  die  Tangente  in  D.  Drehen  wir  also 
den  Strahl  %  um  A,  wodurch  wir  sämmtliche  Kegelschnitte  des 
Büschels  erhalten,  so  drehen  sich  auch  die  Tangenten  33  S^  um  die 
resp.  Punkte  B,  C,  D  und  beschreiben  Strahlbüschel,  welche  per- 
spectivisch  liegen  mit  demjenigen,  welches  51  beschreibt;  die  per- 
spectivischen  Durchschnitte  sind  die  drei  Diagonalen  des  vollständigen 
Vierecks  der  vier  Grundpunkte  des  Büschels.  Wir  erhalten  hieraus 
folgenden  Satz: 

Die  Tangenten  an  einem  Kegelselmitte  des  Büscliels  in  irgend  zweien 
der  vier  Grundpunkte  hesehreihen ,  ivenn  der  Kegelschnitt  das  ganze  Büschel 
durchläuft,  zwei  xwojectivische  Strahlhiiscliel ,  ivelche  perspectivisch  liegen 
und  zu  ihrem  perspectivische^i  Durchschnitt  eine  der  drei  Diagonalen  des 
vollständigen  Vierecks  der  vier  GrundpunMe  liäben. 

Hierdurch  werden  wir  in  den  Stand  gesetzt,  das  Kegelschnittbüschel 
selbst  als  ein  neues  Gebilde  einfacher  Unendlichkeit  mit  irgend  einem  andern 
von  gleicher  Mächtigkeit,  z.  B.  einem  ebenen  Strahlbüschel,  einer  geraden 
Punktreihe  oder  einem  andern  Kegelschnittbüschel  in  projectivische  Be- 
ziehung zu  setzen,  so  dass  die  Elemente  der  beiden  Gebilde  sich  ein- 
deutig entsprechen,  indem  wir  zur  Herstellung  dieser  Beziehung  ein 
Strahlbüschel  verwenden,  welches  von  den  Tangenten  des  Kegelsclinitt- 
büschels  in  irgend  einem  der  vier  Grundpunkte  gebildet  wird,  und  für 
jede  Tangente  dann  den  Kegelschnitt  des  Büschels  substituiren,  welcher 
durch  dieselbe  eindeutig  bestimmt  ist.  Wir  gelangen  durch  Einführung 
dieses  neuen  Gebildes  zu  der  projectivischen  Erzeugung  der  allgemeinen 
Curven   dritten   und   vierten   Grades    ebenso,    wie   wir   durch  die  pro- 

Steiner,  Vorlesungen  II.     2.  Aufl.  15 
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jectivische  Beziehung  zweier  Strahlbüschel  zum  Kegelschnitt  gelangen. 
{Ckasles,  comptes  rendus  1853.  tome  XXXVI  et  XXXVII.) 

Die  gleiche  Mächtigkeit  des  Kegelschnittbüschels  lyid  des  Strahl- 
büschels deutet  darauf  hin,  dass  ersteres  aus  dem  letzteren  mimittel- 
bar  hervorgehen  könnte,  und  in  der  That  führt  dazu  folgende  ebenso 
sinnreiche,  wie  nützliche  Betrachtung  Steiner's*). 

Denken  wir  uns  B  und  S^  als  die  Mittelpunkte  zweier  Strahl- 
büschel, welche  die  Gerade  %  zu  ihrem  perspectivischen  Durchschnitt 
haben,  so  ist  die  projectivische  Beziehung  derselben  vollständig  be- 
stimmt durch  die  Lage  von  31;  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
BBj^  enthält  bei  dieser  Beziehung  zwei  zusammenfallende  entsprechende 
Strahlen  e  und  e^.  Verändern  wir  aber  die  Lage  des  perspectivischen 
Durchschnitts  %,  indem  wir  denselben  um  einen  festen  Punkt  P  drehen, 
so  können  wir  uns  für  jede  neue  Lage  von  5t  eine  neue  Beziehung 
zweier  Strahlbüschel  mit  denselben  Mittelpunkten  JB  JB^  hergestellt 
denken,  und  es  haben  die  beiden  neuen  Strahlbüschel  alsdann  die 
Strahlen  e  und  e^  ebenfalls  zu  entsprechenden;  das  Strahlenpaar,  wel- 
ches von  B  und  B^^  nach  dem  unveränderten  Punkte  P  der  Geraden 
Sl  geht,  ])  und  j)^,  ist  für  die  alte  Beziehung  wie  für  die  neue  gleich- 
zeitig ein  Paar  entsprechender  Strahlen.  Bei  der  Bewegung  von  31 
beschreibt  diese  Gerade  selbst  ein  Strahlbüschel,  dessen  Strahlen,  nach 
einander  als  die  perspectivischen  Durchschnitte  je  zweier  Strahlbüschel 
mit  den  festen  Mittelpunkten  B  und  B^  aufgefasst,  unendlich  viele 
Paare  von  projectivischen  Strahlbüscheln  hervorrufen,  die  wir  uns  in  B  und 
J9j  über  einander  liegend  denken  können.  Werden  diese  projectivischen 
Beziehungen  festgehalten,  aber  die  perspectivische  Lage  aufgehoben 
etwa  dadurch,  dass  das  eine  oder  beide  Systeme  von  Strahlbüscheln 
um  ihre  Mittelpunkte  B  und  Bj^  beliebig  gedreht  oder  in  der  Ebene 
verschoben  und  gedreht  werden,  so  wird  aus  jeder  Geraden  St  und 
dem  Strahl  BB^^  nunmehr  ein  Kegelschnitt,  den  die  beiden  nicht  mehr 
perspectivisch  liegenden  aber  projectivisch  bleibenden  Strahlbüschel 
erzeugen;  alle  diese  Kegelschnitte  haben  zunächst  die  Punkte  B  und 
B^  (die  Mittelpunkte  der  erzeugenden  Strahlbüschel)  gemein,  ferner 
einen  Punkt  e,  den  Schnittpunkt  der  beiden  Strahlen  e  und  e^  nach 
Aufhebung  der  perspectivischen  Lage,  weil  diese  beiden  Strahlen  für 
jede  der  vorigen  Beziehungen  entsprechende  waren,  und  endlich  aus 
demselben  Grunde  den  Schnittpunkt  p  der  Strahlen  p  und  p^^  nach 
Aufhebung  der  perspectivischen  Lage. 

*)  Ueber  diese  unter  dem  Namen  „projectivischer  Drehung"  von  Steiner  häufig 
angewendete  Betrachtung  vergl.  F.  August  in  Borchardt's  Journal,  Bd.  LXVIII 
Seite  239. 
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Die  sämmtlichen  auf  diese  Weise  erzeugten  Kegelschnitte  gehen 
also  durch  vier  feste  Yunkie  BB^^tp,  d.  h.  sie  bilden  ein  Kegelschnitt- 
büschel mit  vier  Grundpunkten,  und  dieses  ist  unmittelbar  aus  dem 
von  %  beschriebenen  Strahlbüschel  hervorgegangen,  indem  jeder  Strahl 
desselben  zu  einem  Kegelschnitt  des  Büschels  wurde.  Beide  Gebilde 
sind  also  von  gleicher  Mächtigkeit. 

Wir  erkennen  ferner,  wenn  wir  die  Bedingung,  dass  der  per- 
spectivische  Durchschnitt  %  durch  einen  festen  Punkt  P  gehen  solle, 
aufheben  und  ihn  das  ganze  doppelt-unendliche  Gebiet  der  Ebene 
durchstreifen  lassen,  dass  aus  den  sämmtlichen  Geraden  der  Ebene 
nach  Aufhebung  der  perspectivischen  Lage  ebenso  viele  Kegelschnitte 
werden,  die  durch  drei  feste  Punkte  gehen,  dass  diese  also  ein  Ge- 
bilde von  doppelter  Unendlichkeit  (Büschel -Büschel)  ausmachen.  Es 
leuchtet  die  Nützlichkeit  dieser  Betrachtung  augenscheinlich  ein,  weil 
nun  umgekehrt  jedes  Kegelschnittbüschel  mit  vier  Grundpunkten  durch 
eine  passende  Drehung  in  ein  Strahlbüschel  verwandelt  werden  kann 
und  hierdurch  die  Untersuchung  der  Eigenschaften  des  Kegelschnitt- 
büschels wesentlich  vereinfacht  wird.  Suchen  wir  zunächst  zu  er- 
mitteln, wie  sich  die  verschiedenen  Gattungen  von  Kegelschnitten: 
Ellipsen,  Hyperbeln,  Parabeln  in  dem  Büschel  vertheilen. 

-  Um  die  Begriffe  zu  fixiren,  denken  wir  uns  die  Punkte  B  und 
B^  fest  bleibend,  aber  das  ganze  System  von  Strahlbüscheln  in  B  um 
einen  beliebigen  Winkel  d  und  das  ganze  System  von  Strahlbüscheln 
in  B^  um  einen  Winkel  d^  gedreht,  wo  d  und  d^  ihrer  Grösse  und 
Drehrichtung  nach  gegeben  sind-,  alsdann  entsteht  durch  diese  beiden 
Drehungen  (von  denen  auch  eine  z.  B.  d^  =  0  sein  könnte)  aus  BB^  und 
dem  von  31  beschriebenen  Strahlbüschel  (P)  ein  Kegelschnittbüschel  mit 
den  vier  Grundpunkten  BB^tp.  Es  ist  zuvörderst  ersichtlich,  dass 
in  dem  Kegelschnittbüschel  drei  Linienpaare  (besondere  Hyperbeln) 
vorkommen;  denn  unter  den  durch  P  gehenden  Strahlen  51  befindet 
sich  einmal  auch  der  Strahl  PjB;  die  beiden  perspectivischen  Strahl- 
büschel in  B  und  B^  welche  ihn  zum  perspectivischen  Durchschnitt 
haben,  befinden  sich  in  der  eigenthümlichen  Lage,  welche  wir  die 
parabolische  (S.  73)  genannt  haben,  indem  allen  Strahlen  des  Strahl- 
büschels in  B^  der  einzige  Strahl  BP  in  dem  Strahlbüschel  B  und 
allen  Strahlen  des  Strahlbüschels  B  der  einzige  Strahl  B^B  des  Strahl- 
büschels Bi  entspricht;  nach  der  Drehung  um  die  Winkel  S  und  d^ 
werden  diese  beiden  besonderen  Strahlbüschel  einen  Kegelschnitt  er- 
zeugen, dessen  Punkte  auf  den  beiden  Geraden  Bp  imd  B^c  liegen, 
also  ein  Linienpaar;  in  gleicher  Weise  wird  aus  dem  besonderen  durch 
P]^   gehenden  Strahl  2t   ein  Kegelschnitt,   welcher  sich  in  das  Linien- 
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paar  Bip  und  i?e  auflöst.  Wir  bemerken  endlich,  dass  vor  der  Drehung 
um  die  Winkel  d  und  d^  zwei  besondere  Strahlen,  welche  mit  der 
Verbindungslinie  BB^  in  entgegengesetztem  Drehungssiime  die  resp. 
Winkel  d  und  d^  bildeten  und  sich  in  einem  Punkte  s  trafen,  nach 
der  Drehung  auf  einander  fallen  müssen;  wir  sehen  hieraus,  dass  aus  BB^^ 
und  demjenigen  Strahl  St,  welcher  durch  s  geht,  also  Fe,  ein  Kegelschnitt 
wird,  der  wiederum  in  ein  Linienpaar  zerfällt,  weil  die  ^eiden  ihn  er- 
zeugenden projectivischen  Strahlbüschel  auch  nach  der  Drehung  per- 
spectivisch  werden;  folglich  enthält  das  Kegelschnittbüschel  noch  ein 
drittes  Linienpaar  5  J5j  und  pc.  Aus  allen  übrigen  Geraden  St  werden 
aber  allgemeine  Kegelschnitte,  und  wir  wollen  nachsehen,  wie  viel 
Hyperbeln,  Parabeln,  Ellipsen  unter  ihnen  vorkommen. 

Hierzu  müssen  wir  diejenigen  Punkte  in  der  Ebene  aufsuchen, 
welche  nach  der  Drehung  in  die  Unendlichkeit  fallen;  alle  Punkte  im 
Unendlichen  der  Ebene  liegen  auf  der  Geraden  G^  oder  sind  die  Durch- 
schnittspunkte entsprechender  Strahlen  zweier  projectivisch-gleicher  und 
gleichlaufender  Strahlbüschel,  welche  sich  in  perspectivischer  Lage 
befinden  (S.  77);  vor  der  Drehung  müssen  zwei  solche  in  B  und  B^ 
placirte  Strahlbüschel  einen  Kreis  erzeugen  (S.  106);  alle  Punkte  dieses 
Kreises  gehen  also  nach  der  Drehung  in  die  Unendlichkeit,  oder  viel- 
mehr die  beiden  diesen  Kreis  erzeugenden  Strahlbüschel  werden  nach 
der  Drehung  perspectivisch,  erzeugen  also  ein  Linienpaar,  dessen  einer 
Theil  BB^  und  dessen  anderer  Theil  G^  ist.  Dieser  Kreis,  welchen 
wir  kurzweg  den  „Drehkreis"  nennen  wollen,  ist  leicht  zu  ermitteln; 
er  wird  offenbar  durch  die  drei  Punkte  BB^  und  s  gehen  und  durch 
dieselben  bestimmt  sein;  s  ist  aber  derjenige  Punkt,  in  welchem  sich 
zwei  Strahlen  durch  B  und  B^  schneiden,  welche  nach  der  Drehung 
auf  BB^  zusammenfallen,  die  also  um  die  Winkel  d  und  d^  zurück- 
gedreht erscheinen,  und  e  ist  derjenige  Punkt,  in  welchem  sich  zwei 
Strahlen  durch  B  und  B^  nach  der  Drehung  trefi'en,  welche  vor  der 
Drehung  in  dem  Strahle  BB^^  vereinigt  waren;  daher  liegen  e  und  s 
symmetrisch  zu  der  Geraden  BB^.  Ist  der  Drehkreis  ermittelt,  so 
wird  aus  einem  solchen  Strahle  St,  welcher  ihn  in  zwei  reellen  Punkten 
schneidet,  eine  Hyperbel,  weil  die  beiden  Schnittpunlde  nach  der  Drehung 
in  die  Unendlichkeit  fallen,  aus  denjenigen  Strahlen  St,  welche  den 
Drehkreis  berühren,  je  eine  Parabel  und  aus  allen  Strahlen  St,  welche 
ihn  nicht  treffen,  Ellipsen;  ferner  kommt  unter  den  Strahlen  St  ein 
einziger  vor,  der  durch  den  Mittelpunkt  des  Drehkreises  geht;  aus 
diesem  wird  eine  gleichseitige  Hyperbel,  weil  die  unendlich-entfernten 
Punkte  derselben  unter  einem  rechten  Winkel  erscheinen. 

Liegt  daher  der  Punkt  P  ausserhalb  des  Drehkreises,   so  gieht  es 
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untev  dem  Büschel  von  Kegelschnitten  unendlich  viele  Ellipsen,  unendlich 
viele  Hyperhein  und  nur  mvei  Paraheln,  welche  diese  leiden  Gruppen  von 
einander  trennen;  unter  den  Hyperbeln  kommt  nur  eine  einzige  gleich- 
seitige vor.  Wir  bemerken  noch  einen  besondern  Fall:  Da  nämlich 
alle  Punkte 7  die  im  Unendlichen  liegen,  in  B  und  B^^  zwei  gleiche 
und  gleichlaufende  projectivische  Strahlbüschel  hervorrufen,  also  nach 
der  Drehung  Punkte  eines  bestimmten  Kreises  werden,  welcher  zu  dem 
Drehkreise  symmetrisch  liegt  in  Bezug  auf  die  Axe  BB^,  so  folgt, 
dass,  wenn  P  im  Unendlichen  liegt,  allemal  die  vier  Grundpunkte  des 
Kegelschnittbüschels  auf  einem  Kreise  liegen  müssen;  wenn  aber  P 
im  Unendlichen  liegt,  so  sind  die  beiden  aus  ihm  an  den  Drehkreis 
zu  legenden  Tangenten  parallel,  ihre  Berührungssehne  erscheint  also 
von  B  (oder  J5J  aus  unter  einem  rechten  Winkel.  Aus  diesen  beiden 
Tangenten  werden  nach  der  Drehung  zwei  Parabeln,  deren  unendlich- 
entfernte Punkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen, 
und  dies  Verhalten  findet  auch  umgekehrt  statt:  Wenn  die  Berührungs- 
punkte zweier  Tangenten  des  Drehkreises  unter  rechtem  Winkel  von 
B  (oder  B^  aus  erscheinen,  so  liegt  ihr  Schnittpunkt  im  Unendlichen. 
Wir  schliessen  also: 

Wenn  in  einem  Kegelschnittbüschel  mit  vier  reellen  GrundpunJcten 
swei  Parabeln  vorkommen,  deren  unendlich-entfernte  Punkte  in  zwei  zu 
einander  rechtwinkligen  Bichtungen  liegen,  so  liegen  allemcd  die  vier  Grund- 
punkte des  Büschels  auf  einem  Kreise.     Oder: 

L^t  mcm  durch  drei  Punkte  zivei  Parabeln,  deren  Axen  auf  einander 
senkrecht  stehen,  so  schneid&n  sich  dieselben  noch  in  einem  vierten  Punkte, 
welcher  mit  den  drei  gegebenen  auf  einem  Kreise  liegt.     Oder: 

Zwei  Parabeln,  deren  Axen  auf  einander  senkrecht  stehen,  treffen 
sich  im  Allgemeinen  in  vier  Punkten,  ivelche  auf  einem  Kreise  liegen. 

Liegt  andererseits  P  innerhalb  des  Drehkreises,  so  besteht  das  Büschel 
aus  lauter  Hyperbeln,  unta- denen  sich  nur  eine  gleichseitige  findet]  weil  in 
diesem  Falle  alle  durch  P  gezogenen  Strahlen  §1  den  Drehkreis  in  zwei 
reellen  Punkten  treffen.  Liegt  endlich  P  auf  dem  Drehkreise  selbst,  so 
kommt  in  dem  Büschel  nur  eine  einzige  Parabel  vor,  d.  h.  zwei  zusammen- 
fallende, alle  übrigen  Kegelschnitte  desselben  sind  Hyperbeln.  Ist  ins- 
besondere der  Punkt  P  gerade  der  Mittelpunkt  des  Drehkreises,  so 
werden  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  gleichseitige  Hyperbeln;  es 
giebt  also  ein  besonderes  Kegelschnittbüschel,  welches  aus  laider  gleich- 
seitigen Hyperbeln  besteht.  Suchen  wir  die  gewonnenen  Resultate  in 
der  Weise  umzugestalten,  dass  wir  von  dem  Drehkreise  abstrahiren 
können  und  nur  die  das  Kegelschnittbüschel  bestimmenden  vier  Grund- 
punkte   als    gegeben    annehmen.     Lassen    wir   zu    diesem   Behuf   den 
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Punkt  P  alle  möglichen  Lagen  innerhalb   des  Drehkreises  annehmen. 
Da  die  Kreisfläche  durch  das  Dreieck  BB^s  (Fig.  62)  in  vier  Stücke 


Fig.  62. 


zerschnitten  wird,  nämlich  das  Dreieck  und  die  drei  Segmente  über 
den  Seiten  desselben,  so  wird  1)  wenn  P  innerhalb  der  Dreiecks- 
fläche BB^s  liegt,  nach  der  Drehung  der  Punkt  p  in  das  Dreieck 
BBj^t  hineinfallen;  2)  wenn  P  in  dem  Kreissegmente  über  Bs  liegt, 
so  wird  der  Punkt  p  nach  der  Drehung  in  demjenigen  Scheitelraume 
liegen,  welchen  die  Geraden  .B^ 5  und  B^t  begrenzen  und  der  ausser- 
halb des  Dreiecks  PP^^e  liegt;  denn  von  zwei  Strahlen  B^P  und  BP, 
welche  nach  einem  in  diesem  Kreissegmente  liegenden  Punkt  P  hin- 
gehen, fällt  nach  der  Drehung  der  erste  noth wendig  in  diesen  Winkel- 
raum, un(J  der  zweite  in  den  Winkelraum,  welchen  die  Geraden  BB^ 
und  die  Tangente  in  B  nach  der  Drehung  begrenzen;  die  letztere 
wird  aber  parallel  P^e;  beide  Winkelräume  haben  nun  gemeinsam 
denjenigen  Scheitelraum  des  Winkels  BBit,  welcher  ausserhalb  des 
Dreiecks  liegt;  3)  wenn  P  in  dem  Kreissegmente  über  B^s  liegt,  so 
fällt  nach  der  Drehung  aus  gleichem  Grunde  p  in  denjenigen  Scheitel- 
raum des  Winkels  B^Bi,  welcher  ausserhalb  dieses  Dreiecks  liegt, 
und  endlich  4)  wenn  P  in  dem  Kreissegmente  über  BB^  angenommen 
wird,  so  muss  nach  der  Drehung  p  nothwendig  in  denjenigen  Scheitel- 
raum des  Winkels  B^B^  hineinfallen,  welcher  ausserhalb  dieses  Dreiecks 
liegt,  weil  die  Tangenten  in  B  und  B^  nach  der  Drehung  mit  P^e 
und  Pe  parallel  werden.  Liegt  daher  P  überhaupt  innerhalb  des 
Drehkreises,  so  muss  nach  der  Drehung  p  in  einen  der  vier  mit  (h) 
in  der  Figur  bezeichneten  Räume,  nämlich  die  Dreiecksfläche  BB^t 
und  die  drei  unendlichen  Winkelräume  an  den  Ecken  des  Dreiecks 
hineinfallen;  liegt  dagegen  P  ausserhalb  des  Drehkreises,  so  muss  p 
in  einen  der  drei  übrigen  mit  (e)  bezeichneten,  den  Dreiecksseiten  an- 
liegenden unendlichen  Räume  hineinfallen;  die  ganze  unendliche  Ebene 
wird  nämlich  durch  die  Seiten  des  Dreiecks  BB^t  in  7  Räume  zer- 
schnitten, von  denen  die  vier  mit  (Ji)  bezeichneten  die  hyperbolischen, 
die  drei  mit  (e)  bezeichneten  die  elliptischen  genannt  werden  können. 
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Befindet  sich  mm  der  vierte  Grundpunkt  p  des  Büschels  in  einem  der 
drei  elliptischen  Räume,  so  liegen  die  vier  Grundpunkte  so,  dass  jeder 
sich  ausserhalb  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  befindet, 
oder  sie  bilden  ein  convexes  Viereck;  liegt  dagegen  p  in  einem 
der  vier  hyperbolischen  Räume,  so  haben  die  vier  Grundpunkte  die 
charakteristische  Lage,  dass  einer  nothwendig  innerhalb  des  von  den 
drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  findet,  oder  sie  bilden  ein  con- 
caves  Viereck.     Wir  schliessen  hieraus  folgenden  Satz: 

Wenn  die  vier  GrundpunMe  eines  Kegelschnitthüschels  so  liegen,  dass 
jeder  ausserhalb  des  von  den  drei  andern  gebildeten  DreiecJcs  sich  befindet 
(d.  h,  wenn  sie  ein  convexes  Viereck  bilden),  so  zerfallen  die  Kegel- 
schnitte des  Büschels  in  eine  Gruppe  von  Ellipsen,  eine  Gruppe  von 
Hypei"beln  und  zivei  Parabeln,  ivelche  die  Uebergänge  von  der  einen 
Gruppe  zur  andern  bilden;  unter  den  Hyperbeln  Jcommt  nur  eine  einzige 
gleichseitige  und  drei  Linienpaare  vor.  Wenn  dagegen  die  vier  Grund- 
punkte des  Kegelschmttbüscliels  so  liegen,  dass  einer  innerhalb  des  von 
den  drei  andern  gebildeten  DreiecJcs  sich  befindet  _(d.  h.  wenn  sie  ein  con- 
caves  Viereck  bilden),  so  bestehen  die  Kegelschnitte  des  Büschels  aus 
lauter  Hypo'beln  und  unter  diesen  kommen  im  Allgemeinen  nur  eine  ein- 
zige gleichseitige  Hyperbel  und  drei  Linienpaare  vor. 

Einer  der  beiden  vorigen  Fälle  muss,  wie  wir  gesehen  haben, 
immer  eintreten;  im  letzten  Falle  kann  insbesondere  nach  dem  Vorigen 
der  Punkt  p  so  liegen,  dass  alle  Hyperbeln  des  Büschels  gleichseitige 
werden,  wenn  nämlich  P  gerade  der  Mittelpunkt  des  Drehkreises  ist; 
es  ist  leicht  zu  erkennen,  welche  eigenthümliche  Lage  die  vier  Grund- 
punkte des  Büschels  zu  einander  haben  müssen,  damit  dieser  specielle 
Fall  eintrete.  Aus  der  Figur  geht  nämlich  hervor,  wenn  M  der  Mittel- 
punkt des  Drehkreises  ist,  welcher  nach  der  Drehung  in  die  Lage  m 
kommt  (Fig.  62),  dass: 

L BMB,  =  2d  +  2dl,  aigo  i_  MBB,  =  L  MB,B  =  90°  —  (J  —  d^  ist, 
daher  wird  L  B^Bm  =  90«  —  d^  und    L  BB^m  =  90*^  —  d,  also 

LBmB,  =^d  -\-d\ 

also  liegt  der  Punkt  m  auf  dem  Drehkreise. 
Nun  ist  aber: 

LzBm  =  90*^  —  d^  —  d     und 
/.  e^^m  =  90«  —  d  —  d% 
folglich   steht    B  e    auf  B^^m  senkrecht  und  B^t  auf  Bm,   d.  h.  e  ist 
der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  BB^m   oder,   was    dasselbe    sagt:   Die 
vier  Punkte  BB^zm  liegen  so,  dass  jeder  von  ihnen  der  Höhenpunkt 
des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist.     Dies  war  allerdings 
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auch  durch  folgendes  Raisonnement  Yorherzusehen:  Aus  einem  durch 
M,  den  Mittelpunkt  des  Drehkreises,  gehenden  Strahl  51  wird  noth- 
wendig  eine  gleichseitige  Hyperbel  nach  der  Drehung ,  weil  diejenigen 
Punkte,  welche  ins  Unendliche  gehen,  unter  einem  rechten  Winkel 
von  B  oder  B^  aus  erscheinen;  gehen  zwei  Strahlen  51  durch  M,  so 
ist  der  Punkt  P  mit  M  identisch ,  also  sämmtliche  5t  gehen  durch  M^ 
mithin  werden  aus  sämmtlichen  Kegelschnitten  des  Büschels  gleich- 
seitige Hyperbeln,  insbesondere  auch  aus  den  drei  Linienpaaren  des 
Büschels,  welche  specielle  Hyperbeln  sind  und  daher  aus  je  zwei  zu 
einander  rechtwinkligen  Strahlen  bestehen  müssen;  wir  schhessen  also: 
„Wenn  zwei  Seitenpaare  eines  vollständigen  Vierecks  zwei  Paare  recht- 
winkliger Strahlen  sind,  so  ist  auch  das  dritte  Seitenpaar  zu  einander 
rechtwinklig",  was  nur  in  anderer  Form  der  bekannte  Elementarsatz 
ist:  „Die  drei  Höhen  eines  Dreiecks  schneiden  sich  in  einem  Punkte", 
da  eine  Dreiecksseite  und  die  zugehörige  Höhe  ein  Seitenpaar  des- 
jenigen vollständigen  Vierecks  sind,  welches  von  den  Dreiecksecken 
und  dem  Höhenpunkt  gebildet  wird.  Wir  können  also  folgenden  Satz 
aussprechen: 

Wenn  die  vier  Gmndptmkte  eines  Kegelschnitthüschels  so  liegen,  dass 
einer  (jeder)  der  Höhetipunlct  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks 
ist,  so  bestellen  die  Kegelschnitte  des  Büschels  ans  lauter  gleichseitigen 
Hyperbeln,  von  denen  drei  besondere  die  drei  su  einander  rechtwinhligen 
Seitenpaare  dieses  vollständigen  Vierecics  sind. 

Oder  auch: 

Alle  gleichseitigen  Hyperbeln,  ivelche  demselben  Dreieck  umschrieben 
sifid,  gellen  gldchmtig  durch  den  Hohenpunkt  dieses  Dreiecks. 

Hieraus  folgt  beiläufig  eine  Eigenschaft  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel, welche  eine  gewisse  Analogie  mit  der  bekannten  Grundeigen- 
schaft des  Kreises  darbietet: 

Begegnet  von  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen,  welche  sich 
in  o  schneiden,  der  eine  einer  gleichseitigen  Hyperbel  in  den  Funkten  a 
und  a^,  der  andere  in  b  und  b^,  so  ist  immer 

oa  .  oa^ -\- ob  .  ob^  =  0 , 
d.  h.  es  ist  das  Produkt  der  Abschnitte  auf  dem  einen  Schenkel  des  rechten 
Winkels  gleich  dem  Product  der  Abschnitte  auf  dem  andern;  aber  die 
Schnittpunkte  liegen  so,  dass  zwei  auf  derselben  Seite  von  o  sich  finden 
und  die  beiden  andern  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  o;  denn  die  vier 
Funkte  aa^bb^  liegen  immer  so,  dass  jeder  der  Hohenpunkt  des  von  den 
drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist. 

Das  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln,  welche  einem  Dreieck  um- 
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schrieben  sind  und  zugleich  durch«den  Höhenpunkt  des  Dreiecks  gehen, 
besitzt  unter  andern  folgende  bemerkenswerthe  Eigenschaft,  welche, 
als  besonderer  Fall  einer  später  zu  erweisenden  allgemeinen  Eigen- 
schaft, schon  hier  vorausgeschickt  werden  mag: 

Das  von  den  drei  Ecken  des  Dreiecks  und  dem  Hölienpunkt  ge- 
bildete vollständige  Viereck  hat  zu  seinem  Diagonaldreiecke  xyz,  das 
von  den  drei  Fusspunkten  der  Höhen  gebildete  Dreieck,  weil  jede 
Seite  und  die  darauf  senkrecht  stehende  Höhe  ein  Seitenpaar  des  voll- 
ständigen Vierecks  bilden.  Dieses  Dreieck  xyB  ist  aber  ein  Tripel  con- 
jugirter  Punkte  für  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  (S.  147);  denken 
wir  uns  um  dasselbe  einen  Kreis  gelegt,  so  muss  dieser  (S.  185)  alle 
Kreise  rechtwinklig  schneiden,  welche  die  Ortskreise  der  Scheitel  der 
den  Kegelschnitten  des  Büschels  umschriebenen  rechten  Winkel  sind; 
und  da  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  gleichseitige  Hyperbeln  sind, 
für  die  jener  Ortskreis  sich  immer  auf  einen  Punkt,  den  Mittelpunkt 
der  gleichseitigen  Hyperbel  reducirt,  so  muss  der  um  xys  gelegte 
Kreis  die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln  des  Büschels 
enthalten.  Er  geht  also  insbesondere  auch  durch  die  Mitten  der  sechs 
Seiten  unseres  vollständigen  Vierecks  d.  h.  durch  die  Mitten  der  Seiten 
des  Dreiecks  und  die  Mitten  der  oberen  Abschnitte  der  Höhen  (Ver- 
bindungslinien des  Höhenpunkts  mit  den  Ecken);  also: 

Die  MittelpunMe  aller  gleichseitigen  Hyperhein,  ivelche  einem  Dreieck 
umsclirieben  iverclen  Jconnen,  liegen  auf  einem  Kreise,  der  durch  die  Fuss- 
inmlite  der  Höhen,  die  Mitten  der  Seiten  und  die  Mitten  der  drei  oberen 
Abschnitte  auf  den  Höhen  hindurchgeht  (Feuerbach' s  Kreis,  Neunpunkt- 
kreis). Die  Eigenschaft,  dass  die  genannten  neun  Punkte  auf  einem 
Kreise  liegen,  ist  aus  den  Elementen  bekannt  und  leicht  auf  elemen- 
tarem Wege  zu  beweisen*). 

Der  schon  vorhin  erwähnte  Fall,  dass  P  auf  der  Peripherie  des 
Drehkreises  liegt,  führt  zu  einem  Büschel  von  lauter  Hyperbeln, 
welches  nur  eine  einzige  Parabel  enthält,  denn  in  diesem  Falle  geht 
der  Punkt  p,  einer  der  vier  Grundpunkte,  in  die  Unendlichkeit  und 
durch  vier  Punkte,  von  denen  einer  im  Unendlichen  liegt,  ist  nur  eine 
einzige  Parabel  möglich,  weil  die  unendlich- entfernte  Gerade  Tangente 
der  Parabel  ist;  alle  übrigen  Kegelschnitte  eines  solchen  Büschels 
sind  aber  offenbar  Hyperbeln  und  die  Gruppe  Ellipsen  verschwindet 
in  diesem  Falle. 


*)  Vergl.  /.  Steiner:  Die  geometrischen  Construetionen,  ausgeführt  mittelst  der 
geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises,  Berlin  1833,  S.  53;  und  Neumann' s  Math. 
Annalen,  Bd.  VII,  S.  517:  Detr  Feuerhach\ch.Q  Satz  von  den  Berührungskreisen  def^ 
ebenen  Dreiecks  von  H.  Schröter. 
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§.  40.    Charakteristisclie  Eigenschaft  des  Kegelsclmittbüscliels  und 
einige  Folgerungen  aus  derselben. 

Die  in  dem  vorigen  Paragraphen  gegebene  Entstehungsweise  des 
Kegelschnittbüschels  führt  zu  einer  charakteristischen  Eigenschaft  des- 
selben, welche  häufig  benutzt  wird;  denken  wir  uns  nämlich  eine  be- 
liebige gerade  Linie  (Transversale)  in  der  Ebene  des  Kegelschnitt- 
büschels, so  wird  dieselbe  von  jedem  Kegelschnitt  des  Büschels  im 
Allgemeinen  in  zwei  Punkten  x,  |  getroffen,  welche  ein  Punktsystem 
bilden.  In  der  That,  seien  BB^tp  die  vier  Grundpunkte  des  Büschels 
und  £  die  gegebene  Transversale,  so  können  wir  uns  in  B  und  B^ 
zwei  perspectivische  Strahlbüschel  denken,  welche  ß  zu  ihrem  per- 
spectivischen  Durchschnitt  haben  und  ausserdem  in  B  und  B^  die 
Mittelpunkte  je  zweier  projectivischer  Strahlbüschel,  welche  allemal 
einen  Kegelschnitt  des  Büschels  erzeugen.  Denken  wir  uns  dann  die 
ganze  Gruppe  von  Strahlbüschelpaaren  in  B  und  B^  so  um  die  Mittel- 
punkte BB^  herumgedreht,  dass  Bt  und  B^t  zusammenfallen,  so  wird 
aus  dem  Kegelschnittbüschel  ein  einfaches  Strahlbüschel  {%)  um  den 
Mittelpunkt  P  und  der  Strahl  BB^-,  aus  der  Geraden  2  wird  aber  ein 
Kegelschnitt  Ä^^>,  da  die  beiden  vor  der  Drehung  perspectivischen  Strahl- 
büschel, welche  2  erzeugten,  jetzt  im  Allgemeinen  nicht  mehr  per- 
spectivisch  liegen  werden;  die  beiden  Schnittpunkte  x  und  |  irgend 
eines  Kegelschnitts  K^^'>  des  Büschels  mit  der  Transversale  2  gehen 
daher  in  die  Schnittpunkte  x^i}  eines^  Strahles  ?I  mit  dem  Kegel- 
schnitt ^^^^  über;  lässt  man  nun  51  das  ganze  Strahlbüschel  um  P  durch- 
laufen, so  werden  nach  einem  auf  Seite  151  bewiesenen  Satze  Bx^  und 
P|^  (oder  auch  B^x^  und  P^l^)  ein  Strahlsystem  beschreiben,  welches 
also  auch  vor  der  Drehung  ein  Strahlsystem  gewesen  sein  muss;  die 
Punkte  x  und  |  bilden  daher  ein  Punktsystem,  und  wir  erhalten  den 
allgemeinen  Satz: 

Jede  Gerade  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitthüschels  wird  von  den 
Kegelschnitten  desselben  in  Punktpaaren  getroffen,  ivelclie  die  conjugirten 
Funkte  eines  BunMsystems  sind. 

Einen  speciellen  Fall  dieses  Satzes  haben  wir  bereits  auf  Seite  66 
bewiesen;  wir  erhalten  denselben,  wenn  wir  aus  dem  Kegelschnitt- 
büschel die  drei  Linienpaare  .herausnehmen;  die  dort  aufgesuchte  Be» 
dingung,  wann  das  Punktsystem  elliptisch  und  wann  es  hyperbolisch 
ist,  kommt  uns  hier  zu   Statten: 

Sobald  von  dm  vier  Grundpunkten  des  Büschels  eine  ungerade  An- 
zahl zu  beiden  Seiten  von  der  Transversale  liegt,  ist  das  Punktsystem  auf 
derselben  elliptisch;  liegt  eine  gerade  Anzahl  zu  beiden  Seiten,  so  ist  das 
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Punktsystem  hyperlolisch ,  falls  nämlich  die  vier  Grundpunkte  so  gelegen 
sind,  dass  jeder  ausserhalb  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks 
sich  befindet.  Liegen  dagegen  die  yier  Grundpunkte  so,  dass  einer  von 
ihnen  in  dem  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreieck  enthalten  ist,  so 
findet  das  Umgekehrte  statt:  Das  Punktsystem  auf  der  Transversale  ist 
hyperbolisch,  ivenn  eine  ungerade  Anzahl  von  den  vier  Grundpunkten  des 
Süschels,  dagegen  elliptisch,  wenn  eine  gerade  Anzahl  zu  beiden  Seiten 
der  Transversale  liegt. 

Diese  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels,  jede  Transversale  in 
einem  Punktsystem  zu  schneiden,  charakterisirt  dasselbe  und  unter- 
scheidet es  von  andern  Gruppen  von  Kegelschnitten;  sie  lässt  sich 
auch  so  umkehren: 

Alle  Kegelschnitte,  welche  durch  drei  feste  Punkte  und  ausserdem 
durch  je  zwei  conjugirte  Punkte  eines  gegebenen  Punktsystems  gehen,  laufen 
noch  durch  einen  vierten  festen  Punkt  und  bilden  also  ein  Kegelschnitt- 
büschel. 

Denken  wir  uns  nämlich  diese  Kegelschnitte  durch  Paare  von 
Strahlbüscheln  erzeugt,  welche  in  zwei  von  den  drei  festen  Punkten 
BBj^  und  e,  nämlich  in  B  und  B^,  ihre  Mittelpunkte  haben,  und 
auch  die  Gerade  2,  welche  der  Träger  des  gegebenen  Punktsystems 
ist,  durch  zAvei  perspectivische  Strahlbüschel  in  B  und  i?^  hervor- 
gerufen, und  drehen  das  ganze  Gebilde  so,  dass  Bt  und  B^t,^  auf 
einander  fallen,  so  werden  aus  sämmtlichen  Kegelschnitten  Gerade 
und  aus  2  ein  Kegelschnitt  ^^^^;  diese  Geraden  müssen  aber  sämmtlich 
durch  einen  festen  Punkt  laufen,  weil  die  Strahlenpaare  von  B  (oder 
B^)  nach  den  Schnittpunkten  jeder  solchen  Geraden  mit  dem  Kegel- 
schnitt ^(^)  ein  Strahlsystem  bilden  (S.  151);  folglich  müssen  denn  auch, 
wenn  wir  wieder  zurück  drehen,  die  Kegelschnitte  durch  einen  vierten 
festen  Punkt  laufen. 

Die  obige  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels  führt  uns  zur 
Lösung  der  Aufgabe:  „Einen  Kegelschnitt  zu  construiren,  welcher  durch 
vier  gegebene  Punkte  geht  und  eine  gegebene  Gerade  zur  Tangente  hat''; 
da  nämlich  alle  durch  die  vier  Punkte  gelegten  Kegelschnitte  auf  der 
Geraden  Paare  conjugirter  Punkte  eines  Punktsystems  bestimmen  und, 
falls  die  Gerade  Tangente  sein  soll,  die  beiden  Schnittpunkte  zusam- 
menfallen müssen,  so  werden  die  Asymptotenpunkte  dieses  Punkt- 
systems die  Berührungspunkte  zweier  Kegelschnitte  sein,  welche  den 
Bedingungen  der  Aufgabe  genügen.  Die  Aufgabe  lässt  also  im  All- 
gemeinen zwei  Lösungen  zu,  und  wir  sind  im  Stande,  nicht  allein 
aus  der  Lage  der  vier  Punkte  zu  der  Geraden  über  die  Realität  dieser 
Lösungen  zu  entscheiden  (je  nachdem  eine  gerade  oder  ungerade  An- 
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zahl  von  Punkten  zu  beiden  Seiten  der  Geraden  liegt,  giebt  es  zwei 
reelle  Lösungen  der  Aufgabe  oder  keine),  sondern  aucli  die  beiden 
Kegelschnitte,  wenn  sie  reell  vorhanden  sind,  selbst  zu  construiren, 
indem  wir  die  Asymptotenpunkte  eines  bekannten  Punktsystems  er- 
mitteln. 

Das  Punktsystem  wird  bestimmt  durch  die  Schnittpunkte  zweier 
Seitenpaare  des  von  den  vier  gegebenen  Punkten  gebildeten  vollstän- 
digen Vierecks.  Die  Asymptotenpunkte  zu  finden  kommt  dann  auf 
eine  (§.  14  und  15)  allgemein  gelöste' Aufgabe  hinaus. 

Hieran  knüpft  sich  die  aus  derselben  Eigenschaft  des  Kegelschnitt- 
büschels herzuleitende  Lösung  der  Aufgabe:  „Einen  Kegelschnitt  zu 
construiren,  welcher  durch  drei  gegebene  Funlctc  geht  und  zivei  gegebene 
Gerade  zu  Tangenten  hat'';  lässt  man  nämlich  von  den  vier  Grund- 
punkten eines  Kegelschnittbüschels  zwei  zusammenfallen  und  die  beiden 
andern  auch  zusamenfallen ,  so  erhält  man  ein  Büschel,  dessen  Kegel- 
schnitte sich  alle  in  denselben  beiden  festen  Punkten  berühren;  die 
Tangenten  in  diesen  beiden  gemeinschaftlichen  Berührungspunkten 
nehmen  die  Stelle  eines  der  drei  Linienpaare  aus  dem  Büschel  ein, 
die  beiden  andern  Linienpaare  fallen  zusammen  in  die  gemeinschaft- 
liche Berühruugssehne  sämmtlicher  Kegelschnitte  des  Büschels;  ein 
so  eigenthümlich  gestaltetes  Büschel  wird  nun  auch  von  einer  beliebi- 
gen Transversale  in  einem  Punktsystem  geschnitten,  und  dies  muss 
immer  ein  hyperbolisches  sein,  wie  aus  der  besonderen  Lage  der  vier 
Grundpunkte  hervorgeht;  wir  können  auch  sofort  einen  Asymptoten- 
punkt desselben  bestimmen;  ein  solcher  ist  nämlich  der  Schnittpunkt 
der  Transversale  mit  der  Berührungssehne,  weil  diese  als  ein  zu- 
sammengefallenes Linienpaar  anzusehen  ist  oder  als  ein  besonderer 
Kegelschnitt,  dessen  beide  Schnittpunkte  mit  .der  Transversale  ver- 
einigt sind;  dies  ist  daher  ein  Asymptotenpunkt  des  Punktsystems; 
das  gemeinschaftliche  Tangentenpaar  trifft  ausserdem  die  Transversale 
in  zwei  conjugirten  Punkten  desselben  Punktsystems,  und  wir  schliessen 
hieraus  den  Satz:  Ein  beliebiges  Tangentenpaar  eines  Kegelschnitts 
und  die  Berührungssehne  desselben  treffen  irgend  eine  Transversale 
in  der  Ebene  in  einem  Punktpaar  aa  und  einem  Punkte  g;  die  Trans- 
versale triff't  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  bß-,  alsdann  ist  immer 
g  ein  Asymjjtotenpunkt  desjenigen  Punktsystems,  von  welchem  acc 
und  bß  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  sind.  Diese  allerdings  auch 
unmittelbar  aus  den  Polarbeziehungen  des  Kegelschnitts  hervorgehende 
Eigenschaft  löst  die  vorgelegte  Frage. 

Seien  nämlich  2üB^  die  beiden  gegebenen  Geraden,  welche  den  ge- 
suchten Kegelschnitt  berühren,  und  ABC  die  drei  Punkte,  durch  welche 
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er  gehen  soll,  so  ziehe  man  AB,  merke  die  Schnittpunkte  yy^  dieser  Ge- 
raden mit  den  gegebenen  SS^ ;  durch  die  Paare  AB  und  yy^  als  conjugirte 
Punkte  wird  ein  Punktsystem  bestimmt,  dessen  Asymptotenpunkte  er- 
mittelt werden  müssen;  sie  seien  g  und  7i;  ebenso  ziehe  man  zweitens  AC, 
merke  die  Schnittpunkte  ßß^  dieser  Geraden  mit  den  beiden  gegebenen  Sß^ ; 
betrachte  AC  und  ßß^  als  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  eines  Punkt- 
systems und  bestimme  dessen  Asymptotenpunkte  g'Ji  .  Zieht  man  nun 
eine  Verbindungslinie  zweier  solcher  Asymptotenpunkte  aus  dem  einen 
und  dem  andern  Paar,  so  muss  dieselbe  jedjp  der  beiden  Geraden  £  und 
£j  in  zwei  solchen  Punkten  treffen,  welche  die  Berührungspunkte 
eines  durch  ABC  gehenden  und  £2j_  berührenden  Kegelschnitts  sind; 
da  aber  die  vier  Punkte  gJi  und  g'h'  ausser  durch  die  beiden  Geraden 
AB  und  AC  auf  vier  Arten  verbunden  werden  können,  nämlich  durch 
die  Geraden  gg  ,  hJi ,  gh' ,  hg  ,  so  giebt  es  im  Allgemeinen  vier  Kegel- 
schnitte, tvclche  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen  und  zwei  gegebene 
Gerade  berühren.  Zögen  wir  noch  BC,  bestimmten  die  Schnittpunkte 
cca^  mit  den  Geraden  SS^  und  ermittelten  die  Asymptotenpunkte  g'li' 
des  durch  die  Punktpaare  BC  und  aa^  bestimmten  Punktsystems,  so 
müssten  dieselben  auf  den  vorhin  gefundenen  vier  Geraden  liegen, 
weil  der  gesuchte  Kegelschnitt  durch  jene  schon  vollkommen  bestimmt 
ist;  also  die  6  Punkte  ghg'h' g"1h'  können  sich  nur  auf  vier  Geraden 
schneiden,  sind  daher  die  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits :  es  muss 
also  g"  =  {gg  ,  hh'),  h"  =  (gh\  hg')  sein  und  es  ist  A  =  (gh,  g'h') 
B  =  (gh,  g'h")  C  ==  (g'h' ,  g'h"),  d.  h.  ABC  das  Diagonaldreieck  des 
vollständigen  Vierseits,  was  sich  auch  als  besonderer  Satz  aussprechen 
lässt.  Aus  der  im  Vorigen  erhaltenen  Lösung  geht  hervor,  dass  ent- 
weder alle  vier  Kegelschnitte,  welche  der  Aufgabe  genügen,  reell  vor- 
handen sind  oder  keiner,  dass  ersteres  nur  stattfindet,  wenn  von  den 
auf  AB,  AC,  BC  bestimmten  Punktsystemen  zwei,  folglich  auch  das 
dritte  hyperbolisch  sind,  letzteres  dagegen,  wenn  eines  dieser  Punkt- 
systeme elliptisch  ist,  woraus  zugleich  hervorgeht,  dass  noch  ein 
zweites  elliptisch  sein  muss,  denn  wären  die  beiden  andern  hyperbo- 
lisch, so  müsste  auch  das  erstere  hyperbolisch  sein.  Die  Betrachtung 
aller  möglichen  Lagen  der  Punkte  ABC  zu  den  beiden  Geraden  22^ 
zeigt,  dass  von  den  drei  Punktsystemen  auf  den  Geraden  AB,  AC, 
BC  entweder  alle  drei  hyperbolisch  oder  eines  hyperbolisch  und  zwei 
elliptisch  sein  müssen;  im  ersten  Falle  sind  die  vier  Kegelschnitte, 
welche  der  Aufgabe  genügen,  reell,  im  zweiten  imaginär. 

Die  beiden  noch  übrigen  Fälle,  wenn  zur  Construction  eines 
Kegelschnitts  gegeben  sind:  a).  drei  Tangenten  und  zwei  Punkte, 
b)  vier  Tangenten  und  ein  Punkt,   werden  durch  die  polare  Neben- 
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betrachtung  in  gleicher  Weise,  wie  die  beiden  oben  behandelten,  ge- 
löst, und  es  finden  sich  im  Allgemeinen  bei  a)  vier  Lösungen,  bei 
b)  zwei  Lösungen  der  Aufgabe;  die  nähere  Ausführung  darf  füglich 
unterbleiben,  weil  sie  der  obigen  ohne  jede  Schwierigkeit  nachgebildet 
werden  kann.  Auch  die  Lösung  der  mitunter  sich  darbietenden  Auf- 
gabe: „  Wenn  von  zwei  in  der  Ebene  gegebenen  Kegelschnitten  drei  ge- 
meinschaftliche Funkte  bekannt  sind,  den  vierten  zu  finden",  ergiebt  sich 
leicht  aus  dem  Vorigen;  seien  abc  die  drei  bekannten  gemeinschaft- 
lichen Punkte  und  ausserdem  de  zwei  Punkte  des  einen  Kegelschnitts 
K,  welche  denselben  bestimmen,  d^e-^^  zwei  Punkte  des  andern  Kegel- 
schnitts K^,  so  ziehe  man  die  Verbindungslinie  dd^  und  bestimme  auf 
ihr  die  beiden  übrigen  Schnittpunkte  dd^  der  gegebenen  Kegelschnitte 
KK^  vermittelst  des  Pasm^schen  Satzes;  die  Paare  d,  8\  d^,  d^  bestimmen 
ein  Punktsystem,  welches  von  sämmtlichen  Kegelschnitten  desjenigen 
Büschels,  dem  K  und  K^  angehören,  auf  diesem  Träger  ausgeschnitten 
wird;  also  auch  die  Linienpaare  dieses  Büschels  treffen  in  conjugirten 
Punkten  jenes  Punktsystems;  trifft  also  bc  die  Verbindungslinie  dd^ 
in  I  und  ist  der  conjugirte  Punkt  von  |  in  dem  bekannten  Punkt- 
system X,  so  ist  ax  eine  gemeinschaftliche  Secante  beider  Kegel- 
schnitte; trifft  ca  die  Gerade  dd^  in  t]  und  ist  der  conjugirte  Punkt 
des  Punktsystems  y,  so  ist  auch  by  eine  gemeinschaftliche  Secante, 
folglich  der  Schnittpunkt  (ax,  by)  der  gesuchte  vierte  gemeinschaft- 
liche Punkt  beider  Kegelschnitte;  dieser  könnte  auch  dadurch  gefunden 
werden,  dass  wir  den  andern  Schnittpunkt  eines  der  beiden  Kegel- 
schnitte K  (oder  K^  mit  der  Geraden  ax  bestimmen;  suchen  wir  noch 
den  Schnittpunkt  t,  von  ab  und  dd^  und  seinen  conjugirten  z,  so  geht 
auch  cz  durch  den  gesuchten  vierten  gemeinschaftlichen  Punkt  beider 
Kegelschnitte,  worin  ein  Satz  enthalten  ist.  (Sind  von  den  Punkten 
abc  zwei  imaginär,  so  tritt  eine  Modification  in  die  Auflösung  der 
Aufgabe,  welche  nach  der  auf  S.  146  gemachten  Bemerkung  leicht  zu 
finden  ist.) 

Auf  derselben  charakteristischen  Eigenschaft  des  Kegelschnitt- 
büschels beruht  die  Lösung  der  Aufgabe:  Wenn  von  zwei  in  der  Ebene 
gegebenen  Kegelschnitten  zwei  gemeinschaftliche  Funkte  bekannt  sind,  die 
beiden  übrigen  zu  finden.  Seien  ab  die  bekannten  gemeinschaftlichen 
Punkte  der  beiden  Kegelschnitte  KK^  und  ausserdem  vom  ersten  drei 
Punkte  cde,  vom  andern  c^d^e^  zu  seiner  Bestimmung  gegeben;  dann 
ziehe  man  cc^,  bestimme  die  Schnittpunkte  yy^  der  Kegelschnitte  KK^ 
mit  der  Geraden  cc^;  die  Punktpaare  c,  y;  q,  y^  bestimmen  das  Punkt- 
system des  Büschels  (K,  Ä^);  in  gleicher  Weise  ziehe  man  dd^  und 
bestimme  die  übrigen  Schnittpunkte  dd^  mit  den  Kegelschnitten  KK^\ 
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die  Paare  d,  d;  d-^,  ö^  bestimmen  ein  zweites  Punktsystem  auf  dd^\ 
trifft  nun  die  Grerade  ah  die  cc^  in  §  und  ddy  in  if},  und  sind  x  und  y 
die  conjugirten  Punkte  in  den  bekannten  Punktsystemen,  so  ist  xy 
eine  gemeinschaftliche  Secante  der  Kegelschnitte  KK^^,  mid  ihre  Schnitt- 
punkte mit  einem  derselben  sind  mithin  die  gesuchten  gemeinschaft- 
lichen Punkte  beider  Kegelschnitte. 

Dieselbe  Betrachtung,  welche  im  Anfange  dieses  Paragraphen  zu 
der  charakteristischen  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels,  von  jeder 
Transversale  in  einem  Punktsystem  geschnitten  zu  werden,  geführt 
hat,  lässt  sich  noch  erweitern;  denken  wir  uns  nämlich  einen  Kegel- 
schnitt ^  und  zwei  Punkte  JB  und  B^^  als  die  Mittelpunkte  zweier  ihn 
erzeugenden  projectivischen  Strahlbüschel:  ausserdem  ein  beliebiges 
Strahlbüschel  (P)  in  der  Ebene,  dessen  Strahlen  Sl  den  Kegeschnitt  ^ 
in  je  zwei  Punkten  treffen,  welche  mit  B  verbunden  ein  Strahlsystem 
in  dem  Punkte  B  liefern  (S.  151);  fassen  wir  endlich  den  Strahl  % 
als  den  perspectivischen  Durchschnitt  zweier  projectivischen  Strahl- 
büschel mit  den  Mittelpunkten  B  und  B^  auf  und  drehen  nun  das 
ganze  System  von  Strahlbüschelpaaren  in  B  und  B^  um  beliebige 
Drehwinkel,  so  wird  aus  dem  Strahlbüschel  (P)  ein  Kegelschnitt- 
büschel von  vier  Punkten  BB^tp,  aus  dem  Kegelschnitt  ^  ein  ge- 
wisser anderer  Kegelschnitt  ^^  (vorhin  drehten  wir  dergestalt,  dass 
^^  in  ein  Linienpaar  zerfiel);  jeder  Kegelschnitt  K  des  Büschels  wird 
von  ^^  in  zwei  Punkten  geschnitten,  welche  vor  der  Drehung  die 
Schnittpunkte  des  Strahles  5t  mit  dem  Kegelschnitt  ^  waren;  da  diese 
mit  B  verbunden  zwei  Strahlen  gaben,  welche  ein  Strahlsystem  bilden, 
so  wird  dasselbe  auch  nach  der  Drehung  stattfinden  müssen;  der  Kegel- 
schnitt Ä^  geht  nun  selbst  durch  den  Punkt  B  (und  P^);  das  Strahl- 
system in  B  trifft  ihn  daher  in  Punktpaaren,  deren  Verbindungslinien 
durch  einen  festen  Punkt  laufen  müssen  (S.  151);  wir  erhalten  also 
folgenden  Satz: 

Legt  man  durch  zwei  von  den  vier  GrundpiinJcten  eines  Kegelschnitt- 
MscJiels  einen  beliebigen  Kegelschnitt,  so  hat  derselbe  mit  jedem  Kegel- 
schnitte des  Büschels  im  Allgemeinen  noch  zwei  Punkte  gemein,  deren 
Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  läuft;  dieser  feste  Punkt  liegt 
auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  Grundpunkte  des  Büschels. 

Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  verdient  noch  bemerkt  zu 
werden;  wenn  nämlich  der  Kegelschnitt,  welcher  durch  zwei  Grund- 
punkte des  Büschels  gelegt  wird,  insbesondere  ein  Linienpaar  ist 
(was  jederzeit  eintritt,  sobald  der  Kegelschnitt  Ä  aus  zwei  Geraden 
besteht,  deren  eine  durch  P,  die  andere  durch  P^  geht,  wo  dann  die 
beiden  diesen  Kegelschnitt  erzeugenden  Strahlbüschel  in  dem  sogenannten 
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parabolischen  Fall  projectivischer  Beziehung  sich  befinden,  Seite  73), 
so  wird  die  eine  durch  B  gehende  Gerade  das  Kegelsfchuittbüschel  in 
einer  Punktreihe  treffen,  welche  projectivisch  ist  mit  derjenigen  Punkt- 
reihe, in  welcher  die  andere  durch  B^  gehende  Gerade  von  dem 
Kegelschnittbüschel  getroffen  wird,  und  diese  beiden  Punktreihen 
müssen  perspectivisch  liegen.  Also:  Jede  Gerade,  welche  durch  einen 
der  vier  Grundpunkte  eines  Kegelschnitthüschels  Jiindurchgeht  ^  wird  von 
den  Kegelschnitten  des  Büschels  (ausserdem)  in  einer  Punktreihe  getroffen; 
irgend  zwei  solcher  Punktreihen  sind  allemal  projectivisch  rücksichtlich 
derjenigen  Schnittpunkte,  welche  derselbe  Kegelschnitt  auf  ihnen  bestimmt, 
und  sie  liegen  perspectivisch,  wenn  die  Träger  derselben  durch  verschiedene 
Grundpunkte  des  Büschels  laufen.  Alle  diese  Punktreihen  sind  projec- 
tivisch mit  demjenigen  Strahlbüschel  (P),  aus  welchem  das  Kegel- 
schnittbüschel entstanden  gedacht  werden  kann,  und  auch  projectivisch 
mit  jedem  der  vier  Strahlbüschel,  welche  von  den  Tangenten  der 
Kegelschnitte  des  Büschels  in  einem  der  vier  Grundpunkte  gebildet 
werden;  denn  letztere  sind,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  mit  dem  Strahl- 
büschel (P)  projectivisch  (indem  wir  berücksichtigen,  dass  die  Tan- 
genten in  B  diejenigen  Strahlen  sind,  welche  dem  gemeinsamen  Strahl 
B^B  für  alle  Beziehungen  entsprechen). 

Gehen  dagegen  zwei  Gerade  durch  denselben  Grundpunkt  B  des 
Büschels,  so  sind  die  durch  die  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  des 
Büschels  auf  ihnen  fixirten  Punktreihen  offenbar  auch  projectivisch,  liegen 
aber  nicht  mehr  perspectivisch,  weil  ein  Kegelschnitt  des  Büschels,  welcher 
die  erste  Gerade  in  B  berührt,  nicht  gleichzeitig  die  andere  berühren 
kann,  also  in  dem  Schnittpunkte  der  beiden  Geraden  nicht  zwei  ent- 
sprechende Punkte  vereinigt  sind.  Die  Verbindungsstrahlen  aller  ent- 
sprechenden Punkte  werden  daher  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  welcher 
ausser  den  Trägem  der  beiden  Punktreihen,  wie  leicht  einzusehen  ist, 
die  drei  Seiten  desjenigen  Dreiecks  zu  Tangenten  haben  muss,  welches 
von  den  drei  übrigen  Grundpunkten  des  Büschels  gebildet  wird;  mit- 
hin haben  wir  den  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  der  vier  Grundpunkte  des  Büschels  irgend 
zwei  Gerade,  so  treffen  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  dieselben  in  je 
zwei  Punkten,  deren  Verbindungslinie  einen  Kegelschnitt  umhüllt.  Dieser 
Kegelschnitt  berührt  die  beiden  angenommenen  Geraden  selbst  und  ist 
ausserdem  dem  Dreiecke  einbeschrieben,  welches  von  den  drei  übrigen 
Grundpunkten  des  Büschels  gebildet  wird. 

Dieser  Satz  ist  nur  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeineren,  zu 
welchem  wir  gelangen,  wenn  wir  durch  einen  der  vier  Grundpunkte 
des  Büschels   einen   beliebigen   Kegelschnitt   Ä^^^    anstatt   des   Linien- 
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paares  hindurcblegen.  Obgleich  dieser  Satz  später  aus  allgemeineren 
Betrachtungen  unmittelbar  hervortritt,  so  lässt  er  sich  auch  hier  in 
folgender  Art  ableiten: 

Seien  PÄBC  die  vier  Grundpunkte  des  Kegelschnittbüschels, und  sei 
durch  einen  derselben  P  ein  beliebiger  aber  fester  Kegelschnitt  ^^^^  ge- 
legt; möge  irgend  ein  Kegelschnitt  K^^^  des  Büschels  den  ^(^^  in  den  vier 
Punkten  Fxyz  treffen,  so  kann  ich  Fxy2  als  die  vier  Grundpunkte 
eines  neuen  Büschels  auffassen,  von  Avelchem  ^'^'  und  ^^'^^  zwei  Indivi- 
duen sind.  Die  Verbindungslinie  A  B  wird  von  diesem  neuen  Büschel 
in  einem  Punktsystem  geschnitten,  von  welchem  AB  ein  Paar  con- 
jugirter  Punkte,  die  beiden  Schnittpunkte  cy  der  Geraden  AB  mit 
dem  festen  Kegelschnitt  Ä^^)  ein  zweites  Paar  conjugirter  Punkte  sind, 
und  da  durch  diese  beiden  Paare  das  ganze  Punktsystem  bestimmt 
ist,  so  bleibt  es  unverändert  dasselbe,  wenn  wir  den  Kegelschnitt  K^^^^ 
des  gegebenen  Büschels  verändern;  ein  drittes  Punktpaar  ist  nun  das- 
jenige Paar  Schnittpunkte,  welches  von  den  Geraden  Fx  und  y z  auf 
AB  ausgeschnitten  wird.  Verändern  wir  aber  den  Kegelschnitt  K^'^^  in 
dem  gegebenen  Büschel,  so  verändert  sich  dies  dritte  Paar  und  durch- 
läuft mithin  sämmtliche  Paare  conjugirter  Punkte  eines  festen  Punkt- 
systems auf  AB.  Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  {Bx,  AB)  =  x^ 
und  {yz,  AB)  =  li,  so  sind  x-^i,^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  eines 
bekannten  Punktsystems  und  durchlaufen  also  bei  der  Veränderung 
von  K^'^'^  zwei  zu  einander  projectivische  Punktreihen  (S.  52)  auf  der- 
selben Geraden  AB.  Nehmen  wir  andererseits  die  Gerade  AC,  so 
gilt  für  sie  ganz  dieselbe  Betrachtung;  wird  also  der  Schnittpunkt 
{Bx,  AC)  =  X2  und  (yz,  AC)  =  I2  bezeichnet,  so  durchlaufen  auch 
X2  und  §2  zwei  projectivische  Punktreihen  auf  dem  Träger  AC,  weil 
sie  conjugirte  Punkte  eines  bestimmten  festen  Punktsystems  sind;  da 
aber  die  Punktreihen  x^^  und  x^  perspectivisch  liegen  in  dem  von  Px 
beschriebenen  Strahlbüschel,  so  müssen  die  von  ^^  und  I2  durchlaufe- 
nen Punktreihen  projectivisch  sein,  also  ihre  Verbindungslinie,  d.  h. 
yz  muss  einen  Kegelschnitt  umhüllen,  welcher  zugleich  die  Geraden  AB 
und  AC  berührt;  derselbe  Kegelschnitt  wird  zugleich  von  den  Ver- 
bindungslinien xz  und  xy  umhüllt,  denn  die  Strahlen  Py  und  xz 
treffen  AB  in  zwei  conjugirten  Punkten  desselben  oben  ermittelten 
Punktsystems  auf  AB  und  auch  ^C  in  zwei  conjugirten  Punkten  des 
zweiten  auf  AC  festen  Punktsystems;  es  trifft  also  auch  xz  die  Träger 
AB  und  AC  iü.  zwei  entsprechenden  Punkten  der  beiden  auf  ihnen 
befindlichen  Punktreihen  1^  und  I2  7  ^^^  dasselbe  gilt  von  xy.  Die 
Seiten  des  mit  dem  Kegelschnitt  £'^^  veränderlichen  Dreiecks  xyz  um- 
hüllen daher  einen  und  denselben  Kegelschnitt,  welcher,  wie  unmittel- 
ste ine  r,  Vorlesungen  II.    2.  Aufl.  16 
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bar  einleuchtet,  nicht  nur  AB  und  ÄC ,  sondern  auch  BC  berührt 
(weil  die  sechs  Seiten  zweier  einem  Kegelschnitt  einbeschriebenen 
Dreiecke  selbst  einen  andern  Kegelschnitt  berühren,  S.  129).  Wir 
haben  hiernach  folgenden  Satz: 

Wenn  man  durch  einen  der  vier  GnmdpunJcte  eines  Kegelschnitt- 
hüscJwls  einen  Miehigm  (festen)  Kegelschnitt  liindurchlegt ,  so  hat  der- 
selbe mit  jedem  Kegelschnitte  des  Büschels  im  Allgemeinen  noch  drei 
andere  PtmJite  gemein,  tvelche  ein  DreiecJc  bilden;  die  Seiten  dieser  sämmt- 
licJien  Dreiecke  umhüllen  einen  und  denselben  neuen  Kegelschnitt,  welche)' 
zugleich  demjenigen  Breieclc  einbeschrieben  ist,  dos  von  den  drei  übrigen 
Grundpunkten  des  Büschels  gebildet  ivird. 

Dieser  Satz,  welcher  in  dem  besonderen  Fall,  dass  der  durch 
einen  der  vier  Grundpunkte  gelegte  Kegelschnitt  in  ein  Linienpaar 
zerfällt,  auf  den  vorhin  bewiesenen  zurückkommt,  lässt  sich  auch  in 
etwas  anderer  Form  so  aussprechen: 

Wenn  drei  Kegelschnitte  einen  Punkt  gemein  haben,  so  hahen  je 
zwei  derselben  im  Allgemeinen  noch  drei  andere  Funkte  gemein,  tvelche 
ein  Dreieck  bilden;  die  neun  Seiten  der  hierdurch  erJialtenen  drei  Drei- 
ecke berühren  einen  und  denselben  Kegelschnitt.     Oder  umgekehrt: 

Wenn  einem  Kegelschnitt  drei  Dreiecke  umschrieben  iverden,  so  liegen 
die  sechs  Ecken  je  zweier  derselben  allemal  auf  einem  neuen  Kegelschnitt 
(S.  129);  die  auf  diese  Weise  erhaltenen  drei  neuen  Kegelschnitte  laufen 
dtirch  einen  und  denselben  Punkt. 

Die  Richtigkeit  dieser  Umkehrung  ist  ohne  Schwierigkeit  einzu- 
sehen. Der  allgemeinste  Satz,  welcher  aus  der  Verbindung  eines 
Kegelschnittbüschels  mit  einem  beliebig  liegenden  Kegelschnitt  hervor- 
geht, kann  erst  später  aufgesucht  werden  (§.  63).    - 

Anmerkung.  Es  ist  in  den  vorigen  Sätzen  stillschweigend 
vorausgesetzt  worden,  dass  zwei  Kegelschnitte  vier  gemeinschaftliche 
Schnittpunkte  haben;  es  ist  nun  zwar  umgekehrt  nachgewiesen,  dass 
durch  vier  Punkte  der  Ebene  zwei  Kegelschnitte  (und  zugleich  ein 
ganzes  Büschel)  gehen;  auch  ist  es  an  sich  klar,  dass  zwei  Kegel- 
schnitte nicht  mehr  als  vier  gemeinschaftliche  Punkte  haben  können, 
denn  hätten  sie  fünf  Punkte  gemein,  so  würden  sie  identisch  Zusammen- 
fallen, weil  fünf  Punkte  den  Kegelschnitt  vollständig  und  eindeutig 
bestimmen  (S.  99);  ^es  ist  aber  unentschieden,  ob  zwei  Kegelschnitte 
immer  vier  reelle  Schnittpunkte  haben?  Diese  Frage  wird  im  Folgen- 
den erledigt  werden,  wo  es  sich  zeigen  wird,  dass  zwei  Kegelschnitte 
entweder  vier  oder  zwei  oder^ceine  reellen  Schnittpunkte  haben;  trotzdem 
sagen  wir,  zwei  Kegelschnitte  haben  im  Allgemeinen  vier  Schnittpunkte, 
von  denen  zwei  oder  auch  alle  vier  imaginär  sein  können  (§.  54  und  62). 
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§.  41.    Andere  Entstehungsart  des  Kegelschnittbüschels. 

Denken  wir  uns  von  einem  Kegelschnittbüscliel  mit  den  vier  Grund- 
punkten AB  CD  ein  beliebiges  Individuum  K^^^i  durch  zwei  Strahlbüschel 
erzeugt,  deren  eines  seinen  Mittelpunkt  in  B  und  das  andere  seinen  Mittel- 
punkt in  einem  beliebigen  Punkte  X  des  Kegelschnitts  K^^'^  hat,  so 
haben  wir  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  dieser  beiden  erzeugenden 
Strahlbüschel:  BC  und  XC,  BD  und  XD,  BA  und  XA.  Halten  wir  nun 
die  Gerade  XA  fest,  verändern  aber  X  auf  ihr,  so  entstehen  successive 
sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels,  und  von  den  beiden  projecti- 
vischen  Strahlbüscheln,  welche  jeden  solchen  Kegelschnitt  erzeugen, 
ist  das  eine  B  absolut  unverändert,  das  andere  verändert  seinen  Mittel- 
punkt auf  einer  festen  Geraden  AX,  geht  aber  beständig  durch  eine 
feste  Punktreihe  auf  der  Geraden  CD ,  welche  mit  dem  Strahlbüschel 
in  B  projectivisch  ist;  die  drei  oben  angegebenen  Strahlenpaare  be- 
stimmen nämlich  die  projectivische  Beziehung  jenes  Strahlbüschels 
mit  dieser  Punktreihe,  und  diese  drei  Paare  entsprechender  Elemente 
bleiben  bei  der  Bewegung  von  X  unverändert.  Wir  können  also  um- 
gekehrt folgende  neue  Entstehungsweise  des  Kegelschnittbüschels  aus- 
sprechen: 

In  der  Ehene  ist  ein  festes  Strahlbüschel 
B  (ahc. .  X  . .) 
und  eine  Gerade  5t  als  Träger  einer  festen  mit  dem  Strahlbüschel  jyro- 
jectivischen  Punktreihe  (abc...j..)  gegeben  und  es  bewegt  sich  ein  ver- 
änderlicher Punkt  X  auf  einer  gegebenen  Geraden  ÖJ  als  Mittelpunkt 
eines  mit  der  Punldreihe  perspectivischcn  Strahlbüschels  X  (oBcb..j..); 
dann  wird  jedesmal  von  den  beiden  xwojectivischen  Strahlbüscheln  (B) 
und  (X)  ein  Kegelschnitt  erzeugt;  alle  diese  Kegelschnitte  gehen  durch 
vier  feste  PunMe  und  bilden  also  ein  Kegelschnittbüschel. 

Die  Richtigkeit  hiervon  erhellt  unmittelbar  aus  der  Umkehrung  der 
vorigen  Betrachtung,  denn  die  in  der  angegebenen  Weise  construirten 
Kegelschnitte  gehen  zunächst  sämmtlich  durch  den  festen  Punkt  B, 
sodann  durch  die  beiden  Doppelpunkte  C  und  D  derjenigen  beiden 
auf  dem  Träger  51  befindlichen  projecti  vi  sehen  Punktreihen,  deren 
eine  die  gegebene  (a6c..J..)  ist,  und  deren  andere  durch  das  feste 
Strahlbüschel  B  {abc..x..)  auf  St  ausgeschnitten  wird,  endlich  noch 
durch  einen  vierten  festen  Punkt  A,  denjenigen  nämlich,  in  welchem 
die  Gerade  @  von  einem  Strahle  des  Strahlbüschels  {B)  getroffen 
wird,  welcher  entsprechend  ist  dem  einzigen  Punkte  der  Punktreihe 
auf  St,  der  zugleich  auf  (S  liegt.  Diese  reelle  Construction  der  sämmt- 
lichen  Kegelschnitte  eines  Büschels  liefert  nicht  nur  das  Kegelschnitt- 

16* 
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büscliel  mit  vier  reellen  Grundpunkten,  wie  die  frühere  (§.  39),  son- 
dern auch  ein  Kegelschnittbüschel,  von  dem  nur  zwei  Grundpunkte 
reell  und  die  beiden  andern  imaginär  sind.  Die  Grundpunkte  Ä  und 
B  sind  nämlich  der  Natur  der  Construction  zufolge  immer  reell  vor- 
handen; die  Punkte  C  und  D  sind  aber  die  Doppelpunkte  zweier  auf 
einander  liegender  projectivischer  Punktreihen  auf  dem  Träger  31, 
deren  eine  die  gegebene  (abc  . .  J  . .)  ist  und  die  andere  durch  das 
gegebene  Strahlbüschel  JB  (ahc  .  .  x  .  .)  auf  5(  ausgeschnitten  wird. 
Ob  diese  beiden  zusammenliegenden  projectivischen  Punktreihen  reelle 
Doppelpunkte  haben  oder  nicht,  hängt  von  der  Natur  ihrer  projecti- 
vischen Beziehung  ab  (S.  42).  Wir  können  die  das  Kegelschnitt- 
büschel bestimmenden  Gebilde  offenbar  so  annehmen,  dass  einmal  die 
Doppelpunkte  reell  werden,  das  andere  Mal  nicht,  und  beide  Gruppen 
von  Kegelschnitten  werden  denselben  Namen  des  Kegelschnittbüschels 
beanspruchen  können,  denn  alle  Eigenschaften,  welche  der  einen  zu- 
kommen, müssen  unter  der  Modalität,  dass  gewisse  Elemente  imagi- 
när werden,   in  gleicher  Weise  auch  der  andern  zukommen. 

Wir  begnügen  uns  hier  damit,  aus  der  neuen  Entstehungsart 
des  Kegelschnittbüschels,  welche  auch  zu  einem  Büschel  mit  zwei 
reellen  und  zwei  imaginären  GrundpunJcten  führt,  die  charakteristische 
Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels  herzuleiten,  dass  jede  Transver- 
sale der  Ebene  durch  dasselbe  in  einem  Punktsysteme  geschnitten  wird. 
Denken  wir  uns  nämlich  eine  beliebige  Transversale  %  in  der  Ebene, 
und  werde  dieselbe  von  dem  Strahlbüschel  B  {ahc  .  .  x  .  .)  in  einer 
Punktreihe  a^h^C^^  .  . .  ^^  .  .  geschnitten,  so  sind  die  beiden  Punktreihen 
auf  %  und  21  projectivisch  und  die  Verbindungslinie  jj^  wird  daher 
einen  Kegelschnitt  ^^^'>  umhüllen,  welcher  selbst  %  und  21  berührt.  Um 
die  Schnittpunkte  eines  beliebigen  Kegelschnitts  K^^'>  des  Büschels  mit 
der  Transversale  X  zu  ermitteln,  haben  wir  solche  zwei  Strahlen  Xj 
und  X  zu  ermitteln,  welche  sich  auf  %  schneiden,  d.  h.  wir  haben  aus 
X  an  den  eben  ermittelten  Kegelschnitt  ^^^^  das  Tangentenpaar  zu 
legen;  die  Schnittpunkte  dieser  beiden  Tangenten  mit  der  Transversale 
%  werden  zugleich  die  Schnittpunkte  derselben  mit  dem  Kegelschnitt 
K^^'>  sein;  nun  ist  aber  X  selbst  eine  Tangente  des  Kegelschnitts  Ä'^^ 
und  es  gilt  der  Satz  (S.  152),  dass,  wenn  man  aus  den  Punkten  X 
einer  Geraden  @  die  Tangentenpaare  an  einen  Kegelschnitt  Ä^^^  legt, 
irgend  eine  feste  Tangente  %  desselben  allemal  in  den  Punktpaaren 
eines  Punktsystems  von  jenen  Tangentenpaaren  getroffen  wird;  folg- 
lich wird  die  beliebige  Transversale  %  von  den  Kegelschnitten  ^^^> 
des  Büschels  in  Punktpaaren  getroffen,  welche  Paare  conjugirter  Punkte 
eines  Punktsystems   sind,  w.  z.  b.  w.     Diese  Eigenschaft   findet  jetzt 
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also    ganz    unabhängig    davon    statt,    ob  das  Kegelschnittbüschel  vier 
reelle  Grundpunkte  hat  oder  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre. 

Sobald  das  Kegelschnittbüschel  vier  reelle  Grundpunkte  hat, 
kommen,  wie  wir  bereits  von  anderer  Seite  her  wissen,  drei  Linien- 
paare unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  vor;  dasselbe  zeigt  sich 
auch  hier;  denn  seien  C  und  D  die  beiden  reellen  Doppelpunkte  der 
in  31  auf  einander  liegenden  projectivischen  Punktreihen,  so  leuchtet 
ein,  dass  für  einen  solchen  Punkt  X^  auf  G,  welcher  in  der  Linie 
BC  sich  befindet,  die  beiden  den  Kegelschnitt  des  Büschels  erzeugen- 
den Strahlbüschel  perspectivisch  werden,  der  Kegelschnitt  selbst  also 
in  ein  Linienpaar  zerfällt;  dasselbe  gilt  für  denjenigen  Punkt  X,,',  in 
welchem  BD  die  Gerade®  trifft.  Diese  beiden  Linienpaare  existiren 
aber  nicht,  wenn  die  Doppelpunkte  C  und  D  der  beiden  in  2(  zu- 
sammenliegenden projectivischen  Punktreihen  imaginär  sind.  Es 
kommt  aber  noch  ein  drittes  Linienpaar  vor,  welches  der  Lage 
Xq"  des  Schnittpunktes  von  (55  mit  Sl  entspricht.  In  diesem  Falle 
tritt  die  schon  oft  gefundene  parabolische  Lage  ein  und  der  Kegel- 
schnitt löst  sich  in  die  beiden  Geraden  BÄ  und  St  auf. 
Bieses  Linienpaar  bleibt  bestehen,  auch  wenn  die  Doppelpunkte  auf 
dem  Träger  %  nicht  reell  sind.  Wir  schliessen  hieraus:  In  einem 
Kegelschnittbüschel  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  Grund- 
punkten giebt  es  nur  ein  reelles  Linienpaar,  und  dasselbe  besteht  aus 
der  Verbindungslinie  der  beiden  reellen  Grundpunkte  und  einer  be- 
stimmten anderen  Geraden  51,  welche  als  die  Verbindungslinie  der 
beiden  imaginären  Grundpunkte  aufgefasst  werden  kann  und  ideelle 
gemeinschaftliche  Secante  genannt  wird. 

Nimmt  man  irgend  zwei  Kegelschnitte  K  und  K^  des  Büschels 
als  gegeben  an,  und  haben  dieselben  die  beiden  reellen  Punkte  Ä  und 
B  gemein,  so  sind  wir  im  Stande,  die  andere  gemeinschaftliche  Se- 
cante, d.  h.  den  andern  Theil  des  Linienpaares,  dessen  einer  die  reelle 
gemeinschaftliche  Secante  AB  ist,  zu  construiren,  unabhängig  da- 
von, ob  diese  eine  reelle  oder  ideelle  gemeinschaftliche  Secante  ist; 
denn  wegen  der  charakteristischen  Eigenschaft  des  Büschels  haben 
wir  nur  nöthig,  auf  einer  beliebigen  Transversale  %  die  Schnitt- 
punktpaare a  und  a,  a^  und  a^  der  Kegelschnitte  K  und  K^  zu 
merken  und  in  dem  Punktsystem,  welches  durch  die  beiden  Paare 
conjugirter  Punkte  aa  und  a^a^  bestimmt  wird,  denjenigen  Punkt  6 
zu  bestimmen,  welcher  dem  Schnittpunkte  s  der  Geraden  AB  mit  % 
conjugirt  ist;  alle  Punkte  (?,  welche  wir  auf  diese  Weise  construiren, 
müssen  auf  einer  bestimmten  Geraden  %  liegen,  welche  die  gesuchte 
ist;    die    Construotion    eines    Punktes    6  geht  aus  §.  16  unzweideutig 
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hervor  entweder  vermittelst  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  oder 
der  bekannten  Relationen  für  die  Involution  von  sechs  Punkten. 

Diese  Construction  kann  linear  so  ausgeführt  werden: 

Sind  von  dem  Kegelschnitt  K  die  Punkte  ABpqr  und  von  dem 
Kegelschnitt  E}  die  Punkte  ABp^q^r^  gegeben,  so  ziehe  man  pp^ 
und  ermittele  die  andern  Schnittpunkte  nii^  mit  den  Kegelschnitten 
KK^.,  trifft  pp^  die  Gerade  AB  in  s,  und  ist  0  der  conjugirte  Punkt 
zu  s  in  demjenigen  Punktsystem,  welches  durch  die  beiden  Paare  con- 
jugirter  Punkte  pn  und  p'-n^  bestimmt  wird,  so  liegt  a  auf  der  ge- 
suchten Geraden.  Verfährt  man  also  mit  der  Geraden  qq^  ebenso  wie 
mit  pp^,  so  erhält  man  einen  zweiten  Punkt  derselben,  und  sie  ist 
durch  diese  beiden  Punkte  schon  bestimmt; '  aber  man  kann  natürlich 
auch  mehr  Punkte  von  ihr  finden  und  erhält  dadurch  neue  Sätze. 

Wir  können  uns  auch  anstatt  der  Transversale  %  eines  be- 
liebigen Kegelschnitts  bedienen,  welcher  nur  durch  A  und  B  geht. 
Sei  ^  ein  solcher  Kegelschnitt,  welcher  durch  A  und  B  geht,  übrigens 
aber  ganz  willkürlich  ist;  möge  er  den  Kegelschnitt  K  in  zwei  Punkten 
treffen,  deren  Verbindungslinie  33  sei,  und  K^  in  zwei  Punkten,  deren 
Verbindungslinie  33^  sei,  so  wird  der  Schnittpunkt  (35,  33^)  auf  det 
Geraden  %  liegen;  denn  bezeichnen  wir  ihn  mit  6  und  ziehen  durch 
a  eine  Transversale  %,  welche  K  in  a  und  a,  lO  in  a^  und  a^  trifft, 
und  die  Gerade  AB  in  s,  endlich  den  Kegelschnitt  Ä  in  Z>  und  ß,  so 
sind  erstens  aa,  hß  und  s6  drei  Punktpaare  eines  Punktsystems, 
zweitens  auch  «^a^,  l)ß  und  sö;  beide  Punktsysteme  müssen  identisch 
sein,  weil  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  dieselben  sind:  hß  und  sö] 
folglich  sind  auch  aa,  a^a^  und  S6  drei  Paare  conjugirter  Pimkte  dieses 
Punktsystems;  also  liegt  ö"  auf  der  andern  gemeinschaftlichen  Secante 
%  der  beiden  Kegelschnitte  K  und  Ä^;  wir  können  mithin  folgenden 
Satz  aussprechen: 

Haben  irgend  drei  Kegelschnitte  zwei  reelle  Punkte  gemeinschaftlich 
oder  eine  reelle  gemeinschaftliche  Secante,  so  hahe^i  je  zivei  derselben  alle- 
mal noch  eine  zweite  (reelle  oder  ideelle)  genieinschafiliclie  Secante  (die 
Verbindungslinie,  der  beiden  übrigen  Schnittpunhlc) ;  die  auf  diese  Weise 
erJialtenen  drei  geraden  Linien  laufen  durch  einen  Punld. 

Hierdurch  ist  ein  einfaches  Mittel  gegeben,  die  ideelle  gemein- 
schaftliche Secante  zweier  Kegelschnitte,  welche  nur  zwei  reelle  Schnitt- 
punkte haben,  zu  construiren;  sind  nämlich  K  und  K^  die  beiden 
gegebeneu  Kegelschnitte,  welche  die  reellen  Schnittpunkte  A  und  B 
haben,  so  lege  man  durch  A  und  B  einen  beliebigen  Kegelschnitt  ^, 
der  K  in  zwei  andern  Punkten  trifft  und  E?  ebenfalls ;  die  beiden  Ver- 
bindungslinien dieser  je   zwei  Punkte   treffen  sich  ih  einem  Punkte  <S 
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derjenigen  Geraden  St-,  welche  die  gesuchte  (ideelle)  gemeinschaftliche 
Secante  der  gegebenen  Kegelschnitte  K  und  lO  ist;  es  reicht  also 
hin,  einen  zweiten  Punkt  0  vermittelst  eines  andern  Kegelschnitts  Ä^ 
zu  construiren^  um  die  Gerade  %  zu  erhalten.  Halten  wir  den  Kegel- 
schnitt ^  fest  und  verändern  K,  indem  wir  ihn  sämmtliche  Kegel- 
schnitte des  Büschels  durchlaufen  lassen,  so  bleibt  der  Punkt  6  fest 
und  wir  erkennen  hieraus  die  Gültigkeit  eines  in  §.  40  für  den  Fall 
eines  Kegelschnittbüschels  mit  vier  reellen  Grundpunkten  bewiesenen 
Satzes  auch  in  dem  Falle,  dass  nur  zwei  Grundpunkte  reell  und  die 
beiden  andern  imaginär  sind   (S.  239). 

Die  Bestimmung  der  Gattung  der  einzelnen  Kegelschnitte,  welche 
in  dem  Büschel  vorkommen,  ist  bei  der  hier  zu  Grunde  gelegten  Ent- 
stehungsart nicht  schwieriger,  wie  bei  der  in  §.  30  gegebenen.  Um 
zu  entscheiden,  ob  em  Kegelschnitt  des  Büschels  Ellipse,  Hyperbel 
oder  Parabel  ist,  haben  wir  nur  nachzusehen,  wie  oft  in  den  beiden 
projectivischen  Strahlbüscheln,  welche  ihn  erzeugen,  zwei  entsprechende 
Strahlen  parallel  laufen;  denken  wir  uns  daher  zu  jedem  Strahl  x  des 
festen  Strahlbüschels  {B)  eine  Parallele  durch  den  entsprechenden 
Punkt  j  der  gegebenen  Punktreihe  {%)  gezogen,  so  wird  diese  Parallele 
die  Gerade  (55  in  einem  solchen  Punkte  X  treffen,  dass  Xg  und  x 
zwei  entsprechende  parallele  Strahlen  sind,  also  der  Kegelschnitt,  wel- 
cher dieser  Lage  von  X  entspricht,  einen  unendlich-entfernten  Punkt 
hat.  Nun  umhüllen  aber  alle  diese  Parallelen,  welche  durch  die 
Punkte  j;  den  Strahlen  x  parallel  gezogen  werden,  eine  bestimmte 
Parabel  P^^^,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  denn  die  Strahlen  ic  des 
Strahlbüschels  {B)  treffen  die  unendlich-entfernte  Gerade  ©^  in  einer 
Punktreihe,  welche  mit  der  vom  Punkte  j  beschriebenen  projectivisch 
ist;  die  durch  £  parallel  dem  Strahle  x  gezogene  Gerade  verbindet 
mithin  entsprechende  Punkte  zweier  projectivischer  Punktreihen  und 
umhüllt  daher  einen  Kegelschnitt,  welcher  ©^  zur  Tangente  hat, 
folglich  eine  Parabel  ist.  Es  ist  auch  auf  andere  Weise  leicht  einzu- 
sehen, dass  die  durch  die  FunJde  einer  Punktreihe  zu  den  entsprechenden 
Strahlen  eines  mit  ihr  projectivischen  Strahlbüschels  gezogenen  Barallelen 
eine  Parahel  umhüllen,-  indem  man  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhält- 
nisse vermittelst  der  durch  den  Parallelismus  gegebenen  Proportionen 
nachweist,  dass  der  gesuchte  Ort  das  Erzeugniss  zweier  projectivisch- 
ähnlicher  Punktreihen  ist.  Denken  wir  uns  diese  Parabel  P^^^  her- 
gestellt, so  können  zwei  Fälle  eintreten:  1)  Die  Gerade  ®  schneidet 
die  Parabel  P^^^  nicht;  alsdann  sind  sämmtliche  Kegelschnitte  des 
Büschels  Hyperbeln,  weil  durch  jeden  Punkt  X  der  Geraden  (5J  ein 
Tangentenpaar  an  die  Parabel  geht,  also  der  dem  Punkte  X  zugehörige 
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Kegelschnitt  des  Büschels  zwei  unendlich-entfernte  Punkte  hat;  oder 
2)  die  Gerade  ®  schneidet  die  Parabel  P^^^  in  zwei  reellen  Punkten; 
alsdann  giebt  es  in  dem  Kegelschnittbüschel  eine  Gruppe  von  Hyperbeln 
und  eine  Gruppe  von  Ellipsen,  welche  durch  zwei  Parabeln  von 
einander  getrennt  werden;  die  letzteren  gehören  denjenigen  beiden 
Punkten  X  der  Geraden  ®  zu,  in  welchen  dieselbe  von  der  Parabel 
P^^)  geschnitten  wird;  die  zwischen  den  beiden  Schnittpunkten  liegenden 
Punkte  X  können  nur  Ellipsen  hervorrufen,  da  durch  sie  keine 
Tangenten  der  Parabel  P^^)  gehen ;  die  ausserhalb  jener  beiden  Schnitt- 
punkte, d.  h.  ausserhalb  der  Parabel  P^^  liegenden  Punkte  X  der 
Geraden-®  liefern  nur  Hyperbeln.  Im  ersten  wie  im  zweiten  Falle 
giebt  es  nur  eine  gleichseitige  Hyperbel  in  dem  Kegelschuittbüschel ; 
diese  entspricht  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  @  mit  der  Leitlinie 
der  Parabel  P^^\  weil  die  Leitlinie  der  Ort  aller  rechtwinkligen  Tangenten- 
paare an  die  Parabel  ist;  in  dem  besonderen  Falle,  dass  die  Gerade 
@  die  Leitlinie  selbst  ist,  besteht  •  das  Büschel  aus  lauter  gleich- 
seitigen Hyperbeln,  und  in  dem  besonderen  Falle,  dass  die  Gerade  ® 
die  Parabel  P^^'  berührt,  findet  sich  in  dem  Büschel,  welches  aus 
lauter  Hyperbeln  besteht,  nur  eine  einzige  Parabel  vor,  und  die  Gruppe 
von  Ellipsen  geht  vollständig  fort.  Die  Parabel  P^^)  entscheidet  auch 
darüber,  ob  das  Kegelschnittbüschel  vier  reelle  oder  nur  zwei  reelle 
und  zwei  imaginäre  Grundpunkte  hat,  denn  das  aus  B  an  diese  Parabel 
gelegte  Tangentenpaar  trifft  die  Gerade  St  offenbar  in  den  beiden  festen 
Punkten  C  und  D,  durch  welche  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels 
gehen;  liegt  also  der  Punkt  B  ausserhalb  der  Parabel  P^>,  so  hat 
das  Büschel  vier  reelle  Grundpunkte,  liegt  B  innerhalb  der  Parabel, 
so  hat  es  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Grundpunkte,  Wir  könnten 
endlich  für  den  Fall  von  von  vier  reellen  Grundpunkten  auch  aus  der 
neuen  Entstehungsweise  das  Kriterium  herleiten,  welches  wir  in  §.  39 
gefunden  haben,  und  wonach  au«  der  relativen  Lage  der  vier  Grund- 
punkte sofort  zu  entscheiden  ist,  welcher  der  beiden  Fälle  1)  oder  2), 
die  nach  dem  Obigen  eintreten  können,  wirklich  stattfindet.  Doch 
überlassen  wir  dies  dem  Leser,  da  das  Kriterium  aus  dem  Früheren 
bekannt  ist.  Wenn  dagegen  das  Büschel  zwei  reelle  und  zwei  ima- 
ginäre Grundpunkte  hat,  so  zeigt  es  sich,  dass  der  Fall  1)  eintritt, 
sobald  die  Gerade  2t,  auf  welcher  die  beiden  imaginären  Grundpunkte 
liegen,  die  beiden  reellen  Grundpunkte  von  einander  trennt,  d.  h.  zu 
beiden  Seiten  von  sich  hat,  der  Fall  2)  aber,  sobald  die  Gerade  % 
die  beiden .  reellen  Grundpunkte  auf  derselben  Seite  von  sich  hat. 
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§.  42.  Erzeugung  des  Kegelschnittbüschels  vermittelst  zweier 

Punktsysteme. 

Wir  haben  im  Vorigen  zwei  Kegelsehnittbüschel  kennen  gelernt, 
die  in  ihren  charakteristischen  Eigenschaften  übereinstimmen,  aber 
in  den  sie  bestimmenden  Elementen  verschieden  sind,  nämlich  das 
Kegelsehnittbüschel  mit  vier  reellen  Grundpunkten  und  das  Kegel- 
sehnittbüschel mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  Grundpunkten. 
Die  sämmtlichen  Kegelschnitte  des  einen,  wie  des  anderen  Büschels 
haben  wir  auf  reellem  Wege  construiren  gelehrt  und  uns  aus  diesen 
Constructionen  von  der  Uebereinstimmung  der  wesentlichen  Eigen- 
schaften beider  Büschel  überzeugt;  es  giebt  noch  ein  drittes  Kegelschnitt- 
hüscJiel  mit  vier  imaginären  Grundpunkten,  und  es  kommt  darauf  an, 
auch  für  diesen  Fall  sämmtliche  Kegelschnitte  eines  solchen  Büschels 
auf  reellem  Wege  zu  construiren.  Diese  Construction  muss  auch  die 
beiden  vorigen  Fälle  umfassen  und  wir  gelangen  zu  ihr  am  kürzesten, 
indem  wir  von  dem  Fall,  dass  die  vier  Grundpunkte  des  Büschels 
reell  sind,  ausgehen.  Seien  g  li  g"  h"  vier  beliebige  Punkte  in  der 
Ebene  als  Grundpunkte  eines   Kegelschnittbüschels  (Fig.  63)  gewählt, 

Fig.  63. 


und  mögen  sich  die  Seitenpaare  g'  g"  und  lih"  in  g,  g'h"  und  li  g"  in 
h  treffen,  so  wird  die  Gerade  gh  von  sämmtlichen  Kegelschnitten  des 
Büschels,  dessen  vier  Grundpunkte  g)i  g'lfi'  sind,  in  den  conjugirten 
Punktpaaren  aa  eines  Punktsystems  getroffen,  dessen  Asymptoten- 
punkte g  und  7^  sind,  so  dass  also  immer  aa  zugeordnet -harmonische 
Punkte  zu  g  und  li  sind;  insbesondere  trifft  auch  das  Linienpaar  g'li 
und  g'yC'  in  zwei  conjugirten  Punkten  p  und  %  desselben  Punktsystems. 
Wir  können  also  irgend  zwei  conjugirte  Punkte  aa  dieses  Punktsystems 
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als  die  Mittelpunkte  zweier  projectivischen  Strahlbüschel  anuehmeii, 
welche  einen  bestimmten  Kegelschnitt  des  Büschels  erzeugen,  und  die 
projectivische  Beziehung  dieser  beiden  Strahlbüschel  ist  vollständig 
bestimmt,  da  der  Kegelschnitt  durch  die  vier  gemeinschaftlichen  Grund- 
punkte glig'lb'  gehen  soll.  Diese  beiden  den  Kegelschnitt  erzeugenden 
projectivischen  Strahlbüschel  mit  den  Mittelpunkten  a  und  a  treffen 
die  Gerade  g'h'  in  zwei  projectivischen  Punktreihen,  deren  Doppel- 
punkte g  und  h'  sind;  die  beiden  sich  entsprechenden  Strahlen  ag" 
und  ag"  treffen  in  6  und  ß  die  Gerade  g'li ,  und  die  Punkte  .&/3  sind 
zugeordnet  -  harmonisch  zu  g'h' ,  weil  aa  zu  gh  harmonisch  liegen. 
Hierdurch  sind  schon  drei  Paare  entsprechender  Punkte  der  beiden 
projectivischen  Punktreihen  auf  g'li  bekannt,  nämlich  der  Doppel- 
punkt g  ,  der  Doppelpunkt  li  und  das  Punktpaar  hß,  also  die  ganze 
projectivische  Beziehung  ist  vollständig  bestimmt.  Sämmtliche  Paare 
entsprechender  Punkte  dieser  beiden  auf  einander  liegenden  projectivischen 
Punktreihen  bilden ,  wie  leicht  zu  erkennen  ist ,  ein  Punktsystem,  dessen 
Asymptotenpunkte  gh'  sind;  denn  umgekehrt  besteht  ein  solches  Punkt- 
system aus  zwei  auf  einander  liegenden  projectivischen  Punktreihen, 
deren  Doppelpunkte  die  Asymptotenpunkte  gli  sind,  und  von  denen 
zwei  entsprechende  Punkte  hß  zugeordnet -harmonisch  liegen  zu  g'h'. 
Dieses  durch  die  beiden  festen  Grundpunkte  g'h'  unveränderlich  ge- 
gebene Punktsystem  auf  g'h'  bestimmt  also  die  projectivische  Be- 
ziehung zweier  Strahlbüschel,  die  ihre  Mittelpunkte  in  a  und  a  haben 
und  einen  Kegelschnitt  des  Büschels  erzeugen;  verändern  wir  das 
Punktpaar  aa  in  dem  ersten  Punktsysteme,  dessen  Asymptotenpunkte 
gh  sind,  so  erhalten  wir  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels,  und 
wir  gelangen  daher  zu  folgender  neuen  Construction  derselben,  welche, 
allgemein  aufgefasst,  unabhängig  davon  ist,  ob  die  Grundpunkte  des 
Büschels  reell  oder  imaginär  sind: 

Sind  auf  zwei  geraden  Trägern  %  und  S5  'zwei  Punktsysteme  («,  a) 
und  (b,  ß)  heliehig  gegeben,  und  nimmt  man  irgend  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  aa  des  ersten  Punktsystems  zu  Mittelpunkten  zweier  Strahlhüschel, 
deren  ents2)rechende  Strahlen  naeh  allen  Paaren  conjugirter  Punkte  hß 
des  andern  Punktsystems  hingehen,  so  erzeugen  diese  beiden  Strahlbüschel 
einen  Kegelschnitt  K^^^\  den  Ort  des  Schnittpunktes  (ab,  aß)  oder  auch 
{aß,  ab)'.  Verändert  man  das  Punktpaar  aa  auf  dem  ersten  Träger  5t, 
so  gehören  sämmtliche  Kegelschnitte  K^^  einem  Kegelschnittbüschel  an. 

In  der  That,  da  zwei  conjugirte  Punkte  eines  Punktsystems  immer 
zwei  entsprechende  Punkte  zweier  auf  einander  liegender  projecti  vis  eher 
Punktreihen  sind,  so  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  (ab,  aß)  das  Er- 
zeugniss    zweier   projectivischer  Strahlbüschel  (a)  und  (a),    also   ein 
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Fig.  (»4. 


Kegelschnitt  K^^''-^  weil  aber  beim  Punktsystem  alle  Paare  entsprechende! . 
gleicher  Strecken  verkehrt  auf  einander  fallen  (S.  40),  so  ist  der  Ort 
des  Schnittpunktes  {aß,  ah)  derselbe  Kegelschnitt  X^^l  Dieser  geht 
offenbar  durch  die  beiden  Asymptotenpunkte  (jli  des  auf  dem  Träger 
33  gegebenen  Punktsystems,  wenn  dasselbe  hyperbolisch  ist,  und  alle 
Kegelschnitte  K^^'^,  die  wir  bei  der  Veränderung  von  a  a  erhalten,  gehen 
durch  dieselben  beiden  festen  Punkte  g'Ji ,  welche  reell  vorhanden  sind, 
sobald  das  gegebene  Punktsystem  auf  33  hyperbolisch,  dagegen  imaginär 
sind,  sobald  dasselbe  elliptisch  ist.  Sei  ferner  in  dem  Schnittpunkte 
der  beiden  Träger  {%,  33)  ein  Punkt  p  des  ersten  Punktsystems  auf 
%  und  ein  Punkt  ö  des  andern  Punktsystems  auf  33  vereinigt,  und 
seien  die  zu  diesem  conjugirten  Punkte  in  dem  einen  und  andern  Punkt- 
system 7t  und  0,  so  ziehen  wir  oir  =  6,  eine  Gerade,  die  natürlich 
immer  reell  vorhanden  sein  niuss.  Nehmen  wir  jetzt  irgend  ein  Punkt- 
paar aa  des  ersten  und  ein  beliebiges  Punktpaar  hß  des  zweiten 
Punktsystems  heraus,  und  möge  die  Gerade  ß  von  ah  in  c  und  von 
aß  in  y  getroffen  werden  (Fig.  64),  so  werden,  wenn  wir  zunächst  a 
und  a  festhalten,  aber  hß  be- 
wegen, die  Punkte  c  und  y 
zwei  auf  einander  liegende  pro- 
jectivische  Punktreihen  durch- 
laufen und  überdies  ein  Punkt- 
system bilden,  denn  ebenso  wie 
dem  Punkt  c  der  ersten  Punkt- 
reihe der  Punkt  y  der  zweiten 
entspricht,  muss  auch  dem  Punkt 
y  der  ersten  ^  Punktreihe  der 
Punkt  c  der  zweiten  entsprechen ; 
ziehen  wir  nämlich  ay  und  ac, 
so  treffen  dieselben  die  Gerade 
35  in  den  Punkten  h' ß'  eines 
Paares  conjugirter  Punkte  des 
auf  33  gegebenen  Punktsystems, 
weil    die    drei    Seitenpaare    des 

Vierecks  aacy  die  Transversale  35  in  drei  Punktpaaren  eines  Punkt- 
systems treffen  müssen,  welche  sind  hß,  oc5,  h' ß'.  Wir  sehen  also, 
dass  bei  den  von  c  und  y  beschriebenen  projectivischen  Punktreihen 
zwei  entsprechende  gleiche  Strecken  verkehrt  auf  einander  fallen, 
mithin  cy  die  conjugirten  Punkte  eines  Punktsystems  sind:  diesem 
Punktsystem  gehört  auch  o  imd  n  als  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
mid  ebenso   diejenigen  Punkte  cy    an,  in  welchen  (S  von  aß  und  ho: 
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getroffen  wird.  Wenn  daher  irgend  ein  auf  die  oben  angegebene 
Weise  construirter  Kegelschnitt  K^'^'^  als  das  Erzeugniss  zweier  pro- 
jectivischer  Strahlbüschel  aufgefasst  wird,  welche  in  einem  Paare  aa 
ihre  Mittelpunkte  haben,  so  treffen  zwei  entsprechende  Strahlen  die 
Gerade  ß  immer  in  zwei  conjugirten  Punkten  cy  eines  Punktsystems; 
es  zeigt  sich  ferner,  dass  dieses  Punktsystem  für  alle  Kegelschnitte  K^'^'^ 
dasselbe  bleibt.  Denken  wir  uns  nämlich  für  den  Augenblick  ein  Paar 
hß  fest  und  verändern  aa  auf  dem  Träger  %,  so  werden  ha  und  ßa 
in  zwei  conjugirten  Punkten  c  und  y  eines  Punktsystems  die  Gerade 
6  treffen,  weil  S  durch  den  Punkt  n  geht,  der  dem  im  Schnittpunkte 
(S3,  31)  liegenden  p  conjugirt  ist;  also  werden  auch  hy  und  ßc  m 
einem  Paar  conjugirter  Punkte  da  die  Gerade  %  treffen  müssen;  es 
folgt  daraus,  dass  dieses  neue  Punktsystem  (c,  7),  welches  wir  bei 
Festhaltung  von  &  und  ß  auf  ß  erhalten,  mit  dem  vorigen  identisch 
ist,  weil  ein  Paar  cy  und  das  Paar  oit,  welche  zur  Bestimmung  aus- 
reichen, coincidiren.  Nehmen  wir  nun  irgend  zwei  Paare  conjugirter 
Punkte  xi,  und  yr]  der  beiden  auf  %  und  33  gegebenen  Punktsysteme 
willkürlich  heraus,  so  werden,  weil  ha  und  ßa  in  einem  Paare  con- 
jugirter Punkte  cy  des  eben  bestimmten  Punktsystems  die  Gerade  ß 
treffen,  auch  hx  und  /3|  in  einem  andern  Paare  desselben  treffen,  und 
weil  xh  und  |/3  in  einem  solchen  Paare  treffen,  auch  xy  und  ^,1^  in 
einem  neuen  Paare  conjugirter  Punkte,  Wir  erhalten  mithin  auf  der 
Geraden  S  ein  festes  durch  die  beiden  auf  %  und  33  gegebenen  Punkt- 
systeme mitbestimmtes  Punktsystem  {c,  y)  und  sehen,  dass,  wenn  die 
Verbindungslinie  irgend  zweier  Punkte  x  und  y  auf  den  Geraden  % 
und  33  die  dritte  ®  in  £:  trifft,  die  Verbindungslinie  der  beiden  zu  x 
und  y  conjugirten  Punkte  |  und  7/  die  Gerade  (S  in  dem  zu  s  conju- 
girten Punkte  g  trifft,  so  dass  2  und  t,  ein  Punktpaar  des  dritten 
Punktsystems  sind. 

Die  drei  Punktsysteme  {x,  |)  {y,  rj)  {b,  l)  auf  den  Trägern 
Sl,  33,  ß  stehen  noch  in  der  allgemeineren  Beziehung  zu  einander, 
dass,  wenn  man  aus  jedem  derselben  ein  heliehiges  Paar  conjugirter  PunJcte 
Jierausnimmt,  diese  drei  PunMpaare  x%,  yrj,  zl  immer  sechs  Pmikte  eines 
Kegelschnitts  sind,  wovon  die  vorige  Eigenschaft,  dass,  wenn  xyz  in  einer 
Geraden  liegeU)  auch  die  drei  conjugirten  |??2;  in  einer  Geraden  liegen 
müssen,  nur  ein  specieller  Fall  ist.  Der  allgemeine  Fall  lässt  sich 
aber  so  erweisen:  Seien  x,  |;  y,  rj]  z,  l  die  drei  willkürlich  gewählten 
Paare  conjugirter  Punkte  auf  %,  33,  ®,  so  treffen  xy  und  ril  die  Ge- 
rade ß  in  zwei  conjugirten  Punkten  des  auf©  bekannten  Punktsystems; 
ein  zweites  Paar  conjugirter  Punkte  sind  die  Schnittpunkte  von  x^ 
und   Yiy   mit   (S,    ein  drittes  Paar  endlich   s  und   l,   folglich   gilt  die 
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Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse  der  Strahlbüschel: 

und  da  nach  S.  8  identisch: 

7]  (ijU^)  =  r}  {^y^t),     -also 
xily2^)  =  'r}(^y0^),       ist, 

so  liegen  die  sechs  Punkte  x^yrizt,  auf  einem  Kegelschnitt  (S.  126). 

Hieraus  folgt  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung, 
dass  das  Punktsystem  cy  für  alle  Kegelschnitte  7f  *^^'  dasselbe  bleibt.    Ist 
daher    dies    Punktsystem    auf  (S    ein  hyperbolisches,    mit    den  beiden 
Asymptotenpunkten  g"h" ,  so  müssen  sß;mmtliche  Kegelschnitte  K^^'^  durch 
diese  beiden  festen  Punkte  g'H'  und  ausserdem  durch  die  beiden  vorhin 
ermittelten  Punkte  g  h' ,  also  durch  vier  feste  Punkte  gehen;  sie  bilden 
mithin  ein  Kegelschnittbüschel.      Da  das  Punktsystem  auf  ®  von  den 
beiden    gegebenen  Punktsystemen    auf  %   und   33    abhängt,    so    bleibt 
noch   zu  untersuchen,    unter  welchen   Bedingungen   es   elliptisch   oder 
hyperbolisch  wird,  um  zu  erkennen,   wann  die  beiden   festen  Grund- 
punkte  g"h"    des   Büschels    reell    und    wann  sie  imaginär  sind.      Das 
immer  reell  vorhandene,   von   den  drei  Geraden  2133©  gebildete  Drei- 
seit   bestimmt   für  jedes   der  drei  Punktsysteme   ein  Paar  conjugirter 
Punkte,  nämlich  die  beiden  Schnittpunkte  jeder  der  drei  Geraden  mit 
den  beiden  andern;  sind  also  die  Ecken  dieses  Dreiseits  (Fig.  64)  o,  n 
und  p  (oder  ra),  und  wir  nehmen  irgend  zwei  Punkte  a  und  h  inner- 
halb der  Dreiecksseiten  51 S,   so   wird  nach  dem  bekannten  Kriterium 
(S.  56)    das  Punktsystem   auf  %  elliptisch  oder  hyperbolisch   sein,  je 
nachdem  der  conjugirte  Punkt  a   auf  der  Verlängerung  der  Dreiecks- 
seite %  oder  zwischen  np  liegt,  und  dasselbe  gilt  für  das  Punktsystem 
auf  33.    Die  Verbindungslinie  ab  trifft  nun  die  dritte  Dreiecksseite  S  in  c, 
welches  ausserhalb  otc  liegt,  die  Verbindungslinie  aß  dagegen  in  dem 
zu  c  conjugirten  Punkte  y;  wenn  daher  a  zwischen  np  und  ß  zwischen 
oä  liegt,  so  trifft  aß  die  ß  ausserhalb  otc;  dasselbe  findet  auch  statt, 
wenn  a   ausserhalb   np  und   gleichzeitig   ß   ausserhalb   oä  liegt;   sind 
also    die    beiden  Punktsysteme    auf  %  und   33  gleichartig,    d.  h.  beide 
elliptisch    oder    beide    hyperbolisch,    so    ist    das    Punktsystem    auf   (E 
hyperbolisch;  sind  sie  dagegen  ungleichartig,  d.  h.  eines  elliptisch  und 
das  andere  hyperbolisch,  so  ist  das  dritte  Punktsystem  auf  ß  elliptisch. 
Wir  sehen  hieraus,  dass  von  den  drei  Punktsystemen  auf  St33ß  noth- 
wendig  entweder  alle   drei  hyperbolisch   oder   eines  hyperbolisch  und 
die  beiden  andern  elliptisch  sein  müssen.    Wir  können  hiernach  folgende 
vier  Fälle  unterscheiden: 
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Punktsystem 
auf  SU: 


Punktsystem 
auf  93: 


Das  Kegelschnittbüschel  hat: 


I.  hyperbolisch  hyperbolisch 

IL  hyperbolisch  elliptisch 

III.  elliptisch  hyperbolisch 

IV.  elliptisch  elliptisch 

und  in  diesen  vier  Fällen  ist: 


vier  reelle  Grundpunkte  gli   g"h" 
vier  imaginäre  Grundpunkte 
zwei  reelle  Grundpunkte  y  h' 
zwei  reelle  Grundpunkte  g"h" 


das  Punktsystem  auf  6: 


I. 

hyperbolisch 

IL 

elliptisch 

III. 

elliptisch 

IV. 

hyperbolisch. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  nur  in  dem  Falle  I  drei  reelle  Linien- 
paare nnter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  auftreten,  dass  aber  in 
jedem  der  drei  übrigen  Fälle  nur  ein  und  immer  ein  Linienpaar  93,  ß 
in  dem  Büschel  vorkommt.  Dieses  Linienpaar  geht  nämlich  hervor, 
wenn  das  besondere  Punktpaar  pjt  zu  Mittelpunkten  zweier  erzeugenden 
Strahlbüschel  gewählt  wird,  wobei  dann  wieder  der  parabolische  Fall 
projectivischer  Beziehung  eintritt  (S.  73);  sonst  kann  der  Kegelschnitt 
Ä^^^'  auf  keine  andere  Weise  in  ein  Linienpaar  zerfallen,  als  wenn  die 
Mittelpunkte  der  ihn  erzeugenden  Strahlbüschel  a  und  a  zusammen- 
fallen, also  das  Punktsystem  auf  5t  hyperbolisch  ist,  und  auch  dann 
wird  ein  solches  Linienpaar  nur  reell  vorhanden  sein,  wenn  gleich- 
zeitig das  Punktsystem  auf  33  hyperbolisch  ist,  also  im  Falle  (I),  wie 
leicht  zu  erkennen.  Zugleich  sehen  wir,  dass  in  diesem  vollständig 
reellen  Falle  die  sechs  Asymptotenpunkte  zu  je  dreien  auf  vier  Ge- 
raden liegen,  also  ein  vollständiges  Vierseit  bilden,  dessen  drei  Dia- 
gonalen die  Geraden  3(936  sind.  Hieraus  ergiebt  sich  beiläufig  der 
elementare  Satz:  Sind  die  drei  Paare  Gegenecken  eines  vollständigen  Vicrseits 
gh,  gh' ,  g'Ji'  und  trifft  irgend  eine  Gerade  in  der  Ebene  diese  drei 
Diagonalen  gh,  gh',  g"h"  heziehlich  in  den  Punkten  sss",  so  liegen  die 
zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkte  aa'a"  m  jenen,  indern,  jedes 
Paar  Gegenecken  das  andere  Paar  zugeordnet -harmonische^'  Punkte  ist, 
allemal  in  einer  neuen  Geraden.*) 

Das  vorhin  gefundene  Resultat,  dass  die  Kegelschnitte  K^'^'^  des 
Büschels  sämmtlich  durch  die  Asymptotenpunkte  der  auf  den  Trägern 
93  und  (S  befindlichen  Punktsysteme  {h,  ß)  und  (c,  y)  hindurchgehen, 
falls  diese  Punktsysteme  oder  eines  von  ihnen  hyperbolisch  sind,  lässt 


*)  Siehe:   J.  Steiner,  Aufgaben  u.  Lehrsätze  in  Crelle's,  Journal,  Bd.  III.  S.  212, 
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sich  anders  aussprechen  und  wird  dadurch  unabhängig  von  der  Natur 
der  beiden  Punktsysteme.  Es  ist  ersichtlich,  dass  die  beiden  festen 
Punktsysteme  auf  35  und  6  in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  K^^'>  des 
Büschels  diejenigen  sind,  welche  diesem  Kegelschnitt  zugehören  (S.  140), 
d.  h.  für  alle  Kegelschnitte  K^^'^  sind  h  und  /3  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  (S.  146),  oder  die  Polare  von  h  geht  durch  /3,  und  ebenso  ist 
es  mit  c,  7;  denn  nehmen  wir  irgend  ein  Paar  Punkte  aa  auf  %  als 
Mittelpunkte  der  den  Kegelschnitt  jfiT*^)  erzeugenden  Strahlbüschel,  so 
sind  die  Schnittpunkte  {ah,  aß)  und  ((7/3,  ah)  zwei  Punkte  dieses  Kegel- 
schnitts, der  auch  durch  a  und  a  geht,  und  das  Viereck  im  Kegel- 
schnitt hat  h  und  ß  zu  zwei  Diagonalpunkten,  folglich  sind  diese  conju- 
girte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  (S.  147).  Also  für  sämmt- 
liclie  Kegelschnitte  K^^^  des  Büschels  ist  das  auf  35  hefmdliclie  Punktsystem 
(&,  /3)  und  chen falls  das  auf  ©  hefindliche  P^mläsystem  {c,  y)  dasjenige, 
ivelches  jedem  Kegelschnitt  zugehört.  Diese  Eigenschaft  involvirt  die 
obige,  dass,  wenn  eines  oder  beide  Punktsysteme  hyperbolisch  sind, 
säm-mtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  durch  die  Asymptotenpunkte 
gehen  müssen;  sie  bleibt  aber  auch  bestehen,  wenn  eines  oder  beide 
Punktsysteme  elliptisch  sind,  und  ist  überhaupt  unabhängig  von  der 
besonderen  Natur  dieser  Punktsysteme;  sie  wirft  auch  ein  klareres 
Licht  auf  die  hier  betrachtete  Entstehungsart  des  Kegelschnittbüschels, 
denn  anstatt  von  den  beiden  willkürlich  angenommenen  Punktsystemen 
(«,  a)  und  {h,  ß)  auf  den  Trägern  %  und  33  auszugehen,  können  wir 
die  beiden  festen  Punktsysteme  (h,  ß)  und  (c,  y)  auf  den  Trägern  33 
und  S  als  gegeben  ansehen;  dadurch  ist  das  Punktsystem  («,  a)  auf 
St  vollständig  mitbestimmt,  wie  aus  der  vorigen  Betrachtung  hervor- 
geht, und  beliebig  viele  Paare  conjugirter  Punkte  sind  leicht  zu  con- 
struiren.  Wir  können  also  folgendes  Ergebniss  aussprechen:  Sind  ztvei 
feste  Punktsysteme  (h,  ß)  und  (c,  y)  auf  den  geraden  Trägern  35  und  (S 
gegehen,  so  hilden  sämmtliche  Kegelschnitte  in  der  Ehene,  für  welche  diese 
Punktsysteme  die  ihnen  zugehörigen  sind  (d.  h.  jedes  Paar  conjugirter 
Punkte  eines  Punktsystems  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  ist),  ein  Kegelschnitthüschel,  und  zwar  hat  dasselhe  vier 
reelle  GrundptinMe,  die  Asymx)totenpunkte  der  heiden  Punktsysteme,  sohald 
dieselben  hyperbolisch  sind,  zicei  reelle  und  zivei  imaginäre  Grundpunkte, 
sobald  eines  der  beiden  gegebenen  Punktsysteme  hyperbolisch,  das  andere 
elliptisch  ist,  und  vier  imaginäre  Grundpunkte,  ivenn  beide  Punktsysteme 
elliptisch  sind.  Diejenige  Gerade  5t,  welclie  die  conjugirten  Punkte  zu 
den  in  dem  Schnittpunkte  (35,  (S)  =  0  vereinigten  Punkten  verbindet,  ist 
die  Polare  von  0  für  sämmtliche  Kegelschnitte  des  BüscJiels;  irgend  ztvci 
Verbindungslinien  hc  und  ßy  treffen  2t  beziehlich  in  ztvei  Punkten  a  und 
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Fig.  65. 


a,  welche  conjugirte  Punkte  eines  und  desselben  festen  Punktsystems  (a,  a) 
auf  %  sind,  und  zwar  desjenigen,  in  ivelchem  das  Kegelschnitthüschel  die 
Gerade  %  schneidet;  hiernach  lassen  sich  sämmtliche  Kegelschnitte  des 
Büschels  auf  reelle  Weise  construiren,  wie  oben  angegeben  ist,  mögen  die 
Grundpunkte  des  Büschels  reell  oder  imaginär  sein.  Die  Träger  SQ,  ß 
selbst  bilden  ein  Linienpaar,  welches  ein  besonderer  Kegelschnitt  des 
Büschels  ist. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels,  dass 
eine  beliebige  Transversale  in  der  Ebene  desselben  von  jedem  Kegel- 
schnitte des  Büschels  in  je  zwei  conjugirten  Punkten  eines  Punktsystems 
getroffen  wird,  lässt  sich  nun  auch  aus  dieser  neuen  Construction  des 
Büschels  nachweisen  und  bleibt  bestehen,  ob  die  Grundpunkte 
des  Büschels  alle  vier  reell  oder  nur  zwei  oder  keiner  reell  vorhanden 
ist.       Treffe     (Fig.    65)    eine    beliebige    gerade    Transversale    %    die 

drei  Geraden  SlS3ß  in  den  resp. 
Punkten  abc,  und  seien  aßy  die 
zu  diesen  conjugirten  Punkte  in 
den  drei  auf  $193(5  befindlichen 
Punktsystemen,  so  liegen  nach 
dem  Vorigen  aßy  in  einer  neuen 
Geraden  %^,  und  der  Schnittpunkt 
der  Geraden  %  und  %^  sei  s.  Neh- 
men wir  nun  ein  beliebiges  Punkt- 
paar a^a^  des  auf  %  gegebenen 
Punktsystems     zu     Mittelpunkten 

zweier   projectivischen    Strahl- 
büschel, welche  einen  Kegelschnitt 
K^^^  des  Büschels  erzeugen,  so  wer- 
den leicht  vier  Paare  entsprechen- 
der Strahlen  dieser  beiden  Strahlbüschel  anzugeben   sein,  nämlich  die 

folgenden: 

a^{bßcy)     und     a^(ßbyc). 

Die  Doppelverhältnisse  dieser  beiden  Strahlbüschel  von  je  vier 
Strahlen  sind  also  gleich  und  weil  identisch: 

a\ßbyc)  =  a^(bßcy)     ist     (Seite  7), 
so  folgt: 

a\bßcy)  =  a\bßcy), 

d.  h.  die  sechs  Punkte  a^a^bßcy  liegen  auf  einem  Kegelschnitt  ^'^^  (der 
offenbar  nicht  zum'  Büschel  gehört).  Fassen  wir  aber  die  vier  Punkte 
a^a^ßy  dieses  Kegelschnitts  ^'^^  auf,  so  lassen  sich  durch  dieselben  drei 
Linienpaare    legen.       Der    Kegelschnitt    Ä^(^^    selbst    und    diese     drei 
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Linienpaare  bestimmen  auf  der  Transversale  %  vier  Paare  conjugirter 
Pmikte  eines  gewissen  Punktsystems  (S.  234),  nämlich  das  Paar  hc, 
das  Paar  as  und  die  Schnittpunkte  der  %  mit  den  Linienpaaren  a^ß, 
a^y  und  a^y,  a^ß,  welche  wir  nicht  besonders  bezeichnen  wollen. 
Diese  beiden  letzten  Punktpaare,  welche  das  Punktsystem  vollständig 
bestimmen,  liegen  gleichzeitig  mit  denjenigen  beiden  Punkten  xy  in 
Involution,  in  denen  der  Kegelschnitt  K^^^  die  Transversale  %  trifft,  denn 
wegen  der  Projectivität  der  beiden  den  Kegelschnitt  K^^'>  erzeugenden 
Strahlbtischel  müssen  die  Doppelverhältnisse  gleich  sein: 

a^ihyxy)  =  a^{ßcxy)     oder 
==  a^{cßyx) 

Die  vier  Strahlen  a^ihyxy)  treffen  also  %  in  vier  Punkten,  deren 
Doppelverhältniss  gleich  demjenigen  zwischen  den  vier  Punkten  ist, 
in  welchen  die  andern  vier  Strahlen  a^(cßyx)  dieselbe  treffen,  und 
da  zwei  entsprechende  gleiche  Strecken  {xy  und  yx)  verkehrt  auf 
einander  fallen,  so  erhalten  wir  auf  X  ein  Punktsystem,  von  welchem  ein 
Paar  conjugirter  Punkte  xy,  ein  zweites  Paar  hc  und  ein  drittes  Paar 
die  Schnittpunkte  des  Linienpaares  a'y,  a^ß  sind.  Dieses  Punktsystem 
ist  identisch  mit  dem  vorhin  ermittelten,  weil  zwei  Punktpaare  die- 
selben sind;  in  ähnlicher  Weise  können  wir  aus  der  Gleichheit  der 
Doppelverhältnisse: 

a^(ßcxy)  =  a^(byxy)  ==  a^{yhyx) 
schhessen,  dass  bc,  xy  und  die  Schnittpunkte  des  Linienpaares  a^ß, 
a^y  mit  %  sechs  Punkte  in  Involution  sind,  was  übrigens  nicht  mehr 
nöthig  ist.  Wir  sehen  also,  dass  die  sechs  Punkte  hc,  as,  xy  Invo- 
lution bilden,  und  verändern  wir  das  Punktpaar  a^a^,  also  den  Kegel- 
schnitt K^^^,  so  erkennen  wir,  weil  hc  und  as  unverändert  bleiben,  dass 
sämmtliche  Kegelschnitte  K^^^  des  Büschels  die  Transversale  %  in  Paaren 
conjugirter  Punkte  eines  Punktsystems  schneiden,  w.  z.  b.  w.  Die 
Schnittpunkte  hc  entsprechen  dem  besonderen  Kegelschnitt  K^^\  welcher 
in  das  Linienpaar  33®  degenerirt,  und  die  Schnittpunkte  as  demjenigen 
Kegelschnitt  K^^^,  welcher  als  das  Erzeugniss  zweier  projectivischer 
Strahlbüschel  auftritt,  deren  Mittelpunkte  a  und  a  sind. 

Aus  der  hierdurch  nachgewiesenen  Haupteigenschaft  des  Kegel- 
schnittbüschels ergiebt  sich  nun  auch  unabhängig  davon,  ob  dasselbe 
reelle  oder  paarweise  imaginäre  Grundpunkte  hat,  die  Folgerung,  dass 
durch  jeden  heliehigen  Punkt  der  Ebene  ein  und  nur  ein  einziger  reellei' 
Kegelschnitt  geht,  ivelcher  detn  Büschel  angehört-,  denn  ziehen  wir  durch 
einen  beliebigen  Punkt  P  der  Ebene  eine  Transversale,  so  fixiren  die 
Kegelschnitte  des  Büschels  auf  ihr  ein  Punktsystem,  welches  schon 
durch  irgend  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  bestimmt  wird.     Der  dem 

Steiner,  Vorlesungen  II.     2.  Aufl.  17 
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Punkte  P  conjugirte  Punkt  des  Punktsystems  auf  dieser  Transversale 
gehört  dem  einzigen  Kegelschnitt  des  Büschels  an,  welcher  durch  P 
geht,  und  drehen  wir  die  Transversale  um  P,  so  erhalten  wir  als 
Aufeinanderfolge  der  conjugirten  Punkte  den  ganzen  reell  vorhandenen 
Kegelschnitt.  Es  können  aber  durch  P  keine  zwei  verschiedenen  Kegel- 
schnitte des  Büschels  gehen,  denn  sonst  müsste  es  in  einem  Punkt- 
system zu  irgend  einem  Punkte  mehr  als  einen  conjugirten  Punkt 
geben,  was  der  Natur  des  Punktsystems  widerspricht. 

Es  folgt  ferner,  dass  das  Kegelschnitthüschel  durch  zivei  beliebig  in 
der  Ebene  anzunehmende  Kegelschnitte  vollständig  bestimmt  ist,  weil  die- 
selben auf  jeder  Transversale  das  Punktsystem  durch  zwei  Paare 
conjugirter  Punkte  bestimmen.  Aber  eine  solche  Transversale  %  in 
der  Ebene  braucht  nicht  von  jedem  Kegelschnitte  des  Büschels  ge- 
troffen zu  werden,  d.  h.  es  kann  auch  imaginäre  Punktpaare  eines 
Punktsystems  geben.  Um  dieses  Verhalten  klarer  zu  übersehen,  denken . 
wir  uns  die  beiden  Schnittpunkte  der  Transversale  %  mit  einem  Kegel- 
schnitte des  Büschels  als  die  Asymptotenpunkte  desjenigen  Punkt- 
systems, welches  der  Geraden  %  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K*^^^ 
zugehört  (S.  140);  ist  dieses  Punktsystem  hyperbolisch,  so  sind  die 
Schnittpunkte  reell,  ist  es  elliptisch,  so  sind  sie  imaginär.  Für  jeden 
Kegelschnitt  K^"^^  erhalten  wir  also  auf  der  Transversale  %  ein  anderes 
Punktsystem,  und  alle  diese  unendlich  vielen  Punktsysteme  auf  %  stehen 
in  dem  Zusammenhange  mit  einander,  dass  ihre  Asymptotenpunkte 
selbst  ein  Punktsystem  (a;,  |)  bilden,  welches  von  dem  Kegelschnitt- 
hüschel auf  X  ausgeschnitten  wird.  Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  Hülfs- 
kegelschnitt  Ä^^^  in  der  Ebene  an,  und  verlegen  nach  irgend  einem  Punkt 
B  desselben  die  Mittelpunkte  von  Strahlsystemen,  welche  mit  den  auf 
%  befindlichen  unendlich  vielen  Punktsystemen  perspectivisch  liegen, 
so  wird,  wenn  wir  ein  Strahlsystem  der  Art  bilden,  jedes  Paar  con- 
jugirter Strahlen  eine  Sehne  auf  ^^^>  ausschneiden,  die  durch  einen 
festen  Punkt  P  läuft  (S.  151),  und  wir  verwandeln  also  ein  jedes  Punkt- 
system auf  %  in  einen  Punkt  P  oder  ein  einfaches  Strahlbüschel  (P). 
Ist  das  betrachtete  Punktsystem  auf  %  hyperbolisch,  so  muss  P  ausser- 
halb des  Hülfskegelschnittes  ^'^^^  liegen,  nämlich  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Tangenten  sein  in  denjenigen  Punkten,  in  welchen  die  Asymptoten 
des  in  B  befindlichen  mit  jenem  Punktsystem  perspecti vischen  Strahl- 
systems den  ^'2)  treffen,  P  ist  also  jedesmal  der  Pol  derjenigen  Ge- 
raden, welche  die  beiden  Schnittpunkte  des  Hülfskegelschnitts  mit  den 
Strahlen,  welche  von  B  nach  den  beiden  Asymptotenpunkten  eines 
auf  %  befindlichen  Punktsystems  hinlaufen,  verbindet.  Da  nun  diese 
Asymptotenpunkte  selbst  ein  Punktsystem  (x,  |)  bilden,  welches  durch 
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das  Kegelschnittbüschel  ausgeschnitten  wird,  so  laufen  die  Sehnen 
alle  durch  einen  festen  Punkt  0,  und  der  Punkt  P  bewegt  sich  also 
auf  einer  festen  Geraden  2,  der  Polare  von  0  in  Bezug  auf  den  Hülfs- 
kegelschnitt  ^^^\  Alle  Punktsysteme  auf  %  sind  also  in  die  sämmt- 
lichen  Punkte  P  einer  bestimmten  Geraden  S  verwandelt,  der  Art, 
dass,  wenn  wir  nunmehr  von  irgend  einem  Punkte  P  der  Geraden  S 
die  Polare  construiren  und  ihre  Schnittpunkte  auf  ^^^^  mit  B  verbinden, 
dieses  Strahlenpaar  die  Transversale  %  in  einem  Punktpaar  (x,  |)  trifft. 
Hieraus  zeigt  sich,  dass,  wenn  das  Punktsystem  (x,  |)  auf  %  elliptisch 
ist,  der  Punkt  0  innerhalb  des  Hülfskegel Schnitts  ^(^'  liegen  muss,  also 
die  Gerade  Si  denselben  gar  nicht  trifft,  mithin  alle  unendlich  vielen 
Punktsysteme  auf  X  hyperbolisch  sind,  oder  was  dasselbe  sagt:  Alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  treffen  eine  Transversale  %  in  reellen  Tunkt- 
paaren,  sobald  das  PunJctsystem  auf  %  elliptisch  ist,  ivelches  die  Schnitt- 
punhte  je  eines  Kegelschnitts  des  Büschels  zu  einem  Paare  conjugirter 
Punkte  hat.  Wenn  dagegen  das  Punktsystem  {x,  |)  auf  %  hyper- 
bolisch ist,  so  liegt  0  ausserhalb  des  Hülfskegelschnitts  ^(^^,  die  Gerade 
S  schneidet  ihn  daher  in  zwei  reellen  Punkten,  welche  die  beiden  Ge- 
biete auf  2  abgrenzen,  innerhalb  deren  solche  Punkte  P  liegen,  die 
reelle  Tangentenpaare  an  S^'^^  zulassen,  und  solche  P,  durch  welche 
keine  Tangente  geht.  Von  den  unendlich  vielen  Punktsystemen  auf  % 
ist  also  eine  Gruppe  hyperbolisch  und  die  andere  elliptisch.  Den  üeber- 
gang  bilden  zwei  parabolische  Punktsysteme,  welche  den  Asymptoten- 
punkten des  Punktsystems  {x,  |)  zugehören,  d.  h.  es  giebt  zwei  Kegel- 
schnitte des  Büschels,  welche  die  Transversale  %  berühren,  wie  be- 
reits bekannt  ist.  Ist  .  also  das  Punktsystem  (x,  |),  welches  von  den 
Kegelschnitten  eines  Büschels  auf  einer  Transversale  %  ausgeschnitten 
wird,  hyperholisch,  so  treffen  nicht  alle  Kegelschnitte  desselben  die  %  in 
reellen  Punktpaaren.  Das  hyperbolische  Punktsystem  hat  also  uuch  imagi- 
näre Paare  conjugirter  Punkte,  was  beim  elliptischen  Punktsystem  nicht 
der  Fall  ist. 

Ist  das  Punktsystem  (x,  |)  auf  der  Transversale  %  hyperbolisch, 
und  sind  p  und  q  die  Asymptotenpunkte  desselben,  so  muss  jedes 
reelle  Schnittpunktpaar  eines  Kegelschnitts  des  Büschels  mit  %  ein 
Paar  zugeordnet-harmonischer  Punkte  mit  p  und  q  sein;  diese  Eigen- 
schaft hört  aber  auf,  wenn  das  Schnittpunktpaar  imaginär  ist;  wir 
können  an  ihre  Stelle  eine  allgemeinere  Eigenschaft  setzen,  welche 
jene  nicht  nur  ersetzt,  sondern  auch  von  der  Realität  der  Schnitt- 
punkte unabhängig  ist,  nämlich  folgende:  Die  Äsymptotenpunkte  pq 
des  auf  der  Transversale  %  durch  das  Kegelschnittbüschel  ausgeschnittenen 
Punktsystems  sind  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  sämmtliche 
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Kegelschnitte  des  Büschels.  Hieraus  folgt,  wenn  wir  irgend  zwei  Kegel- 
schnitte des  Büschels  auffassen,  von  denen  jeder  auf  der  Transversale  % 
ein  bestimmtes  ihm  zugehöriges  Punktsystem  inducirt,  dass  diese 
beiden  Punktsysteme  ein  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter  Punkte 
haben,  die  Asymptotenpunkte  des  auf  %  durch  das  Kegelschnittbüschel 
ausgeschnittenen  Punktsystems  {x,  ^),  und  umgekehrt,  sobald  zwei 
das  Kegelschnittbüschel  bestimmende  Kegelschnitte  gegeben  sind  imd 
eine  Transversale  X,  von  welcher  nicht  erforderlich  ist,  dass  sie  die 
beiden  Kegelschnitte  in  reellen  Punkten  treffe,  so  wird  das  Punkt- 
system {x,  I)  auf  %  dadurch  gefunden  werden  können,  dass  wir  das 
gemeinschaftliche  Paar  conjugirter  Punkte  der  beiden  auf  %  durch  die 
beiden  gegebenen  Kegelschnitte  inducirten  Punktsysteme  aufsuchen 
(S.  58);  ist  dieses  jpg  gefunden,  so  werden  pg  die  Asymptotenpunkte 
des  Punktsystems  {x,  |)  sein,  welches  dadurch  vollständig  bestimmt 
ist.  Das  Kegelschnittbüschel  besitzt  also  folgende  Eigenschaft:  Alle 
PunTctsysteme ,  welche  auf  einer  beliebigen  Transversale  als  den  ver- 
schiedenen Kegelschnitten  des  Büschels  zugehörig  inducirt  werden,  haben 
ein  gemeinschaftliches  Faar  conjugirter  Punkte,  nämlich  die  Asymptotenpunhle 
des  auf  der  Transversale  durch  die  Kegelschnitte  des  Büschels  ausgeschnittenen 
Punktsystems  (x,  |).  Diese  Eigenschaft  wird  später  bei  den  Polaritäts-Be- 
ziehungen des  Kegelschnittbüschels  noch  näher  erörtert  werden  (§.  47). 
Es  drängt  sich  hiernach  die  unabweisbare  Frage  auf,  ob  aus 
der  in  diesem  Paragraphen  angegebenen  Erzeugungsweise  des  Kegel- 
schnittbüschels in  allen  vier  oben  unterschiedenen  Fällen  sämmt- 
liche  Kegelschnitte  hervorgehen,  die  in  dem  Büschel  enthalten  sind. 
Dies  ist  nach  dem  Vorigen  evident  in  den  Fällen  III  und  IV,  wo  das 
erzeugende  Punktsystem  auf  51  elliptisch  ist;  in  den  Fällen  I  und  II 
aber,  wo  es  hyperbolisch  ist,  fragt  es  sich,  ob  für  jed^en  Punkt  s  der 
Ebene  der  durch  s  gehende  einzige  Kegelschnitt,  welcher  zum  Büschel 
gehört,  durch  zwei  projectivische  Strahlbüschel  erzeugt  werden  kann, 
welche  ihre  Mittelpunkte  in  einem  Paare  conjugirter  Punkte  a  und  a 
des  auf  St  gegebenen  Punktsystems  haben,  d.  h.  ob  durch  jeden  Punkt 
s  zwei  solche  Strahlen  ab  und  aß  gehen,  deren  Schnittpunkte  mit  51 
und  33,  nämlich  aa  und  bß,  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  der  beiden 
auf  51  und  33  gegebenen  Punktsysteme  sind.  Legen  wir  durch  s 
zwei  Strahlsysteme  perspectivisch  mit  (a,  a)  und  (b,  ß),  so  haben 
dieselben  (Seite  158)  ein  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter  Strahlen, 
sobald  eines  der  beiden  Strahlsysteme  elliptisch  ist,  also  immer  in 
den  Fällen  II,  III,  IV;  sind  dagegen  beide  hyperbolisch,  also  im  Falle 
I,  so  haben  sie  nur  dann  ein  gemeinsames  Paar,  wenn  die  Asymptoten 
des    einen    durch    die    des   andern  nicht   getrennt  werden,    im    andern 
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Falle  keins.     Mithin  werden  in   der  That  durch  unsere  Construction 
in  dem  Falle  I  nicht  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  erhalten; 
dies  ist  aber  gerade  der  bequemste  Fall  von  vier  reellen  Grundpunkten, 
welcher  am   einfachsten   durch   die   in  §.  39   ausgeführte  Betrachtung 
erledigt  wird.     In   dem   Falle  II   eines   Kegelschnittbüschels   mit  vier 
imaginären    Grundpunkten,   für  den    die   in  diesem  Paragraphen  mit- 
getheilte  Construction   die   einzige   war,   zeigt  sich  also,   dass  dieselbe 
sämmtliche  (reellen)  Kegelschnitte  des  Büschels  liefert;  denn  es  giebt 
durch  irgend  einen  reellen  Punkt  s  der  Ebene  nur  einen  Kegelschnitt 
des  Büschels;    dieser    ist   unter    den    von    uns    construirten    enthalten, 
weil  durch  s  ein  Paar  reelle  Strahlen  sab  und  saß  gehen,   wenn  (im 
Falle  n)  das  Punktsystem   auf  St  hyperbolisch,   auf  SS   elliptisch  ist; 
die  Strahlbüschel  (a)  («)  erzeugen  aber  diesen  Kegelschnitt.    Mithin  darf 
ein  Kegelschnitt  des  Büschels,  dessen  Schnittpunkte  mit  %  imaginär  wären, 
überhaupt  keinen  reellen  Punkt  s  haben,  muss  also  ganz  imaginär  sein. 
Diese    eigenthümliche   Erscheinung,    dass   durch   die   oben  mitge- 
theilte    reelle   Construction    des  Kegelschnittbüschels    mit    vier  imagi- 
nären   Grundpunkten    sämmtliche    reellen    Kegelschnitte    des    Büschels 
erhalten   werden,    obwohl  das   erzeugende   Punktsystem   auf  St  hyper- 
bolisch ist,  hat  ihren  Grund  in  der  besonderen  Beziehung,  welche  die 
Gerade  St  zu  dem  Kegelschnittbüschel   hat.     In   diesem   Kegelschnitt- 
büschel mit  vier  imaginären  Grundpunkten  kommt  nämlich  ein  reelles 
Linienpaar  33,  (£,  dessen  Schnittpunkt  o  ist,  und  zwei  imaginäre  Linien- 
paare vor,  deren  jedes  einen  reellen  (Doppel-)  Punkt  hat;  die  letzteren 
sind  die  Asymptotenpunkte  g  und  h  des  auf  St  gegebenen  hyperbolischen 
Punktsystems;  jeder  dieser  beiden  Punkte  ist  als  ein  Kegelschnitt  (Null- 
Kegelschnitt,   analog   den  Null-Kreisen  oder  Grenzpunkten   eines  Kreis- 
büschels mit  ideeller  gemeinschaftlicher  Secante),  der  sich  auf  einen  Punkt 
zusammengezogen  hat,  oder  als  Schnittpunkt  eines  imaginären  Linien- 
paares (S.  112)  anzusehen,  weil  das  Strahlsystem  ^(&, /3)  elliptisch  ist, 
ebenso  h(b,  ß).     Die  Gerade  St  hat  also  die  eigenthümliche  Beziehung 
zum  Kegelschnittbüschel,  dass  sie  die  beiden  Nullkegelschnitte  enthält. 
Sie  ist  zugleich  die  Polare  des  Punktes  o  für  sämmtliche  Kegelschnitte 
des  Büschels,  weil,   wie   leicht   aus   der  angegebenen  Construction   zu 
sehen  ist,    die    beiden   Tangenten  in  a  und   a   für  einen  Kegelschnitt 
des  Büschels  durch  o  gehen.    Ist  das  Punktsystem  («,  a)  auf  St  hyper- 
bolisch, was  in  den  Fällen  (I)  und  (II),  d.  h,  bei  einem  Kegelschnitt- 
büschel  mit   vier  reellen,   und  bei  einem  Kegelschnittbüschel  mit  vier 
imaginären   Grundpunkten    eintritt,    so    sind    die    beiden    Asymptoten- 
punkte g  und  h  harmonisch  zugeordnet  zu  jedem  Schnittpunktpaar  aa, 
also  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  des  Büschels; 
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da  nun  %  die  Polare  von  o  ist,  so  bilden  die  drei  Punkte  og  h  ein  Tripel 
conjugirter  Punkte  oder  ein  Polardreieck  für  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels;  also  ebenso  wie  bei  dem  Kegelschiiittbüschel  mit  vier  reellen 
Grundpunkten  die  drei  Diagonalpunkte  des  von  jenen  gebildeten  voll- 
ständigen Vierecks  oder  die  Doppelpunkte  der  drei  reellen  in  dem  Kegel- 
schnittbüschel enthaltenen  Linienpaare  ein  gemeinschaftliches  Tripel  con- 
jugirter Funkte  für  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  sind,  giebt  es  auch 
bei  dem  Kegelschnittbüschel  mit  vier  imaginären  Grundpunkten  ein 
reelles  gemeinschaftliches  Polardreieck  (o,  g,  h)  für  alle  Kegelschnitte 
des  Büschels;  "  der  eine  Tripelpunkt  ist  der  Durchschnittspunkt  des 
einzigen  reellen  Linienpaares,  welches  in  dem  Büschel  enthalten  ist; 
von  den  beiden  andern  Tripelpunkten  ist  jeder  als  der  Durchschnittspunkt 
eines  imaginären  Linienpaares  anzusehen.  Bei  dem  Kegelschnittbüschel 
mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  Grundpunkten  ist  von  dem  ge- 
meinschaftlichen Tripel  nur  ein  Punkt  (o),  der  Doppelpunkt  des  einzigen 
im  Büschel  enthaltenen  Linienpaars,  und  die  Polare  von  ihm  (21)  reell, 
die  beiden  andern  Tripelpunkte  auf  ihr  {g  und  h)  sind  imaginär. 

§.  43.    Ueber  die  besondere  Natur  der  in  einem  Büschel  enthaltenen 

Kegelschnitte. 
Die  Frage,  ob  gleichzeitig  Hyperbeln,  Parabeln,  Ellipsen  in  einem 
Kegelschnittbüschel  vorkommen,  ist  zwar  schon  in  §§.  39  und  41  für 
den  Fall,  dass  dasselbe  vier  oder  wenigstens  zwei  reelle  Grundpunkte 
besitzt,  beantwortet  worden,  soll  aber  hier  noch  einmal  unabhängig 
davon,  ob  die  Grundpunkte  reell  oder  paarweise  imaginär  sind,  all- 
gemeiner und  umfassender  erörtert  werden,  indem  wir  nur  die  charakte- 
ristische Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels  voraussetzen,  dass  jede 
geradlinige  Transversale  von  demselben  in  einem  Punktsystem  geschnitten 
wird,  was  oben  für  alle  Fälle  erwiesen  ist.  Nehmen  wir  nämlich  statt 
einer  solchen  willkürlichen  Transversale  die  unendlich  -  entfernte  Ge- 
rade G^ ,  so  wird  auch  auf  ihr  durch  das  Büschel  ein  bestimmtes 
Punktsystem  {x,  |)  fixirt.  Dieses  ist  durch  zwei  Paare  conjugirter 
Punkte  vollständig  bestimmt;  setzen  wir  die  Entstehungsart  des  Kegel- 
schnittbüschels im  vorigen  Paragraphen  voraus,  so  können  wir  zwei 
reelle  Paare  conjugirter  Punkte  des  Punktsystems  {x,  ^)  auf  G^  da- 
durch erhalten,  dass  wir  einmal  die  beiden  unendlich-entfernten  Punkte 
des  einen  immer  reellen  Linienpaars  (33,  ß)  als  ein  Paar  nehmen  und 
zweitens  den  unendlich- entfernten  Punkt  des  Trägers  %  und  den  un- 
endlich -  entfernten  Punkt  derjenigen  Geraden  SR  als  zweites  Paar 
wählen,  welche  die  Mittelpunkte  der  drei  Punktsysteme  auf  St 93© 
enthält;  der  Mittelpmikt  des  Punktsystems  (et,  «)  und  sein  conjugirter. 
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der  unendlich -entfernte  auf  St,   sind  nämlich  die  Mittelpunkte  zweier 
eine  Hyperbel  erzeugenden  projectivischen  Strahlbüschel  und  der  andere 
unendlich -entfernte  Punkt   dieser  Hyperbel  liegt  im  Unendlichen   der 
Geraden  9JJ,  welche  die  Mittelpunkte  der  gegebenen  Punktsysteme  auf 
31  und   33    verbindet.     Ist    das    Punktsystem    {x,  |)    auf   G^   bekannt, 
welches  von  dem  Kegelschnittbüschel  ausgeschnitten  wird,  so  können 
wir   unmittelbar    daraus   auf   die  Natur    der  Kegelschnitte   schliessen, 
welche  in   dem  Büschel   enthalten   sind;  jede   Hyperbel    des  Büschels 
schneidet  nämlich  G^  in  zwei  reellen  conjugirten  Punkten  dieses  Punkt- 
systems, jede  Ellipse  in  zwei   imaginären  und  eine   Parabel  in  zwei 
zusammenfallenden.    Es  giebt  also  in  dem  Kegelschnittbüschel  allemal 
zwei  Parabeln,    sobald    das   Punktsystem   {x,  |)   auf  G^    hyperbolisch 
ist;  die  Asymptotenpunkte  desselben  sind  die  Berührungspunkte  dieser 
Parabeln,  sie  bestimmen  die  Richtungen  ihrer  Axen;  es  giebt  dagegen 
Tieine  Parabel  in  dem  Büschel,  sobald  das  Punktsystem  (x,  |)  auf  G^ 
elliptisch  ist;  ist  es  insbesondere  parabolisch,  d.  h.  fallen  die   beiden 
Asymptotenpunkte  zusammen  (S.  52),  so  ist  dieser  Punkt  einer  der  vier 
Grundpunkte  des  Büschels  selbst,  welches  dann  nur  eine  Parabel  enthält. 
Wir  haben  noch   ein  bequemeres  Mittel,   um  zu   erfahren,  wann 
das   Punktsystem  {x,  ^)   auf  G^   elliptisch  und  wann  es   hyperbolisch 
ist;  da  nämlich  die  Geraden  33  und  ©  ein  Paar  conjugirter  Richtungen 
und  die  Geraden  %  und  Wl   ein  zweites  Paar  conjugirter  Richtungen, 
für  das  Punktsystem   (x,   ^)   auf  G^   bestimmen,   so   ist  nachzusehen, 
ob  die   ersten   beiden  Richtungen    durch    die    andern    beiden    getrennt 
werden  oder  nicht;   im    ersten  Falle  wird   das  Punktsystem   elliptisch, 
im    zweiten    Falle    hyperbolisch    sein;    wir    haben    also    durch     den 
Schnittpunkt  (33,  ß)  eine  Parallele  zu  SOd  zu  ziehen  und  nachzusehen, 
ob  dieselbe  zwischen  den  Punkten  p  und  n  (Fig.  65)  durchgeht  oder 
nicht;  im  ersten  Falle  ist  das  zu  untersuchende  Punktsystem  elliptisch, 
im   andern  hyperbolisch.     Wir  werden  nun    alle    vier  (S.  254)  unter- 
schiedenen Fälle  ins  Auge  zu  fassen  haben,  um  die  Lage  der  Geraden 
9)i  zu  bestimmen.     Fassen  wir  das  von  den   drei  Geraden  2133©  ge- 
bildete Dreiseit  auf,    dessen  Ecken    paarweise    conjugirte    Punkte    für 
jedes  der  drei  Punktsysteme  auf  5(33(5  sind,  und  bezeichnen  demgemäss 
diese  Ecken    doppelt    mit  ^)  und  c5,    tc  und  r,    q  und  o,    so  dass  die 
Paare  p   und  tc   auf  5t,    o   und  <J5  auf  S8,    r  und   q   auf  6   conjugirte 
Punkte    sind    (Fig.  65);    bezeichnen    wir  femer  die   drei  Mittelpunkte 
der  Punktsysteme,  welche  in  der  Geraden  9JJ  liegen,   beziehlich  mit 
nta,  ntb,  ntc,  so  wird,   wenn  das  Punktsystem  auf  2t  hyperbolisch  ist, 
Tita  ausserhalb  j9;t  liegen,  wenn  es  elliptisch  ist,  zwischen  2)^,  und  ebenso 
bei  den  beiden  andern;  von  den  Asymptotenpunkten  liegt  aber  immer 
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einer  zwischen  jedem  Paare  conjugirter  Punkte  und  der  andere  ausser- 
halb; endlich  wird  jede  Seite  des  Dreiecks  durch  die  beiden  in  ihr 
befindlichen  Ecken  in  ein  endliches  Stück  und  zwei  unendliche  zerlegt, 
z.  B.  %  in  die  drei  Strecken  j?  bis  oo ,  n  bis  oo  und  p  bis  n.  Dies 
festgehalten,  haben  wir  jetzt: 

L  Das  Punktsystem  auf  ?{  hyperbolisch,  93  hyperbolisch,  S  hy- 
perbolisch; das  Kegelschnittbüschel  hat  vier  reelle  Grundpunkte,  die 
Asymptotenpunkte  auf  93  und  ß.  Die  Mittelpunktslinie  Wl  muss  alle 
drei  Dreiecksseiten  in  ihren  Verlängerungen  treffen,  d.  h.  SR  trifft  ent- 
weder: 

1)  33  in  der  Strecke  von  to  bis  oc  und  ß  von  q  bis  oo 
oder     2)  93--  -  -      o     -     oo     -     ^      -     r     -    oo 

3)  93--  -  -c3-oo-(S-r-oo 

4)  93--  -  -o-oo-S-p-oo; 

in  den  beiden  Fällen  1)  und  2)  wird  eine  mit  W  parallel  durch  o  ge- 
legte Gerade  zwischen  pn  durchgehen,  in  den  Fällen  3)  und  4)  ausser- 
halb; also  in  1)  und' 2)  ist  das  zu  untersuchende  Punktsystem  ellip- 
tisch, in  3)  und  4).  hyperbolisch.  Die  beiden  ersten  Fälle  unterschei- 
den sich  aber  von  den  beiden  letzten  rücksichtlich  der  Lage  der  vier 
Asymptotenpunkte  (der  Grundpunkte  des  Kegelschnittbüschels)  folgen- 
dermassen:  In  den  beiden  ersten  Fällen  trennt  die  Verbindungslinie 
zweier  die  beiden  andern,  wogegen  die  Verbindungslinie  der  letzteren 
die  beiden  ersteren  nicht  trennt;  in  den  Fällen  3)  und  4)  trennt  die 
Verbindungslinie  zweier  die  beiden  andern  nicht  und  auch  die  Ver- 
bindungslinie der  letzteren  die  beiden  ersteren  nicht,  oder  es  trennt 
gleichzeitig  die  Verbindungslinie  zweier  die  beiden  andern  und  die 
Verbindungslinien  der  letzteren  die  beiden  ersten.  Dies  lässt  sich 
auch  so  aussprechen:  In  den  Fällen  1)  und  2)  liegen  die  vier  Asymptoten- 
punkte auf  93  und  ©  (Grundpunkte  des  Kegelschnittbüschels)  so,  dass 
einer  innerhalb  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  be- 
findet, und  das  Punktsystem  {x,  ^)  auf  G^  ist  daun  elliptisch;  in  den 
Fällen  3)  und  4)  liegen  die  vier  Punkte  so,  dass  jeder  ausserhalb  des 
von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet,  und  das  Punkt- 
system (x,  ^)  ist  dann  hyperbolisch.  Dies  stimmt  mit  unserem  früher 
(§.  39)  gefundenen  Kriterium  überein. 

IL  Punktsystem  auf  St  hyperbolisch,  93  elliptisch,  S  elliptisch; 
das  Kegelschnittbüschel  hat  vier  imaginäre  Grundpunkte;  die  Gerade 
W  muss  die  Dreiecksseiten  93  und  ß  in  Punkten  treffen,  die  zwischen 
den  Ecken  des  Dreiecks  liegen;  sie  selbst,  daher  auch  die  durch  o  zu 
ihr  gezogene  Parallele,  wird  noth wendig  die  dritte  Dreiecksseite  St 
ausserhalb  pn   treffen,    also    das   zu    untersuchende    Punktsystem    ist 
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hyperboliscli:  Ein  Kegelsclmitthüschel  mit  vier  imaginären  Grundpunkten 
schneidet  auf  der  unendlich-entfernten  Geraden  ein  PunJctsystem  aus, 
tvelches  allemal  hyperbolisch  ist. 

III.  Punktsystem  auf  31  elliptisch,  53  hyperboliscli,  S  elliptisch; 
das  Kegelschnittbüschel  hat  zwei  reelle  Grundpunkte,  die  Asymptoten- 
punkte auf  33,  und  zwei  imaginäre  auf  ©,  der  ideellen  gemeinschaft- 
lichen Secante  oder  dem  zweiten  Theil  des  reellen  Linienpaars,  dessen 
einer  Theil  die  reelle  gemeinschaftliche  Secante  33  ist.  Die  Gerade  Tl 
trifft  St  und  (S  zwischen  den  Dreicksecken  und  33  ausserhalb;  es  sind 
hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  nämlich  SJJ  trifft  entweder 

1)  33  in  der  Strecke  von  o  bis  oo 
oder     2)  33    -      -  -  -     c5    -     oo  ; 

im  ersten  Falle  wird  die  durch  o  zu  9JJ  gezogene  Parallele  die  Gerade 
51  zwischen  p  und  ä  treffen,  im  zweiten  Falle  ausserhalb  p7t,  also  im 
ersten  Falle  ist  das  zu  untersuchende  Punktsystem  elliptisch,  im  zweiten 
hyperbolisch;  wir  sehen  aber  zugleich,  dass  im  ersten  Falle  die  ideelle 
gemeinschaftliche  Secante  zwischen  den  beiden  reellen  Grundpunkten 
durchgeht,  im  andern  Falle  nicht;  also: 

Ein  Kegelschnitthüschel  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  Grund- 
punkten (auf  der  ideellen  gemeinschaftlichen  Secante)  schneidet  auf  der 
unendlich-entfernten  Geraden  ein  elliptisches  Punktsystem  aus,  wenn  die 
ideelle  gemeinschaftliche  Secante  zivischen  den  beiden  reellen  Grundpunkten 
hindurcligeht ,  dagegen  ein  hyperbolisches  PunMsystem ,  ivenn  dies  nicht  der 
Fall  ist.    (S.  248.) 

IV.  Punktsystem  auf  5t  elliptisch,  33  elliptisch,  (S  hyperbolisch; 
das  Kegelschnittbüschel  hat  zwei  reelle  Grundpunkte,  die  Asymptoten- 
punkte auf  (S,  und  zwei  imaginäre  auf  33.  In  ganz  gleicher  Weise, 
wie  im  Falle  III.  stellt  sich  hier  dasselbe  Kriterium  heraus. 

Die  Schnittpunkte  eines  Kegelschnitts  und  einer  Geraden  können 
wir,  ganz  abgesehen  davon,  ob  sie  reell  oder  imaginär  sind,  durch 
ein  immer  reelles  Gebilde  vertreten  lassen,  nämlich  das  Punktsystem, 
welches  der  Geraden  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört  (S.  140); 
ist  dieses  hyperbolisch,  so  sind  die  Asymptotenpunkte  desselben  die 
reellen  Schnittpunkte;  ist  es  elliptisch,  so  sind  die  Schnittpunkte  ima- 
ginär; ist  es  parabolisch,  so  berührt  die  Gerade  den  Kegelschnitt. 
Der  G^  gehört  nun  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  dasjenige  Punkt- 
system zu,  in  welchem  das  System  der  conjugirten  Durchmesser  des 
Kegelschnitts  (S.  162)  dieselbe  trifft;  letzteres  liegt  im  Endlichen, 
während  die  unendlich-entfernte  Gerade  sich  der  Anschauung  entzieht; 
wir  fassen  daher  zweckmässiger  die  Strahlsysteme  der  conjugirten 
Durchmesser  für  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  ins  Auge  und 
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ziehen  durch  irgend  einen  Punkt  B  der  Ebene  Parallele  zu  den  Paaren 
conjugirter  Strahlen  dieser  sämratlichen  Strahl  Systeme  oder  verschieben 
dieselben  parallel,  ohne  sie  zu  drehen,  nach  irgend  einem  gemein- 
schaftlichen Centrum  B.  Dadurch  erhalten  wir  in  B  unendlich  viele 
auf  einander  liegende  Strahlsysteme,  welche  die  G^  in  denjenigen 
Punktsystemen  treffen,  die  ihr  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  zugehören.  Diese  Strahlsysteme  in  B  haben  einen  leicht 
zu  ermittelnden  Zusammenhang  mit  einander.  Legen  wir  nämlich 
durch  B  einen  beliebigen  Hülfskegelschnitt  W-^^  und  fassen  eines  jener 
Strahlsysteme  ins  Auge,  so  schneidet  jedes  Paar  conjugirter  Strahlen 
desselben  eine  Sehne  in  Ä^^^  aus,  welche  durch  einen  festen  Punkt 
P  geht  und  umgekehrt  bestimmt  der  Punkt  P  das  ganze  Strahl- 
system in  B,  indem  jede  durch  P  gehende  Transversale  den  Kegel- 
schnitt Ä^^)  in  zwei  solchen  Punkten  trifft,  dass  ihre  Verbindungslinien 
mit  B  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  dieses  Strahlsystems  sind;  das 
aus  P  an  den  Kegelschnitt  §t^'^'>  gelegte  Tangentenpaar  liefert  also,  wenn 
man  die  Berührungspunkte  mit  B  verbindet,  die  Asymptoten  des 
Strahlsystems.  Jedes  von  den  nach  B  verlegten  Strahlsystemen  liefert 
also  einen  bestimmten  Punkt  P,  und  der  Ort  der  Punkte  P  für  sämmt- 
liche  Strahlsysteme  in  B  kann  dadurch  bestimmt  werden,  dass  wir 
P  als  den  Pol  derjenigen  Sehne  des  Kegelschnitts  ß^^^  auffassen,  welche 
die  beiden  Asymptoten  eines  jener  Strahlsysteme  ausschneiden.  Diese 
Asymptoten  bilden  aber  selbst  ein  eigenes  Strahlsystem,  welches  nach 
dem  Punktsystem  {x,  |)  auf  G^  hingeht.  Jene  Sehnen  laufen  daher 
durch  einen  festen  Punkt  0,  und  der  Ort  des  Punktes  P  ist  die  Polare 
von  0  in  Bezug  auf  den  Hülfskegelschnitt  ^^^^,  also  eine  Gerade.  Wir 
haben  hiernach  zunächst  folgenden  Satz: 

Verschiebt  man  alle  Strahlsysteme  der  conjugirten  Durchmesser  sämmt- 
licher  Kegelschnitte  eines  BüscJiels  mit  Beibehaltung  der  ursprünglichen  Bich- 
tung  ihrer  Strahlenpaare  nach  irgend  einem  Punkte  B  der  Peripherie  eines 
beliebigen  Kegelschnitts  ^^^'>  und  macht  sie  dadurch  concentrisch,  so  bestimmen 
die  conjugirten  Strahlenpaare  jedes  Stralilsystems  für  sich  solche  Sehnen 
auf  W-^^,  die  durch  einen  Punkt  P  laufen,  und  alle  solche  Punkte  P,  die 
den  gesummten  Strahlsystemen  entsprechen,  liegen  auf  einer  und  derselben 
Geraden  £  (und  erfüllen  dieselbe). 

Schneidet  die  Gerade  S  den  Hülfskegelschnitt  ^^^^  nicht,  so  besteht 
das  Kegelschnittbüschel  aus  lauter  Hyperbeln;  jedes  aus  einem  Punkte 
P  der  Geraden  £  an  ^^^^  gelegte  Tangentenpaar  berührt  in  zwei  Punkten, 
welche  mit  B  verbunden  die  Richtungen  der  Asymptoten  dieser  Hy- 
perbeln liefern;  da  der  Pol  der  Geraden  2  in  Bezug  auf  Ä^^'  in  diesem 
Fall  innerhalb  des  Kegelschnitts  ^^^^  Hegt,  so  ist  das  Punktsystem  {x,  |) 
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auf  G^  elliptisch,,  oder  die  durch  den  PunJä  B  den  Asymptoten  sämmt- 
licher  Hyperhein  des  Büschels  parallel  gezogenen  Strahlenpaare  bilden 
seihst  ein  elliptisches  Strahlsystem.  Berührt  die  Gerade  S  den  Kegel- 
schnitt ^(2),  so  zeigt  dies  an,  dass  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  einen 
unendlich- entfernten  Punkt  gemein  haben,  also  einer  der  vier  Grund- 
punkte des  Büschels  im  Unendlichen  liegt;  das  Kegelschnitthüschel  ent- 
hält in  diesem  Fall  eine  einzige  Parabel  und  lauter  Hyperbeln;  das 
Punktsystem  {x,  |)  auf  G^  ist  parabolisch. 

Schneidet  die  Gerade  2'  den  Kegelschnitt  ^(^>  in  zwei  reellen 
Punkten,  so  besteht  das  Kegelschnittbüschel  aus  einer  Gruppe  Hyperbeln, 
einer  Gruppe  Ellipsen  und  zwei  Parabeln,  welche  jene  beiden  Gruppen 
von  einander  treimen;  denjenigen  Punkten  P  nämlich,  welche  auf  der 
Geraden  S  ausserhalb  des  Kegelschnitts  ^(^>  liegen,  entsprechen  die 
Hyperbeln  des  Büschels,  denjenigen  Punkten  P,  welche  innerhalb  ^^^) 
liegen,  die  Ellipsen  und  den  beiden  Schnittpunkten  der  Geraden  B 
mit  Ä^2>  die  beiden  Parabeln.-  In  der  That,  sobald  das  nach  B  parallel 
verlegte  System  der  conjugirten  Durchmesser  hyperbolisch  ist,  ist 
auch  der  zugehörige  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  und  sobald  es  ellip- 
tisch ist,  eine  Ellipse;  der  Punkt  Perzeugt  aber,  wenn  er  ausserhalb 
Ä'^^  liegt,  in  B  ein  hyperbolisches  Strahlsystem,  und  wenn  er  inner- 
halb ^^^)  liegt,  ein  elliptisches,  daher  ist  der  ihm  zugehörige  Kegel- 
schnitt des  Büschels  im  ersten  Falle  Hyperbel,  im  zweiten  Ellipse. 
Liegt  P  in  einem  der  beiden  Schnittpunkte  der  Geraden  S  mit  ^^^\  so 
wird  das  Strahlsystem  in  B  parabolisch,  weil  die  beiden  Asymptoten 
zusammenfallen,  und  der  zugehörige  Kegelschnitt  des  Büschels  aus 
demselben  Grunde  Parabel,  weil  seine  beiden  Schnittpunkte  mit  G^ 
zusammenfallen;  es  giebt  also  zwei  Parabeln  in  dem  Büschel.  Das 
Punktsystem  (a;,  |)  auf  G^  ist  hyperbolisch,  und  die  beiden  Asymptoten- 
punkte desselben  geben  die  Richtungen  der  Axen  der  beiden  zum 
Büschel  gehörigen  Parabeln  an. 

Da  jeder  Punkt  P  der  Geraden  2  dasjenige  Strahlsystem  in  B 
hervorruft,  welches  dem  conjugirten  Durchmesser-Systeme  eines  Kegel- 
schnitts des  Büschels  parallel  läuft,  welcher  P  entspricht,  und  da 
alle  Punkte  P  in  derselben  Geraden  2  liegen,  so  haben  alle  Strahl- 
systeme in  B  ein  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter  Strahlen,  die 
nach  den  Schnittpunkten  der  Geraden  S  mit  dem  Kegelschnitte  Ä^^^  hin- 
gehen, denn  durch  jeden  Punkt  P  geht  eben  auch  die  Gerade  2  selbst, 
welche  dies  Paar  bestimmt,  also: 

Sämmtliche  Kegelschnitte  eines  Büschels  haben  je  ein  besonderes  Paar 
conjugirter  Durchmesser,  welches  dieselben  zivei  festen  Richtungen  hat; 
diese  Bichtungen  sind  die  der  Axen  derjenigen  beiden  Parabeln,  welche 
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in  dem  Büschel  voricommen ;  sie  sind  also  mit  diesen  seihst  reell  oder 
imaginär.  Hieraus  lassen  sich  die  beiden  Parabeln  eines  Büschels 
finden,  sobald  dasselbe  durch  irgend  zwei  Kegelschnitte  gegeben  ist. 
Man  verlege  in  einen  beliebigen  Punkt  B  der  Ebene  zwei  Strahlsysteme, 
welche  beziehungsweise  parallel  laufen  den  Systemen  der  conjugirten 
Durchmesser  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte,  und  bestimme  das  ge- 
meinschaftliche Paar  conjugirter  Strahlen  dieser  beiden  concentrischen 
Systeme  (S.  158);  dasselbe  ist  immer  reell,  sobald  nur  einer  der  beiden 
Kegelschnitte  Ellipse  ist,  oder  falls  beide  Hyperbeln  sind,  sobald  die 
beiden  Asymptoten  der  einen  ihrer  Richtung  nach  in  denselben  Winkel- 
raum zwischen  die  Asymptoten  der  andern  hineinfallen;  nur  wenn 
die  Asymptoten  der  einen  durch  die  der  andern  getrennt  werden, 
giebt  es  kein  reelles  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter  Strahlen, 
also  auch  keine  Parabel. 

Es  ist  von  besonderem  Interesse,  die  vorige  Betrachtung  in  der  Weise 
zu  specialisiren,  dass  man  für  den  Hülfskegelschnitt  einen  Kreis  annimmt; 
dann  wird  ein  solcher  durch  den  veränderlichen  Punkt  P  gehender  Strahl, 
welcher  Durchmesser  des  Kreises  ^^^^  ist,  denselben  in  zwei  Punkten  treffen, 
welche  mit  B  verbunden  die  Axen  des  zugehörigen  Strahlsystems 
geben;  das  Tangentenpaar  aus  P  an  den  Kreis  ^(^'  (falls  P  ausserhalb 
liegt)  liefert  zwei  Berührungspunkte,  die  mit  B  verbunden  die  Asym- 
ptoten des  Strahlsystems  geben.  Der  Asymptotenwinkel  einer  Hyper- 
bel d-  wird   aber  durch  das   Verhältniss  der  Axen  bestimmt  (S.  179) 

tg  ^  ■9-  =  —  ;  der  Winkel  des  aus  P  an  den  Hülfskreis  gelegten  Tan- 
gentenpaars ist  aber  ISO''  —  20-  ]  nehmen  wir  an,  die  Gerade  S  (der 
Ort  des  Punktes  P)  treffe  den  Hülfskreis  ^(^^  nicht,  also  das  ganze 
Kegelschnittbüschel  bestehe  aus  Hyperbeln,  so  verändert  sich  der 
Winkel  180*^  —  2d- ,  oder  sein  Nebenwinkel  2d-,  indem  er  von  0  (für 
den  unendlich  -  entfernten  Punkt)  bis  zu  einem  gewissen  grössten 
Werthe  wächst,  welcher  demjenigen  Punkte  m  der  Geraden  S  ent- 
spricht, der  dem  Kreise  am  nächsten  liegt,  also  dem  Fusspunkt  des 
aus  dem  Kreismittelpunkte  auf  die  Gerade  £  gefällten  Perpendikels, 
und  ebenso  wieder  von  diesem  Maximumswerthe  bis  0  abnimmt,  wo- 
bei für  zwei  gleich  weit  von  m  abstehende  Punkte  der  Winkel  2d', 
also    auch   d-    denselben    Werth    annimmt.      Zwei    Kegelschnitte,    für 

welche   das  Verhältniss  der  Axen   (— j   denselben    Werth    hat    (oder 

deren  Asymptoten  denselben  Winkel  bilden),  heissen  ähnlich.  Wir 
schliessen  also: 

Besteht  das  Kegelschnittbüschel  aus  lauter  Hyperhein,  so  kommt  unter 
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iJinen  eine  und  (im  Allgemeinen)  nur  eine  gleichseitige  Hyperbel  vor  (sie 
entspriclit  dem  unendlich-entfernten  Punkte  der  Geraden  £),  ferner 
eine  Hyperbel,  welche  von  der  gleichseitigen  am  meisten  abweicht  (sie  ent- 
spricht dem  Fusspunkte  ni  des  aus  dem  Kreismittelpunkte  auf  2  herab- 
gelassenen Perpendikels),  d.  h,  eine  solche,  für  ivelche  das  VcrMltniss 
der  Axen  einen,  Maximumswerth  hat;  ausser  dein  besteht  das  Büschel  aus 
Hyperbeln,  welche  paarweise  ähnlich  sind  (indem  je  zwei  Punkte,  welche 
von  m  gleichweit  abstehen,  zweien  Hyperbeln  entsprechen,  deren 
Asymptoten  denselben  Winkel  mit  einander  bilden).  Ereignet  es  sich 
insbesondere,  dass  die  Gerade  S  ganz  im  Unendlichen  liegt,  mit  G^  zu- 
sammenfällt, so  besteht  das  ganze  Büschel  aus  gleichseitigen  Hyperbeln: 
die  Linienpaare,  welche  in  dem  Büschel  vorkommen  (eines  oder  drei), 
müssen  je  ein  Paar  rechtwinkliger  Strahlen  sein;  also  wenn  die  vier 
Grundpunkte  reell  sind,  müssen  sie  so  liegen,  dass  jeder  der  Höhen- 
punkt des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist  (S.  232). 

Nehmen  wir  andererseits  an,  die  Gerade  2  treffe  den  Kreis  ^^^^  in 
zwei  reellen  Punkten,  so  besteht  das  Kegelschnittbüschel  aus  Hyper- 
beln, Ellipsen  und  zwei  Parabeln.  Einem  Punkte  P  innerhalb  des 
Kreises  entspricht  eine  Ellipse;  derjenige  Durchmesser  des  Kreises, 
welcher  durch  P  geht,  schneidet  in  zwei  Punkten,  die  mit  B  ver- 
bunden die  Axen  des  Strahlsystems  geben,  welche  den  Axen  des 
Kegelschnitts  parallel  laufen;  die  durch  den  Punkt  P  (innerhalb  des 
Kreises)  gehende  kleinste  Sehne  des  Kreises,  welche  auf  dem  Durch- 
messer senkrecht  steht,  schneidet  in  zwei  Punkten,  die  mit  B  ver- 
bunden Strahlen  geben,  welche  den  gleichen  conjugirten  Durch- 
messern der  Ellipse  parallel  laufen  (S.  170),  denn  die  Winkel  zwischen 
den  gleichen  conjugirten  Durchmessern  werden  halbirt  durch  die 
Axen  und  der  Winkel  %'  zwischen  den  gleichen  conjugirten  Durch- 
messern wird  bestimmt  durch  das  Verhältuiss  der  Axen  (tg  ^  -O-  =  — ). 

Zwei  Ellipsen,  bei  denen  das  Paar  gleicher  conjugirter  Durchmesser 
denselben  Winkel  einschliesst,  heissen  daher  ähnlich,  weil  das  Ver- 
hältuiss der  Axen  dasselbe  ist.  Bezeichnen  wir  nun  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  S  mit  dem  Kreise  ^^^^  durch  p  und  q,  so  entsprechen  den 
Punkten  zwischen  pq  in  dem  Büschel  Ellipsen,  und  unter  diesen  wird 
diejenige,  welche  dem  Mittelpunkte  m  zwischen  pq  entspricht,  den 
grössten  Werth  des  Axenverhältnisses  liefern,  d.  h.  dem  Kreise  am 
nächsten    kommen*);    zwei    solchen    Punkten,    die    gleich  weit    von    m 


*)  Vgl.  Steiner :  Auflösung  einer  geometrischen  Aufgabe ,  in  Crelle'ä  Journal 
für  Mathematik,  Bd.  II  Seite  64,  und  „Vermischte  Sätze  und  Aufgaben"  von 
J.  Steiner  im  55.  Bde.  des  Crelle-Borchardt' scheu  Journals,  Seite»  372. 
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abstehen,  entsprechen  zwei  ähnliche  Kegelschnitte;  wir  schliessen 
also : 

Bestellt  das  Kegelschnitthüschel  ans  einer  Gruppe  von  Ellipsen  und 
einer  Gruppe  von  Hyperbeln,  ivelche  durch  zwei  Parabeln  von  einander- 
getrennt  werden,  so  giebt  es  unter  den  Ellipsen  eine  bestimmte,  welcJie 
sich  dem  Kreise  am  meisten  nähert;  ihre  gleichen  conjugirten  Durch- 
messer sind  parallel  demjenigen  Paare  conjugirter  Durchmesser,  welches 
für  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  dieselben  Bichtungen  hat,  oder  den 
Axen  der  beiden  im  Büschel  enthaltenen  Parabeln;  sie  entspricht  der 
Mitte  m  der  Sehne,  welche  die  Gerade  IB  im  Kreise  ausschneidet;  je 
zweien  Punkten,  die  gleich  weit  von  m  abstehen,  entsprechen  zwei 
ähnliche  Kegelschnitte  des  Büschels  und  zwar  zwei  Ellipsen  oder  zwei 
Hyperbeln,  je  nachdem  jene  Punkte  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Kreises  liegen,  so  dass  also  die  Kegelschnitte  des  Büschels  paarweise 
ähnlich  sind,  aber  nicht  ähnlich  liegen;  in  dem  Büschel  Icommt  nur  eine 
einzige  gleichseitige  Hyperbel  vor,  welche  dem  unendlich  -  entfernten 
Punkte  der  Geraden  2  entspricht.  Geht  die  Gerade  S  insbesondere 
durch  den  Mittelpunkt  des  Hülfskreises,  so  befindet  sich  ein  Kreis  in 
dem  Büschel,  welcher  dem  Mittelpunkte  des  Hülfskreises  entspricht. 
Es  muss  also  die  eben  genannte  Bedingung  erfüllt  werden,  damit 
unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ein  Kreis  vorkomme;  sind  die  vier 
Grundpunkte  des  Büschels  reell,  so  kommt  sie  mit  derjenigen  überein, 
welche  aus  den  Elementen  bekannt  ist  für  die  Lage  von  vier  Punkten 
auf  einem  Kreise.  Sie  stimmt  mit  der  in  §.  39  gefundenen  überein: 
Damit  unter  den  Kegelschnitten  eines  Büschels  ein  Kreis  vorkomme, 
müssen  die  Axen  der  beiden  Parabeln,  ivelche  das  Büschel  enthält,  zu 
einander  rechtwinlüig  sein. 

Ausser  diesem  einen  Kreise  kann  in  dem  Kegelschnittbüschel 
kein  zweiter  vorkommen;  dies  steht  in  scheinbarem  Widerspruch  zu 
dem  Umstände,  dass  das  Kegelschnittbüschel  durch  zwei  beliebig  an- 
zunehmende Kegelschnitte  vollständig  bestimmt  wird;  es  hindert  uns 
nämlich  nichts,  zwei  Kreise  für  die  das  Büschel  bestimmenden 
Kegelschnitte  zu  wählen.  In  diesem  Falle  wird  das  eine  Strahl- 
system in  B  ein  circulares  Strahlsystem  (sämmtliche  Paare  recht- 
winkliger Strahlen),  der  zugehörige  Punkt  P  also  der  Mittelpunkt 
M  des  Hülfskreises  U^'^^\  das  zweite  Strahlsystem  in  B  wird  aber 
auch  ein  circulares,  also  identisch  mit  dem  vorigen;  der  zugehörige 
Punkt  P  fällt  daher  mit  M  zusammen,  und  diese  beiden  in  M 
zusammenfallenden  Punkte  P  bestimmen  gar  keine  Gerade  S,  welche 
als  der  Ort  sämmtlicher  Punkte  P  anzusehen  wäre.  Wir  sehen 
aber  auch,   dass   auf  G^    die  den  beiden  Kreisen  zugehörigen  Punkt- 
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Systeme  identisch  werden,  also  ihre  (imaginären)  Asymptotenpunkte 
nothwendig  als  gemeinschaftliche  Punkte  der  beiden  Kreise  aufgefasst 
werden  müssen.  Das  Büschel  hat  daher  auf  G^  zwei  Grundpunkte, 
die  beiden  unendlich-entfernten  imaginären  Kreispunkte  (Seite  78  und 
195),  und  da  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  durch  dieselben  vier 
Grundpunkte  gehen,  so  muss  das  Punktsystem  auf  G^  für  alle  das- 
selbe sein,  also  sie  sind  in  diesem  Falle  sämmtlich  Kreise:  Kommen 
mvei  Kreise  in  einem  Kegelschnitthüschel  vor,  so  besteht  dasselbe  aus 
lauter  Kreisen,  und  diese  bilden  das  aus  den  Elementen  bekannte  Kreis- 
büschel mit  reeller  oder  ideeller  gemeinschaftlicher  Secante.  Die  unendlich- 
entfernte Gerade  G^  ist  selbst  als  eine  ideelle  gemeinschaftliche  Se- 
cante aller  Kreise  anzusehen  und  macht  den  einen  Theil  des  einzigen 
in  dem  Büschel  enthaltenen  Linienpaars  aus,  dessen  anderer  Theil  die 
endliche  gemeinschaftliche  Secante  (Potenzlinie  des  Kreisbüschels)  ist. 
Das  Kreisbüschel  zeigt  sich  also  «hier  als  specieller  Fall  des  Kegel- 
schnittbüschels. 

Dieselbe  Bemerkung  führt  zugleich  zu  einem  allgemeineren  Re- 
sultat, nämlich:  In  dem  Kegelschnittbüschel  sind  im  Allgemeinen  heine 
zwei  Kegelschnitte  ähnlich  und  ähnlich-liegend;  kommen  insbesondere  zwei 
ähnliche  und  ähnlich-liegende  Kegelschnitte  in  demselben  vor,  so  besteht 
das  ganze  Büschel  aus  ähnlichen  Kegelschnitten  und  hat  zwei  seiner 
Grundpunlcte  auf  der  unendlich-entfernten  Geraden  G^ ;  sind  diese  beiden 
reell,  so  besteht  das  Büschel  aus  lauter  ähnlichen  Hyperbeln;  sind  sie 
imaginär,  aus  lauter  ähnlichen  Ellipsen  (insbesondere  Kreisen);  je  zwei 
Kegelschnitte  des  Büschels  sind  in  diesem  Fall  ähnlich  und  ähnlich-liegend. 
(Zwei  Kegelschnitte  heissen  nämlich  ähnlich  und  ähnlich-liegend,  wenn 
ihnen  dasselbe  Punktsystem  auf  der  unendlich  -  entfernten  Geraden 
G^  zugehört,  d.  h.  G^  eine  reelle  oder  ideelle  gemeinschaftliche 
Secante  derselben  ist.  Zwei  Kegelschnitte  heissen  dagegen  nur  ähn- 
lich, wenn  ihre  conjugirten  Durchmesser-Systeme  gleich  sind,  ohne 
sich  in  paralleler  Lage   zu  befinden,    oder  wenn  ihr  Axenverhältniss 

—  dasselbe  ist.) 

«- 

§.  44.    Entstehung  der  Kegelschnittschaar  ans  der  geraden  Punktreihe. 

Ehe  wir  in  der  Untersuchung  des  Kegelschnittbüschels  weiter 
fortfahren,  ist  es  angemessen,  das  polare  Nebengebilde  desselben, 
die  Kegelschnittschaar,  d,  h.  sämmtliche  Kegelschnitte,  welche  dieselben 
vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  haben,  näher  ins  Auge  zu  fassen. 
Alle    Betrachtungen    und    Entstehungsarten    des    Kegelschnittbüschels, 
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welche  in  den  §§.  39 — 43  auseinandergesetzt  sind,  und  alle  dort  er- 
langten Resultate  haben  ihre  analogen  bei  der  Kegelsehnittschaar,  und 
es  ist  diese  Analogie  nach  den  uns  bereits  bekannten  Principien  ohne 
Schwierigkeit  herzustellen.  Wir  werden  daher  diese  Uebertragung 
oder  Wiederholung  hier  unterlassen  (siehe  Aufgaben  und  Sätze) 
und  uns  zunächst  darauf  beschränken,  nur  die  Kegelschnittschaar  mit 
vier  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten  aus  der  geraden  Punktreihe 
(analog  §.  39)  entstehen  zu  lassen,  wobei  wir  besonders  die  abweichen- 
den Umstände  angeben  wollen. 

Nehmen  wir  zwei  gerade  Träger  51  und  21^  in  der  Ebene  an  und 
einen  beliebigen  Punkt  B  als  den  Projectionspunkt  zweier  perspecti- 
visch  liegender  Punktreihen  auf  diesen  Trägern,  so  bestimmt  derselbe 
diese  beiden  projectivischen  Punktreihen  auf  den  Trägern  5t  21^  der 
Art,  dass  in  dem  Schnittpunkte  (51,  51^)  zwei  entsprechende  Punkte 
ee^  vereinigt  liegen;  denken  wir  uns,  nachdem  diese  Beziehung 
durch  den  Punkt  B  hergestellt  ist,  die  Träger  fest,  aber  die  beiden 
auf  ihnen  befindlichen  Punktreihen  um  zwei  beliebige  Strecken,  ohne 
die  Beziehung  in  sich  zu  ändern,  auf  den  beiden  Trägern  verschoben, 
so  wird  dadurch  die  vorige  perspectivische  Lage  aufgehoben,  und  das 
Erzeugniss  der  beiden  projectivischen  Punktreihen  wird  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  die  Träger  5t5ti  zu  Tangenten  hat  und  noch  eine 
dritte  leicht  angebbare  Tangente,  nämlich  den  Verbindungsstrahl  der- 
jenigen beiden  Punkte  der  Träger  nach  der  Verschiebung,  welche  vor- 
her im  Schnittpunkte  ee^  vereinigt  waren.  Diese  bestimmte  Gerade  (£ 
ist  nur  von  der  Grösse  und  Richtung  der  „Sddebstrechen"  abhängig,  nicht 
von  der  Lage  des  Projectionspunktes  B.  Verändern  wir  also  die  Lage 
des  Punktes  B  in  der  ganzen  Ebene,  so  erhalten  wir  dadurch  immer 
,,.    „,  neue    Kegelschnitte    bei    derselben 

Verschiebung,  und  sämmtlichen 
Punkten  B  der  Ebene  entsprechen 
unendlich  viele  Kegelschnitte,  welche 
dieselben  drei  festen  Tangenten 
-^  5t5li@  haben  (Fig.  66)  d.  h.  dem- 
selben Dreiseit  einbeschrieben  sind. 
Dies  ist  eine  doppelte  Unendlichkeit 
oder  eine  Schaar-Schaar  von  Kegel- 
schnitten. Lassen  wir  B  nur  die  sämmtlichen  Punkte  einer  Geraden 
S  durchlaufen,  so  werden  die  beiden  Schnittpunkte  der  Geraden  S  mit 
5t  und  %i  ein  Paar  entsprechender  Punkte  b  und  b^  sein,  wo  übrigens 
auch  B  auf  2  liegen  mag;  nehmen  nach  der  Verschiebung  b  und  b^ 
die  Lagen  b^  und  b\  an,  so  ist  der  Verbindungsstrahl  b^b\  =  2^  eine 
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Tangente  für  alle  Kegelschnitte,  welche  den  Punkten  B  auf  der  Ge- 
raden S  entsprechen;  ans  einer  geraden  PunUreihe  entstellt  also  eine 
Kegelschnittschaar  mit  vier  festen  Tangenten  (5l3(i@SO;  ^^^  ^^^^^  Kegel- 
schnittschaar  ist  von  einfacher  Unendlichkeit,  d.  h.  gleich  mächtig 
mit  den  unendlich-vielen  Punkten  einer  Geraden. 

Um  zu  erkennen,  ob  für  eine  bestimmte  Lage  von  B  der  durch 
die  Verschiebung  entstehende  Kegelschnitt  Ellipse,  Hyperbel  oder 
Parabel  wird,  suchen  wir  diejenigen  beiden  Punkte  a  und  b^  auf  den 
Trägern  %  und  'ä^  auf,  welche  nach  der  Verschiebung  in  den  Schnitt- 
punkt der  Träger  hineinfallen;  ae  und  ö^ei  sind  also  die  Schiebstrecken 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach,  und  durch  diese  sind  die  Punkte  a 
und  hy  gegeben;  die  Verbindungslinie  abi  sei  die  Gerade  @;  durch 
die  drei  Geraden  5l5ti@  (und  die  unendlich-entfernte  Gerade  G^)  zer- 
fällt die  ganze  Ebene  in  sieben  Räume,  den  endlichen  Dreiecksraum, 
die  drei  den  Ecken  anliegenden  unendlichen  Winkelräume  und  die 
drei  den  Seiten  anliegenden  unendlichen  Räume;  es  wird  sich  nun 
zeigen,  dass,  wenn  der  Punkt  B  in  einem  der  vier  ersten  Räume 
liegt,  der  entsprechende  Kegelschnitt  eine  Ellipse  wird,  wenn  B  da- 
gegen in  einem  der  drei  letzteren  liegt,  derselbe  eine  Hyperbel  wird, 
und  dass  die  Uebergänge  in  eigenthümlicher  Weise  durch  die  vier  be- 
grenzenden Geraden  21  St^  @  G^  vermittelt  werden.  Wir  bedürfen  zu  diesem 
Nachweis  der  in  §.  26  erörterten  Kriterien  (S.  117),  welche  entscheiden, 
ob    der    durch  zwei   projectivische  Punktreihen   erzeugte  Kegelschnitt 

(e)  \  Fig.  67. 

(hl 


Ellipse  oder  Hyperbel  ist.  Der  von  zwei  projectivischen  Punktreihen 
erzeugte  Kegelschnitt  ist  nämlich  Ellipse,  wenn  auf  jedem  der  beiden 
Träger  (oder  einem,  was  ausreichend  ist)  der  den  vereinigten  Punkten 
entsprechende  (Berührungspunkt)  innerhalb  der  Strecke  liegt  zwischen 
dem  Schnittpulikt  der  Träger  und  den  Durchschnittspunkten  der 
Parallelstrahlen  (r  und  q^),  dagegen  Hyperbel,  wenn  er  ausserhalb 
dieser  Strecke  liegt.  Sind  also  (Fig.  67)  2l2(j^  die  beiden  Träger  und 
Ö5  die  Verbindungslinie  derjenigen  beiden  Punkte  a  und  6^,  welche 
nach  der  Verschiebung  in  den  Schnittpunkt  der  Träger  gelangen,  so 

Steiner,  Vorlesungen  II.    2.  Aufl.  18 
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wird,  wenn  B  z.  B.  in  einem  der  Scheitelräume  (e)  liegt,  der  Strahl 
Ba  in  a^  die  Gerade  St^  treffen  und  der  Parallelstrahl  zu  %  in  q^,  a^ 
aber  noth wendig  zwischen  \(\^  liegen,  was  denn  natürlich  auch  nach 
der  Verschiebung  der  Fall  ist;  a^  ist  aber  der  entsprechende  zu  dem 
im  Schnittpunkte  {%,  %)  befindlichen  a,  also  der  Berührungspunkt 
des  erzeugten  Kegelschnitts;  folglich  ist  dieser  eine  Ellipse,  weil  Q^ 
zwischen  b^q^  liegt.  In  gleicher  Weise  lehrt  die  unmittelbare  An- 
schauung, dass,  wenn  B  in  einem  der  vier  Räume  (e)  liegt,  der 
Kegelschnitt  immer  Ellipse  wird,  und  wenn  B  in  einem  der  drei 
übrigen  Räume  Qi)  liegt,  der  Kegelschnitt  Hyperbel  wird.  Wenn 
insbesondere  B  in  die  Gerade  @  hineinfällt,  so  werden  o  und  b^  ent- 
sprechende Punkte,  welche  also  nach  der  Verschiebung  in  den  Schnitt- 
punkt {%,  SIJ  hineinfallen;  in  diesem  Falle  werden  die  beiden 
projectivischen  Puuktreihen  auch  nach  der  Verschiebung  perspectivisch 
bleiben,  also  alle  Projectionsstrahlen  durch  einen  Punkt  laufen;  der 
Kegelschnitt  löst  sich  in  diesem  Uebergangsfalle  in  ein  Punkt- 
paar auf:  jenen  Projectionspunkt  und  den  Schnittpunkt  {%,  Sl^),  und 
dies  Punktpaar  ist  in  der  That  (S.  118)  als  ein  Uebergang  von  Ellipse 
zu  Hyperbel  anzusehen,  indem  die  Verbindungsstrecke  zwischen  den 
beiden  Punkten  als  unendlich-schmale  Ellipse  oder  die  beiden  unend- 
lichen Strecken  auf  der  Verbindungslinie  beider  Punkte  ausserhalb 
derselben  als  unendlich-schmale  Hyperbel  aufgefasst  werden  können, 
mithin  der  Kegelschnitt  gleichzeitig  Ellipse  und  Hyperbel  ist.  Derselbe 
Uebergangsfall  tritt  auch  auf,  wenn  B  insbesondere  in  einen  der 
beiden  Träger  %  oder  %^  hineinfällt,  indem  die  projectivische  Be- 
ziehung den  besonderen  parabolischen  Charakter  annimmt  (S.  73); 
fällt  nämlich  B  m%  hinein,  so  entspricht  allen  Punkten  der  Geraden 
%^  der  einzige  Punkt  B  der  Geraden  %  und  allen  Punkten  der  Geraden 
51  der  einzige  Schnittpunkt  (%,  %^)  der  Geraden  St^;  diese  Beziehung 
bleibt  nach  der  Verschiebung  ungeändei;t,  und  der  Kegelschnitt  löst  sich 
daher  in  dasjenige  Punktpaar  auf,  welches  von  dem  Schnittpunkt  (%%^ 
und  dem  Punkt  B  nach  der  Verschiebung  eingenommen  wird;  ein  Gleiches 
tritt  ein,  wenn  der  Punkt  B  auf  dem  andern  Träger  %^  liegt.  Die 
Punkte  B  der  drei  abgrenzenden  Geraden  %%^^  liefern  also  sämmt- 
lich  Kegelschnitte,  welche  in  Punktpaare  ausarten. 

Es  bleiben  noch  diejenigen  Punkte  B  zu  untersuchen,  welche  auf 
der  vierten  begrenzenden  Geraden  G^  liegen;  hier  tritt  ein  anderer 
Uebergang  von  Ellipse  zu  Hyperbel  auf,  nämlich  durch  die  Parabel. 
Sobald  B  im  Unendlichen  liegt,  wird  die  Beziehung  der  beiden  Träger 
projectivisch- ähnlich,  und  dieses  muss  auch  nach  der  Verschiebung 
bleiben,    weil    die    entsprechenden    unendlich  -  entfernten    Punkte    im 


Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittschaar.     §.  44.  275 

Unendlichen  bleiben;  das  Erzeugniss  nach  der  Verschiebung  wird  also 
eine  Parabel  (S.  114),  und  für  sämmtliche  Punkte  B  der  unendlich- 
entfernten Geraden  G^  wird  der  durch  die  Verschiebung  hervor- 
gehende Kegelschnitt  eine  Parabel;  diese  sämmtlichen  Parabeln  bilden 
einen  besonderen  Fall  der  Kegelschnittschaar  von  vier  gemeinschaft- 
lichen Tangenten,  die  Parabel scJiaar-^  sie  haben  .nämlich  die  drei  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  5lS(i@  und  ausserdem  selbstverständlich 
6r^   zur  vierten  gemeinschaftlichen  Tangente. 

Um  eine  Kegelschnittschaar  von  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten 
zu  erhalten,  haben  wir  den  Projectionspunkt  B  eine  Gerade  S  durch- 
laufen lassen.  Die  Gerade  S  muss,  wie  sie  übrigens  auch  in  der 
Ebene  liegen  mag,  im  Allgemeinen  in  zwei  elliptischen  Räumen  (e) 
und  zwei  hyperbolischen  Räumen  (Ji)  enthalten  sein  (Fig.  67),  denn 
durch  die  drei  Geraden  5tSli@  und  05^  werden  vier  Punkte  auf  ihr 
fixirt,  zwischen  denen  vier  Strecken  liegen;  zwei  von  diesen  gehören 
den  elliptischen,  die  beiden  andern  dazwischen  liegenden,  den  hyper- 
bolischen Räumen  an;  den  drei  Schnittpunkten  der  Geraden  2  mit 
den  Geraden  31  St^®  gehören  insbesondere  Kegelschnitte  zu,  welche 
sich  in  Punktpaare  auflösen;  dem  unendlich-entfernten  Punkt  der  Ge- 
raden S  entspricht  die  einzige  Parabel,  welche  in  der  Kegelschnitt- 
schaar vorkommt.     Also   haben  wir  folgendes  Ergebniss: 

Die  sämmtlichen  Kegelschnitte  einer  Schaar  von  vier  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von  Ellipsen  und  zwei  Gruppen 
von  Hyperbeln,  die  mit  einander  abwechseln;  der  Uebergang  von  einer 
Gruppe  zu  einer  andern  geschieht  dreimal  durch  ein  PunJctpaar  (die 
drei  Paar  GegenecJcen  des  von  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  ge- 
gebildeten vollständigen  Vierseits)  und  einmal  durch  eine  Parabel,  die  ein- 
zige, welche  im  Allgemeinen  in  der  Kegelschnittschaar  vorkommt. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  beiden  durch  den  Projectionspunkt 
B  parallel  zu  %  und  51^  gezogenen  Projectionsstrahlen  in  den  Punkten 
r  und  q^  dieselben  treffen,  und  dass  diese  Punkte  nach  der  Verschiebung 
ihre  Eigenschaft  behalten,  Durchschnittspunkte  der  Parallelstrahlen  zu 
sein,  oder  den  unendlich -entfernten  Punkten  zu  entsprechen;  hieraus 
folgt,  dass,  während  B  die  Gerade  2  durchläuft,  die  Punkte  r  und  q^ 
zwei  projectivisch-ähnliche  Punktreihen  beschreiben,  ihre  Verbindungs- 
linie (nach  der  Verschiebung)  also  eine  Parabel  umhüllt;  denken  wir 
uns  nach  der  Verschiebung  die  Parallelstrahlen  hergestellt,  welche 
sich  in  B^  treffen  mögen,  so  wird  der  Puukt  B^  zu  den  Geraden  St 
und  %^  dieselbe  relative  Lage  haben  müssen,  wie  der  Punkt  B  zu 
zwei  durch  a  und  b^  gezogenen  Parallelen  mit  St^  und  %,  denn  diese 
gehen  nach  der  Verschiebung  in  %^   und  %  über;  wenn   also  B   eine 
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gerade  Linie  S  durchläuft,  so  muss  auch  nach  der  Verschiebung  B^ 
eine  bestimmte  Gerade  durchlaufen,  welche  zu  51  und  St^  dieselbe  rela- 
tive Lage  hat,  wie  S  zu  jenen  beiden  durch  b^  und  a  gedachten  Paral- 
lelen. Nun  ist  B^  immer  die  Ecke  eines  Parallelogramms,  welches 
einem  Kegelschnitte  der  Schaar  umschrieben  ist  und  zu  zwei  Seiten 
die  festen  Tangenten  51  und  U^  hat;  die  Verbindungslinie  ihres  Schnitt- 
punktes e(ei)  mit  B^  wird  also  halbirt  durch  den  Mittelpunkt  M  des 
Kegelschnitts,  welcher  dem  Parallelogramm  einbeschrieben  ist,  und 
da  B^  eine  gerade  Linie  durchläuft,  so  muss  auch  M  eine  Gerade 
durchlaufen,  die  jener  parallel  ist,  aber  halb  so  weit  von  e(ei)  ab- 
steht, als  sie;  wir  schliessen  hieraus: 

JDie  Mittelpunkte  sämmtUcher  Kegelschnitte  einer  Scliaar  von  vier  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  liegen  auf  einer  Geraden,  welche  insbesondere 
auch  die  Mittelpunkte  der  drei  Diagonalen  des  von  den  vier  gemein- 
schaftlichen Tangenten  gebildeten  vollständigen  Viersdts  enthält  (Letzteres 
ist  ein  schon  bekannter  elementarer  Satz).  Diese  Mittelpunktslinie  zer- 
fällt durch  die  drei  Mitten  der  Diagonalen  und  den  unendlich -ent- 
fernten Punkt,  den  Mittelpunkt  der  einzigen  Parabel  der  Schaar,  in 
vier  Abschnitte,  welche  abwechselnd  die  Mittelpunkte  der  beiden  Gruppen 
von  Ellipsen  und  die  Mittelpunkte  der  beiden  Gruppen  von  Hyperbeln 
enthalten. 

Dieselbe  Betrachtung,  aus  welcher  die  Kegelschnittschaar  ent- 
sprang, zeigt  auch,  wie  die  Berührungspunkte  eines  Kegelschnitts  der 
Schaar  auf  zweien  gemeinschaftlichen  Tangenten  sich  verändern;  denn 
Fig.  67  zeigt,  dass  Bd  und  Bh^  die  Berührungspunkte  a^  und  b  be- 
stimmen, also  wenn  B  eine  Gerade  £  durchläuft,  so  beschreiben  dB 
und  bj^B  zwei  perspectivische  Strahlbüschel,  mithin  a^  und  b  zwei 
projectivische  Punktreihen  auf  5(^  und  51,  welche  nach  der  Verschiebung 
in  perspectivische  Lage  gelangen,  weil  auch  a  und  b^  zwei  entsprechende 
Punkte  dieser  beiden  projectivischen  Punktreihen  werden  und  diese 
Punkte  nachher  in  den  Schnittpunkt  (5t5(i)  hineinfallen.  Hieraus 
folgt  der  Satz: 

Fasst  man  bei  einer  Kegelschnittschaar  von  vier  festen  Tangenten 
die  Berührungspunkte  ins  Auge,  welche  der  veränderliche  Kegelschnitt  auf 
irgend  zweien  von  den  vier  festen  Tangenten  bestimmt,  so  sieht  man,  dass 
dieselben  zwei  projectivische  Punktreihen  bilden,  welche  perspectivisch  liegen;  ihr 
Projectionspunkt  ist  immer  einer  der  drei  Biagonalpunkte  des  vollständigen 
Vierseits,  welches  die  vier  ^gemeinschaftlichen  Tangenten  bilden. 

Dieser  Satz  ist  der  analoge  von  dem  auf  Seite  225  ausgespro- 
chenen und  kann  ebenso  wie  jener  aus  den  Eigenschaften  des  einem 
Kegelschnitte  umschriebenen  Vierseits  (§§.  23,  27)  abgeleitet  werden; 
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hier  erkennen  wir,  dass  jede  von  den  Berührungspunkten  gebildete 
Punktreihe  zugleich  projectivisch  ist  mit  der  erzeugenden  Punktreihe, 
welche  B  auf  der  Geraden  2  durchläuft. 

Es  bleibt  noch  der  besondere  Fall  ins  Auge  zu  fassen,  dass  die 
Gerade  2,  welche  der  Projectionspunkt  durchläuft,  die  unendlich-ent- 
fernte Gerade  G^  ist;  in  diesem  Falle  wird  die  projectivische  Be- 
ziehung immer  Aehnlichkeit,  also  nach  der  Verschiebung  sind  die 
entstehenden  Kegelschnitte  sämmtlich  Parabeln,  d.  h.:  Wenn  in  einer 
Kegelschnittsclmar  zwei  Parabeln  vorkommen,  so  besteht  die  Schaar  aus 
lauter  Parabeln,  welche  ausser  der  unendlich- entfernten  Geraden  (r^, 
die  allen  Parabeln  gemeinschaftliche  Tangente  ist,  noch  drei  gemein- 
schaftliche Tangenten  haben  und  eine  specielle  Kegelschnittschaar 
bilden,  so  wie  das  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  ein  besonderes 
Kegelschnittbüschel  bildete  (S.  232).  Unter  diesen  Parabeln  giebt  es 
drei  besondere,  die  in  je  eine  einzige  (doppelt  zu  zählende)  Gerade 
übergehen,  nämlich  die  drei  durch  die  Ecken  des  übrig  bleibenden 
Dreiseits  parallel  den  Seiten  desselben  gezogenen  Geraden.  Die  Mittel- 
punktslinie dieser  Parabelschaar  ist  natürlich  ebenfalls  die  unendlich- 
entfernte Gerade.  Von  dem  vollständigen  Vierseit,  dessen  eine  Seite 
G^   wird,  bleibt  nur  ein  Dreiseit 

abc    im    Endlichen     der    Ebene  *'*8- ^^-  J'" 

zurück-,   die  Diagonalpunkte   xyz  / j  \ 

des  vollständigen  Vierseits  werden  /    1     \ 

die    Ecken    desjenigen    Dreiseits  /       /       \ 

(Diagonaldreiseits),  dessen  Seiten    z^ b/         /  U 

durch  die  Ecken  des  ersteren  abc      '"x^"^- — - — -;/!^/\,^    /         /' \ 
parallel     den     Seiten     desselben  "^^-    y/     ^~~^^n^:r-'^^^~~^  \t' 

laufen  (Fig.  68).  '^  X  T7>C^\p 

JBei  ^eder  dem   Dreiseit  abc  '^-.^      //'  ^.^ 

einbeschriebenen  Parabel  gehen  die  ^jf'  y\ 

Berührungssehnen  beziehlich  durch 

drei  feste  Punkte,  durch  die  Ecken  des  dem,  Dreiseit  abc  parallel  um- 
schriebenen Dreiseits  xyz.  Nimmt  man  einen  beliebigen  Punkt  t  auf 
bc  als  Berührungspunkt  einer  einbeschriebenen  Parabel,  so  wird 
{zt,  ac)  =  t'  und  {yt,  ab)  j=  t",  und  die  Punkte  tt't"  sind  die  drei 
Berührungspunkte,  woraus  zugleich  folgt,  dass  t' t"  durch  x  gehen 
muss.  Bekanntlich  laufen  bei  einem  dem  Kegelschnitt  umschriebenen 
Dreiseit  die  Verbindungsstrahlen  der  Ecken  mit  den  Berührungspunkten 
der  gegenüberliegenden  Seiten  durch  einen  Punkt  o  (S.  96);  wir  können 
daher  hier  nach  dem  Orte  des  Punktes  o  fragen  für  sämmtliche  dem 
Dreiseit  einbeschriebene  Parabeln.      Derselbe  ist  leicht  zu   ermitteln, 
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wenn  wir  den  Punkt  t  auf  der  Geraden  hc  bewegen  und  den  Schnitt- 
punkt {at,  ht')  verfolgen;  da  nämlich  t  und  t'  perspectivische  Punkt- 
reihen durchlaufen,  so  beschreiben  at  und  bt'  projectivische  Strahl- 
büschel;  der  Ort  des  Punktes  o  ist  also  ein  Kegelschnitt,  und  da  der 
Verbindungslinie  ah  in  den  beiden  Strahlbüscheln  l z  und  a2  ent- 
sprechen, so  sind  dies  die  Tangenten  des  gefundenen  Kegelschnitts, 
welcher  auch  durch  c  geht  und  xy  berührt;  der  Ort  des  Punktes  o 
ist  also  eine  Ellipse,  welche  dem  Breiseit  ahc  um-  und  mgleich  dem 
Dreieck  xyz  einheschrieben  ist,  oder  doi  gemeinschaftlic}ien  Schwerpunlit 
beider  Dreiecke  zum  Mittelpunkte  hat    (Siehe  Aufgaben  und  Sätze.) 

Denken  wir  uns  die  einzige  Parabel,  welche  einem  gegebenen 
Vierseit  (51930^®)  einbeschrieben  werden  kann,  so  gehört  dieselbe 
vier  verschiedenen  Parabelschaaren,  welche  den  Dreiseiten  (5l^ß) 
(2IßS))  (5(39®)  (33ß2))  einbeschrieben  sind,  gleichzeitig  an;  die  vier 
diesen  Dreiseiten  parallel  umschriebenen  Dreiseite  haben  also  ihre 
zwölf  Ecken  paarweise  auf  sechs  Geraden,  welche  durch  die  drei 
Diagonalpunkte  xyz  des  vollständigen  Vierseits  (5133©®)  gehen  und 
die  Berührungssehnen  jener  Parabel  sind,  wobei  durch  jeden  Punkt 
xy2  immer  zwei  von  diesen  sechs  Geraden  gehen. 

Die  Parabelschaar,  welche  einem  Dreiseit  einbeschrieben  ist,  und 
das  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln,  welche  einem  Dreieck  umschrieben 
sind  (und  zugleich  durch  den  Höhenpunkt  dieses  Dreiecks  gehen),  stehen 
in  einem  unmittelbaren  Zusammenhange  vermittelst  des  Princips  der 
Polarisation  (S.  146).  Denken  wir  uns  nämlich  das  Büschel  gleich- 
seitiger Hyperbeln  und  beschreiben  um  einen  der  vier  Grundpunkte  dieses 
Büschels  als  Mittelpunkt  einen  Kreis,  so  wird  die  Polar figur  des  Hyperbel- 
biischels  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  als  Basis  die  Farabelschaar  werden; 
denn  aus  jeder  gleichseitigen  Hyperbel  wird  ein  Kegelschnitt,  der  vier 
feste  Tangenten  hat,  die  Polaren  der  vier  Grundpunkte  des  Büschels, 
und  da  der  Mittelpunkt  des  Kreises  zu  seiner  Polare  in  Bezug  auf 
den  Kreis  die  unendlich -entfernte  Gerade  G^  hat,  so  muss  der 
Polarkegelschnitt  G^  berühren,  also  Parabel  sein;  wir  erhalten  daher 
sämmtliche  Parabeln,  die  demselben  festen  Dreiseit  einbeschrieben 
sind,  welches  von  den  drei  Polaren  der  übrigen  drei  Grundpunkte  des 
Hyperbelbüschels  gebildet  wird.  Aus  dor  bekannten  dem  Kreise  zu- 
kommenden Eigenschaft,  dass  die  Polare  senkrecht  steht  auf  der  Ver- 
bindungslinie des  Kreismittelpunktes  mit  dem  Pol,  weil  das  conju- 
girte  Durchmessersystem  des  Kreises  ein  circulares  Strahlsystem  ist, 
geht  hervor ,  dass  der  Mittelpunkt  31  der  Kreis-Basis  nicht  nur  Hohen- 
punkt  des  gemeinschaftlichen  Dreiecks  des  Hyperbelbüschels,  sondern 
auch  Höhenpunkt  des  gemeinschaftlichen  Dreiseits  der  Parabelschaar 
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ist;  da  nun  für  jede  gleichseitige  Hyperbel  die  unendlich-entfernten 
Punkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  so 
werden  ihre  Polaren,  d.  h.  die  beiden  in  M  sich  schneidenden  Tangenten 
einer  jeden  Parabel  der  Schaar  ebenfalls  zu  einander  rechtwinklig  sein 
müssen;  der  Ort  des  Schnittpunktes  aller  rechtwinkligen  Tangenten- 
paare einer  Parabel  ist  aber  die  Leitlinie  (S.  183);  also  gehen  die  Leit- 
linien sämmtlicher  Parabeln  der  Schaar  durch  den  Punkt  M,  d.  h.: 
Von  sämmtlichen  einem  gegebenen  Dreiseit  einbeschriebenen  Parabeln  gehen 
die  Leitlinien  durch  denselben  festen  Funkt,  welcher  der  Hohenpunld  dieses 
Dreiseits  ist. 

I^ehmen  wir  jetzt  die  einzige  Parabel,  welche  einem  gegebenen 
Vierseit  einbeschrieben  werden  kann,  deren  Leitlinie  eine  bestimmte 
Gerade  ist,  so  folgt,  dass  in  ihr  die  vier  Höhenpunkte  derjenigen  vier 
Dreiseite  liegen  müssen,  av eiche  sich  aus  je  dreien  der  vier  gegebenen 
Seiten  des  Vierseits  bilden  lassen.  Dies  giebt  einen  bekannten  elemen- 
taren Satz  über  das  vollständige  Vierseit,  welcher  einer  ganzen  Reihe 
von  Eigenschaften  desselben  angehört,  deren  eine  oder  die  andere 
wir  gelegentlich  als  specielle  Fälle  allgemeinerer  Eigenschaften  er- 
wähnen werden.  Sie  hängen  zumeist  mit  der  Parabel  zusammen, 
welche  dem  vollständigen  Vierseit  einbeschrieben  werden  kann,  oder 
treten  als  besondere  Fälle  der  Eigenschaften  unserer  Kegelschnittschaar 
mit  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  auf*). 

Schliesslich  wollen  wir  noch  eine  Eigenschaft  der  Parabel- 
schaar  erwähnen,  welche  sich  auf  ihre  Brennpunkte  bezieht.  Es  war 
eine  unmittelbare  Folgerung  aus  der  Grundeigenschaft  der  Brenn- 
punkte (S.  199),  dass  das  Strahlenpaar  von  irgend  einem  Punkte  a 
nach  den  Brennpunkten  eines  Kegelschnitts  symmetrisch  liegt  zu  dem 
T'angentenpaar  aus  a  an  den  Kegelschnitt.  Haben  wir  nun  irgend 
eine  dem  Dreieck  abc  einbeschriebene  Parabel,  welche  einen  ihrer 
Brennpunkte  im  Unendlichen  hat  (in  der  Richtung  der  Axe),  und 
ziehen  durch  a  eine  Parallele  zur  Axe,  so  wird  die  symmetrisch  liegende 
Gerade  in  Bezug  auf  das  Tangentenpaar  ab,  ac  durch  den  Brennpunkt 
der  Parabel  gehen  müssen;  ebenso,  wenn  wir  durch  b  eine  Parallele 
zur  Axe  ziehen  und  die  symmetrisch  liegende  Gerade  in  Bezug  auf 
das  Tangentenpaar  bc,  ba  bestimmen.  Der  Schnittpunkt  der  beiden 
auf  diese  Weise  construirten  Geraden  ist  also  der  Brennpunkt  F  der 
Parabel.  Verändern  wir  die  einbeschriebene  Parabel,  indem  wir 
sie    die    ganze  Parabelschaar    durchlaufen  lassen,    so    beschreiben  die 


*)  Vergl. :  Aufgaben  und  Lehrsätze  von  J.  Steiner,    CreUe's  Journal  Bd.   II. 
S.  97. 
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beiden  durch  a  und  h  zur  jedesmaligen  Parabelaxe  gezogenen  Paral- 
lelen zwei  projectivisch-gleiche  imd  gleichlaufende  Strahlbüschel ;  die 
symmetrisch  liegende  aF  beschreibt  aber  ein  mit  der  ersten  Parallelen 
gleiches  und  ungleichlaufendes  Strahlbüschel,  die  symmetrisch  liegende 
hF  ein  mit  der  zweiten  Parallelen  gleiches  und  ungleichlaufendes 
Strahlbüschel,  also  aF  und  hF  wiederum  zwei  gleiche  und  gleich- 
laufende Strahlbüschel,  deren  Erzeugniss  ein  Kreis  ist;  der  Ort  des 
Brennpunktes  F  ist  also  ein  Kreis,  welcher  ausser  durch  a  und  h 
auch  durch  c  geht,  wie  leicht  zu  sehen  ist;  also: 

Die  BrennpmiJcte  sämmtUcher  einem  Dreiseit  einbeschri^enen  Parabeln 
liegen  auf  demjenigen  Kreise,  welcher  dem  Dreiseit  umschrieben  ist 

Durch  dasselbe  Raisonnement  erhalten  wir  den  allgemeineren  Satz: 
Für  alle  Kegelschnitte,  welche  einem  Dreiseit  einbeschrieben  sind  und  den 
einen  ihrer  BrennpunJcte  auf  einer  geraden  Linie  haben,  ist  der  Ort  des 
andern  Brennpunktes  ein  bestimmter  Kegelschnitt,  welcher  dem  gegebenen 
Dreiseit  umschrieben  ist*). 

Hieraus  folgt  beiläufig,  wenn  wir  die  einzige  einem  vollständigen 
Vierseit  einbeschriebene  Parabel  auffassen,  welche  zu  gleicher  Zeit 
vier  Parabelschaaren  angehört,  dass  die  den  vier  Dreiseiten  eines  voll- 
ständigen Vierseits  umschriebenen  Kreise  durch  einen  Punkt  laufen, 
den  Brennpunkt  dieser  Parabel;  ferner,  da  die  Fusspunkte  der  aus 
dem  Brennpunkt  auf  die  Tangenten  einer  Parabel  herabgelassenen 
Perpendikel  in  einer  Geraden  liegen,  der  Scheiteltangente  der  Pa- 
rabel, so  müssen  die  aus  einem  Peripheriepunkte  des  einem  Dreiseit 
umschriebenen  Kreises  auf  die  Dreiecksseiten  herabgelassenen  Perpen- 
dikel ihre  Fusspunkte  in  gerader  Linie  haben;  die  weitere  Folgerung 
fürs  Vierseit  übergehen  wir,  sowie  die  bekannten  elementaren  Sätze, 
welche  sich  hieran  anschliessen. 

§.  45,    Charakteristische  Eigenschaft  der  Kegelschnittschaar  und  einige 
Folgerungen  aus  derselben. 

Der  charakteristischen  Eigenschaft  des  Kegel schnittbüschels,  dass 
jede  geradlinige  Transversale  in  Paaren  conjugirter  Punkte  eines 
Punktsystems  getroffen  wird,  steht  die  gleichlaufende  der  Kegel- 
schnittschaar zur  Seite: 

Die  Tangentenpaare  aus  einem  beliebigen  festen  Punkte  an  die  Kegel- 
schnitte einer  Schaar  sind  Paare  conjugirter  Strahlen  eines  Strahlsystems. 


*)  Ueber  den  Ort  der  Brennpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte  einer  Schaar 
vergl,  IL  Schröter:  „Ueber  eine  besondere  Curve  dritter  Ordnung  etc."  Math.  Ann. 
von  Clebsch  und  Neu/mann  Bd.  V.  S.  50. 
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Dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Entstehung  der  Kegelschnittscliaar 
(§.  44).  Denken  wir  uns  nämlich  einen  gegebenen  Punkt  P  in  der 
Ebene  als  den  Projectionspunkt  für  zwei  neue  projectivische  Punkt- 
reihen auf  den  Geraden  5t  und  31^  in  perspectivischer  Lage,  so  werden 
dieselben  vor  der  Verschiebung  im  Allgemeinen  nicht  perspectivisch 
gewesen  sein,  sondern  die  Projectionsstrahlen,  welche  jetzt  alle  durch 
P  laufen,  werden  vor  der  Verschiebung  einen  Kegelschnitt  ^^^^  umhüllt 
haben,  welcher  %  und  5tj^  selbst  zu  Tangenten  hat;  so  oft  nun  zwei 
-solche  Projectionsstrahlen  vor  der  Verschiebung  sich  in  einem  Punkte 
B  der  Geraden  S  treffen,  werden  dieselben  nach  der  Verschiebung 
zwei  durch  P  laufende  Tangenten  des  Kegelschnitts  sein,  welcher  aus 
B  hervorgeht.  Alle  Tangentenpaare  aus  den  Punkten  B  einer  Ge- 
raden ß  an  den  Kegelschnitt  ^'^^  fixiren  aber  auf  der  Tangente  21  Punkt- 
paare eines  Punktsystems  (S.  152),  welches  nach  der  Verschiebung  ein 
Punktsystem  bleibt;  die  von  P  nach  den  Punktpaaren  desselben  hin- 
gehenden Strahlen  bilden  daher  ein  Strahlsystem,  also  die  Tangenten- 
paare aus  P  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar  bilden  ein  Strahlsystem, 
w.  z.  b.  w. 

Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  ist  bereits  auf  S.  71  bewiesen 
worden,  indem  als  besondere  Kegelschnitte  der  Schaar  die  drei  Punkt- 
paare, welche  in  ihr  vorkommen,  oder  die  drei  Paar  Gegenecken  des 
vollständigen  Vierseits  aufgefasst  werden;  der  dort  geführte  Beweis 
des  besonderen  Falles  lässt  sich  auch  unmittelbar  auf  den  allgemeinen 
Satz  übertragen.  Seien  aa  und  hß  zwei  Paare  Gegenecken  des  voll- 
ständigen Vierseits  und  treffe  irgend  ein  aus  P  an  einen  Kegelschnitt 
der  Schaar  gelegtes  Tangentenpaar  die  Seite  ah  in  x  und  ^,  die  Seite 
aß  beziehlich  in  |  und  rj,  so  findet  zwischen  den  Schnittpunkten 
zweier  Tangenten  ah  und  aß  des  Kegelschnitts  durch  vier  andere  die 
Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse  statt: 

(ahxy)  =  {ßairi) 
also  auch  nach  S.  7,  1) 

(ahxy)  =  (aßr]^); 

die  von  P  nach  diesen  vier  Paaren  von  Punkten  hingehenden  Strahlen  sind 
also  vier  Paare  entsprechender  Strahlen  zweier  projectivischen  Strahl- 
büschel, und  da  dem  Strahl  Px  der  Strahl  Prj ,  dem  Pij  der  P|  ent- 
spricht, so  fallen  in  diesen  beiden  aufeinander  liegenden  projectivischen 
Strahlbüscheln  die  Schenkel  zweier  entsprechender  gleicher  Winkel 
verkehrt  auf  einander;  mithin  sind  (S.  59)  die  drei  Strahlenpaare: 
Pa,  Pa;  Ph,  P/3;  Px,  Py  (wo  letzteres  das  Tangentenpaar  aus  P  an 
einen   beliebigen   Kegelschnitt   der   Schaar   bedeutet),    sechs    Strahlen 
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einer  Involution  oder  drei  Paare  conjugirter  Strahlen  eines  Strahl- 
systeras;  dieses  ist  schon  durch  zwei  Paare  vollständig  bestimmt; 
lassen  wir  also  den  Kegelschnitt  die  ganze  Schaar  durchlaufen,  so 
bleiben  aa,  hß  unverändert,  also  die  Tangentenpaare  aus  P  an  sämmt- 
liche  Kegelschnitte  der  Schaar  liefern  immer  Paare  conjugirter  Strahlen 
eines  und  desselben  Strahlsystems,  w.  z,  b.  w. 

Das  auf  S.  71  angegebene  Kriterium  für  die  Lage  des  Punktes  P,  je 
nachdem  das  in  ihm  entstehende  Strahlsystem  elliptisch  oder  hyperbo- 
lisch ist,  unterschied  von  den  elf  Räumen,  in  welche  die  ganze  Ebene 
durch  die  vier  Seiten  des  vollständigen  Vierseits  zerschnitten  wird 
(Fig.  27),  fünf  hyperbolische  (h)  und  sechs  elliptische  (e);  die  ersteren 
sind  diejenigen,  in  welche  die  drei  Diagonalen  des  vollständigen  Vier- 
seits hineinfallen,  und  letztere  die  übrig  bleibenden,  welche  von  keiner 
Diagonale  getroffen  werden.  Wenn  nun  das  Strahlsystem,  welches 
von  den  Tangentenpaaren  aus  einem  Punkte  P  an  die  Kegelschnitte 
der  Schaar  gebildet  wird,  hyperbolisch  ist,  so  hat  es  zwei  reelle 
Doppelstrahlen  oder  Asymptoten;  jede  Asymptote  muss  daher  in  P 
selbst  eine  Tangente  sein  für  einen  besonderen  Kegelschnitt  der  Schaar, 
weil  das  Tangentenpaar  aus  P  an  diesen  Kegelschnitt  zusammenfällt. 
Wir  schliessen  also:  Es  giebt  im  Allgemeinen  zwei  Kegelschnitte,  welche 
vier  gegebene  Gerade  berühren  und  durch  einen  gegebenen  PmiJd  gehen] 
sie  sind  aber  nur  dann  reell  vorhanden,  wenn  der  gegebene  Punkt 
in  einem  der  fünf  hyperbolischen  Räume  liegt,  in  welche  die  vier  ge- 
gebenen Geraden  die  Ebene  zerschneiden,  d.  h.  in  einem  derjenigen 
Räume,  welche  die  drei  Diagonalen  des  von  den  vier  Geraden  gebildeten 
vollständigen  Vierseits  enthalten.  Liegt  P  auf  einer  der  vier  Geraden 
selbst,  so  giebt  es  selbstverständlich  nur  einen  Kegelschnitt,  der  sie 
berührt  und  durch  diesen  Punkt  geht,  weil  dann  das  Strahlsystem 
parabolisch  wird.  Liegt  P  in  einem  der  sechs  elliptischen  Räume,  so 
sind  die  beiden  Kegelschnitte  imaginär.  Die  Aufgabe,  diese  beiden 
Kegelschnitte  zu  finden,  ist  also  darauf  zurückgeführt,  die  Asymptoten 
(oder  Doppelstrahlen)  eines  bekannten  Strahlsystems  zu  bestimmen, 
welche  sich  mit  Hülfe  eines  festeit  Kreises  lösen  lässt  (§.  15).  Wir 
ersehen  hieraus,  dass  sämmtliche  Kegelschnitte  einer  Schaar  nicht  die 
ganze  unendliche  Ebene  erfüllen,  sondern  nur  die  fünf  hyperboliscJwn 
Bäume,  während  die  sechs  elliptischen  frei  bleiben. 

Es  knüpft  sich  hieran  die  Frage,  wo  der  Punkt  P  liegen  müsse, 
damit  das  Strahlsystem,  welches  durch  die  Kegelschnittschaar  in  ihm 
hervorgerufen  wird,  insbesondere  ein  circulares  werde.  Da  bei  einem 
circularen  Strahlsystem  je  zwei  conjugirte  Strahlen  zu  einander  recht- 
winklig sind,   so  wäre  für  einen  solchen  Punkt  P  erforderlich,  dass 
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jedes  Tangentenpaar  aus  ihm  an  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  aus 
zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen  bestände.  Nehmen  wir  P 
willkürlich  in  der  Ebene  an,  so  sind  die  Axen  des  in  ihm  bestimmten 
Strahlsystems  ein  Paar  rechtwinkliger  Tangenten  für  einen  bestimmten 
Kegelschnitt  der  Schaar;  damit  aber  in  P  ein  circulares  Strahlsystem  ent- 
stehe, müsste  es  noch  ein  zweites  Paar  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen 
geben.  Wir  wissen  aber  (S.  179),  dass  für  jeden  Kegelschnitt  der  Ort 
des  Schnittpunktes  je  zweier  rechtwinkligen  Tangenten  ein  bestimmter 
Kreis  ist,  welcher  denselben  Mittelpunkt  wie  der  Kegelschnitt  hat; 
für  die  ganze  Kegelschnittschaar  erhalten  wir  dadurch  unendlich  viele* 
Kreise,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden,  der  Mittelpunktslinie 
der  Kegelschnittschaar,  haben,  und  von  welchen  durch  jeden  Punkt  der 
Ebene  ein  bestimmter  geht.  Nehmen  wir  daher  zwei  beliebige  Kegel- 
schnitte der  Schaar  (etwa  zwei  Paare  Gegenecken  des  vollständigen  Vier- 
seits  aa,  hß)  imd  bestimmen  die  Ortskreise  des  Schnittpunktes  der  recht- 
winkligen Tangenten  (d.  h.  zwei  Kreise  über  aa  und  hß  als  Durchmesser), 
so  schneiden  sich  dieselben  im  Allgemeinen  in  zwei  (reellen  oder  imagi- 
nären) Punkten  P^  und  Q^-^  diese  beiden  besonderen  Punkte,  wenn  sie  reell 
sind,  müssen  die  Eigenschaft  haben",  dass  für  jeden  derselben  zwei 
Tangentenpaare  an  zwei  bestimmte  Kegelschnitte  der  Schaar  Paare 
rechtwinkliger  Tangenten  sind;  folglich  müssen  die  Strahlsysteme  in 
diesen  beiden  Punkten  circulare  sein,  oder  alle  Tangentenpaare  sind 
rechtwinklig;  sobald  die  beiden  Punkte  Pq  und  Q^^  imaginär  sind,  giebt 
es  überhaupt  keinen  reellen  Punkt  in  der  Ebene,  für  welchen  das  be- 
treffende Strahlsystem  ein  circulares  wird;  sind  die  beiden  Punkte 
P()  und  Q(^  reell,  so  müssen,  weil  die  Tangentenpaare  aus  jedem  der- 
selben an  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  rechtwinklig  sind,  die  sämmt- 
lichen  Ortskreise  des  Schnittpunktes  rechtwinkliger  Tangenten  für  die 
ganze  Kegelschnittschaar  durch  Pq  und  ^^  geben,  also  selbst  ein  Kreis- 
büschel bilden;  insbesondere  geht  für  die  einzige  Parabel,  welche  in 
der  Kegelschnittschaar  vorkommt,  der  Ortskreis  in  die  Leitlinie  über, 
welche  also  auch  durch  Pq  und  Qq  geht  und  die  Potenzlinie  (gemein- 
schaftliche Secante)   dieses  Kreisbüschels   wird. 

Aber  auch  wenn  die  Punkte  P^,  und  Qq  nicht  reell  sind,  bilden 
die  sämmtlichen  Ortskreise  für  die  Kegelschnittschaar  ein  Kreisbüschel, 
welches  die  Leitlinie  der  einzigen  in  der  Kegelschnittschaar  enthaltenen 
Parabel  zur  Potenzlinie  (ideellen  gemeinschaftlichen  Secante)  hat;  dies 
lässt  sich  auf  folgende  Weise  erkennen:  Wir  wissen  (S.  147),  dass  das 
Diagonaldreieck  xy^  des  vollständigen  Vierseits  ein  Polardreieck  für 
jeden  Kegelschnitt  der  Schaar  ist,  und  (S.  185),  dass  der  einem  Polar- 
dreieck umschriebene  Kreis  immer  den  Ortskreis  des  Schnittpunktes  recht- 
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winkliger  Tangentenpaare  unter  einem  rechten  Winkel  schneidet;  folglich 
genügen  alle  Ortskreise  den  beiden  Bedingungen,  dass  ihre  Mittelpunkte 
in  einer  Geraden  (der  Mittelpunktslinie  W)  liegen,  und  dass  sie  einen 
festen  Kreis,  den  um  das  Diagonaldreieck  xys  beschriebenen,  rechtwinklig 
schneiden,  woraus  nach  bekannten  Elementar-Sätzen  folgt,  dass  sie  ein 
Kreisbüschel  bilden.  Der  um  das  Diagonaldreieck  beschriebene  Kreis,  wel- 
cher seinen  Mittelpunkt  in  der  Potenzlinie  des  Kreisbüschels  oder  in 
der  Leitlinie  der  einzigen  Parabel  der  Kegelschnittschaar  hat,  gehört 
dem  conjugirten  Kreisbüschel  an  und  entscheidet  darüber,  ob  die 
Punkte  Pq  und  Q^  reell  sind,  oder  nicht;  wenn  nämlich  dieser  Kreis 
^(^^  {xyz)  die  Mittelpunktslinie  9Jl  nicht  trifft,  so  sind  die  Punkte  P^ 
und  ^0  reell,  wemi  er  dagegen  die  Mittelpunktslinie  9Ji  in  zwei  reellen 
Punkten  trifft,  so  sind  P^  und  Q^  imaginär;  ein  besonderer  Fall  von 
untergeordneterem  Interesse  ist  der,  dass  der  Kreis  Ä'^^^  {^V^)  die 
Mittelpunktslinie  SUJ  berührt,  wobei  Pq  und  Q^  zusammenfallen. 
Fassen  wir  das  gewonnene  Resultat  zusammen: 

bestimmt  man  für  jeden  Kegelschnitt  einer  Schaar  mit  vier  gemein- 
scliaftlichen  Tangenten  den  OrtsJcreis  solcher  Punkte,  in  welclien  sich  je 
zivei  rechtwinklige  Tangenten  treffen,  so  bilden  diese  Kreise  ein  Kreis- 
hüschel,  dessen  Potenzlinie  die  Leitlinie  der  einsigen  in  der  Kegelschnitt- 
scliaar  vorkommenden  Parabel  ist.  Diese  Potenzlinie  enthält  (S.  279) 
die  vier  Höhenpunkte  derjenigen  vier  Dreiseite,  aus  welchen  das  voll- 
ständige Vierseit  der  vier  gegebenen  Tangenten  besteht;  sie  enthält 
auch  den  Mittelpunkt  desjenigen  Kreises  U^'^\  welcher  dem  Diagonal- 
dreieck xyz  des  vollständigen  Vierseits  umschrieben  ist,  und  steht 
endlich  senkrecht  auf  der  Mittelpunktslinie  9}J,  welche  die  Mittelpunkte 
sämmtlicher  Kegelschnitte  der  Schaar  enthält  und  zugleich  die  Mittel- 
punktslinie des  Kreisbüschels  ist.  Die  Potenzlinie  ist  eine  reelle  gemein- 
schaftliche Secante  des  Kreishüschels,  wenn  der  dem  Diagonaldreieck  xyz 
umschriebene  Kreis  ^^^^  die  Mittelpunktslinie  nicht  trifft;  in  diesem  Falle 
gelten  alle  Kreise  des  Büschels  durch  dieselben  beiden  Punkte  Pq  und  Qq 
der  Potenzlinie,  und  dies  sind  die  einzigen  Punkte  in  der  Ebene,  für 
welche  das  aus  den  Tangentenpaaren  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar  ge- 
bildete Strahlsystem  ein  circidares  wird.  Die  Potenzlinie  ist  dagegen 
eine  ideelle  gemeinschaftliche  Secante  des  Kreisbüschels,  d.  h.  es  giebt 
keine  reellen  Punkte  in  der  Ebene  von  der  verlangten  Eigenschaft, 
sobald  der  oben  erwähnte  Kreis  ^^^^  die  Mittelpunktslinie  3JJ  in  zwei 
reellen  Punkten  P  und  S  trifft.  In  diesem  Falle  sind  die  Punkte  P 
und  S  selbst  Nullkreise  des  Kreisbüschels,  d.  h.  solche  Ortskreise  des 
Schnittpunktes  rechtwinkliger  Tangenten,  für  welche  der  Radius  Null 
ist;   dieser  Fall  tritt  bekanntlich  nur  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel 
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ein;  die  Punkte  B  und  S  sind  also  die  Mittelpunkte  der  beiden  gleich- 
seitigen Hyperbeln,  ivelche  in  der  Kegelschnittschaar  vorkommen  können; 
sobald  die  Punkte  B  und  S  imaginär  sind,  giebt  es  keine  gleichseitige 
Hyperbel  in  der  Kegelschnittschaar. 

Wir  haben  hieraus  zu  gleicher  Zeit  ersehen,  dass  in  einer  Kegel- 
schnittschaar im  Allgemeinen  zwei  gleichseitige  Hyperbeln  vorkommen, 
und  wie  die  Mittelpunkte  derselben  zu  finden  sind.  Wir  können  jetzt 
eine  von  den  vier  Seiten  des  vollständigen  Vierseits  verändern  und 
den  Ort  der  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln  aufsuchen, 
welche  einem  gegebenen-  Dreiseit  einbeschrieben  sind.  Sind  die  drei 
Paare  von  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits  aa,  bß,  cy  und  die  Dia- 
gonalpunkte xy0  (Fig.  69),   so  können  wir    die  Seite  ccßy  verändern 

Fig.  69. 


und  das  Dreiseit  abc  festhalten;  ohne  indessen  der  Allgemeinheit 
Eintrag  zu  thun,  können  wir  die  vierte  Seite  aßy  so  bewegen,  dass 
der  Punkt  a  fest  bleibt;  denn  welches  auch  die  dem  Dreiseit  abc  ein- 
beschriebene gleichseitige  Hyperbel  sei,  immer  wird  sich  aus  einem 
Punkte  a  der  Tangente  bc  eine  und  nur  eine  zweite  Tangente  legen 
lassen;  wir  halten  also  den  Punkt  a  fest  und  drehen  die  vierte  Seite 
aßy  des  vollständigen  Vierseits  um  a;  sind  dann  nij^m^m^  resp.  die 
Mitten  der  Diagonalen  aa,  bß,  cy,  welche  in  der  Mittelpunktslinie  9Jl 
liegen,  so  bleibt  m^  bei  der  Bewegung  fest;  die  Mittelpunktslinie  Wt 
dreht  sich  also  um  den  festen  Punkt  m^t;  das  Tripel  xys  verändert 
sich;  sei  0  der  Mittelpunkt  des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises, 
und  möge  dieser  Kreis  die  Mittelpunktslinie  W  in  den  Punkten  B 
und  S  treffen,  so  wird  das  Perpendikel  aus  0  auf  9JJ  in  m  die  Sehne 
BS  halbiren;  das  Perpendikel  Om  ist  aber  unsere  oben  gefundene 
Potenzlinie,  oder  die  Leitlinie  der  einzigen  Parabel;  diese  Gerade  ent- 
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hält  die  Höhenpunkte  der  vier  Dreiseite;  von  den  vier  Dreiseiten  bleibt 
nur  das  Dreiseit  ahc  fest^  dessen  Höhenpunkt  H  sei;  das  Perpendikel 
Om  dreht  sich  also  bei  der  Bewegung  um  den  festen  Punkt  H\  folg- 
lich ist  der  Ort  des  Punktes  m  ein  Kreis,  welcher  die  festen  Punkte 
H  und  m^  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat,  also: 

Hm^  -f"  m^  m^  =  Hm^^ . 
Da  nun  m  die  Mitte  der  Sehne  JRS  ist,  so  folgt: 

Bm    =  mS         oder         Em -{- Sm  =  0     und 
m^  m  =  rn^B  -\-  Rm  =  m^S  -{-  Sm 
m^^m^  =  {m^R  -\-  Rm)  (rn^S  -\-  Sm) 

=  m^R  .m^S-\-  m^R  .  Sm  -\-  m^S  .  Rm  -\-  mR  .  mS 
=  m^^R  .  m^S  -\-  Rm  .  RS  —  Rm^ 
=  m^^R  .  m^^S  -\-  Rm^ , 
also  haben  wir: 

Hm^  +  Rm^  =  Hm^  —  »w^  R  .  m^  S 
HR''  =  HS'  =  Hm,'  —  m,R  .  m,S. 
Es  ist  aber  m^R.m^S  gleich  der  Potenz  des  Punktes  m,  in  Bezug 
auf  den  Kreis  0,  und  da  dieser  durch  y  und  z  geht,  auch  gleich 
m^y  .m^^Z]  da  y  und  z  harmonisch  liegen  zu  dBm  Paar  Gegenecken  a 
und  a,  deren  Mitte  m,  ist,  so  haben  wir  gleichzeitig  m,y .  m,z 
=  rfi^a' =  m^a' ,  also: 

HR^  ==  HS'  =  Hm,'  —  m,a'  ==  const.  ; 

die  Punkte  R  und  S  beschreiben  also  bei  der  Bewegung  einen  Kreis 
um  den  festen  Punkt  H,  denn  ihr  Abstand  von  H  bleibt  unverändert, 
und  der  Radius  dieses  Kreises  wird  leicht  zu  ermitteln  sein;  schlagen 
wir  nämlich  über  aa  als  Durchmesser  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 
m,  und  dessen  Radius  m,  a  sein  wird ,  so  ist  die  Potenz  des  Punktes 
H  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  gleich  Hm'  —  m,a'\  es  schneidet  aber 
Ha  den  gedachten  Kreis  zum  andern  Male  in  demjenigen  Punkte  a}, 
welcher  der  Fusspunkt  des  aus  a  auf  hc  herabgelassenen  Perpendikels 
ist;  wenn  daher  die  Fusspunkte  der  Höhen  des  Dreiecks  ahc  mit  a^h^c^ 
bezeichnet  werden,  so  ist: 

Ha  .  Ha""  =  Hh  .  Hb'  =  Hc  .  Hc"  ==  r' 

und  r  der  Radius  des  gesuchten  Kreises.  Das  Quadrat  des  Radius 
dieses  Kreises  ist  nur  positiv,  also  der  Kreis  nur  reell,  wenn  a  und  a^, 
ebenso  h  und  &\  c  und  c'  auf  derselben  Seite  von  H  liegen,  wenn 
also  H  ausserhalb  des  Dreiecks  cihc  liegt,  oder  was  dasselbe  sagt, 
wenn  das  Dreieck  ahc  stumpfwinklig  ist;  er  reducirt  sich  auf  einen 
Punkt   beim    rechtwinkligen  Dreieck   und   wird  imaginär   beim  spitz- 
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winkligen.  Dieser  Kreis  hat  ferner,  wie  unmittelbar  aus  den  Polar- 
Eigenschaften  hervorgeht,  zu  dem  Dreieck  ahc  die  Beziehung,  dass 
letzteres  ein  Polardreieck  für  diesen  Kreis  ist,  der  demnach  „der  dem 
Dreieck  conjugirte  Kreis"  heisst.  Wir  haben  mithin  folgenden  Satz:*) 
Die  MittelpunJde  aller  gleichseitigen  Hyperhein,  ivelche  demselben 
Dreiseit  einheschrieben  sind,  liegen  auf  einem  Kreise,  der  den  HöhenpunJd 
des  Dreiseits  zu  seinem  Mittelpunlde  und  die  Ecken  des  Dreiseits  m 
einem  Tripel  conjugirter  Funkte  hat;  dieser  Kreis  ist  nur  dann  reell, 
wenn  das  Dreiseit  stumpfwinklig  ist,  und  das  Quadrat  seines  Radius 
ist  alsdann  gleich  dem  constanten  Rechteck  aus  den  Abständen  des 
Höhenpunktes  von  jeder  Ecke  und  der  gegenüberliegenden  Seite  des 
Dreiseits.  Es  kann  also  auch  nur  einem  stumpfwinkligen  Dreiseit 
eine  gleichseitige  Hyperbel  einbeschrieben  werden. 

§.  46.    lieber  die  besondere  Natur  der  in  einer  Schaar  enthaltenen 

Kegelschnitte. 

Um  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  hinsichtlich  ihrer  Gattung 
genauer  zu  erforschen,  suchen  wir  das  dem  Mittelpunkte  jedes  Kegel- 
schnitts zugehörige  Strahlsystem,  d.  h.  das  System  der  conjugirten 
Durchmesser  für  jeden  Kegelschnitt  der  Schaar  zu  bestimmen;  je  nach- 
dem dasselbe  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist,  wird  der  Kegelschnitt 
Ellipse  oder  Hyperbel  sein,  und  insbesondere  ist  er  Kreis  oder  gleich- 
seitige Hyperbel,  wenn  sein  System  conjugirter  Durchmesser  ein  cir- 
culares  oder  ein  gleichseitig-hyperbolisches  Strahlsystem,  endlich  Parabel, 
wenn  es  ein  parabolisches  Strahlsystem  ist.  Um  das  System  der  con- 
jugirten Durchmesser  eines  Kegelschnitts,  dessen  Mittelpunkt  m  ge- 
geben ist,  zu  erhalten,  reicht  die  Keimtniss  eines  Tripels  conjugirter 
Punkte  xys  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  aus;  denn  ziehen  wir  mx 
und  durch  m  eine  Parallele  zu  yz,  so  erhalten  wir  ein  Paar  conjugirter 
Durchmesser,  weil  es  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  ist;  denn  der  unendlich-entfernte  Punkt  auf  ys  ist  der 
Pol  zu  mx]  ziehen  wir  zweitens  my  und  eine  Parallele  durch  m  zu 
zx,  so  erhalten  wir  ein  zweites  Paar  conjugirter  Durchmesser  und  in 
gleicher  Weise  ein  drittes  Paar;  zwei  Paare  conjugirter  Durchmesser 
bestimmen  schon  das  ganze  Strahlsystem,  und  wir  bedürfen  des  dritten 
Paares  nicht  mehr. 

Sobald  der  Mittelpunkt  m  eines  Kegelschnitts  und  ein  Tripel  con- 


*)  „Vermischte  Sätze  und  Aufgaben"  von  J.  Steiner  im  55.  Bde.  des   Crelle- 
Borchardf sehen.  .Journals  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Seite  371. 
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jugirter  Punkte  xyz  in  Bezug  auf  denselben  gegeben  ist,  ist  derselbe 
nicht  nur  seiner  Art  nach,  sondern  überhaupt  vollständig  bestimmt; 
denn  ziehen  wir  mx,  my,  ms,  welche  Strahlen  die  Gegenseiten  yz,  zx,  xy 
resp.  in  Itj^  treffen,  so  bestimmen  xi,  ein  Punktsystem,  dessen  Mittel- 
punkt m  ist;  die  Asymptotenpunkte  der  drei  Punktsysteme  auf  mx,  my,  mz 
liegen  aber  auf  einem  Kegelschnitt,  welcher  m  zum  Mittelpunkt  und 
xyz  zum  Polardreieck  hat;  denn  da  ä;|  und  yr]  zwei  Paare  conju- 
girter  Punkte  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  sind,  so  muss  auch 
(S.  153)  z  =  {xri,  «/!)  und  der  Schnittpunkt  {^xy ,  |i^)  ein  Paar  con- 
jugirter  Punkte  sein;  andererseits  sind  aber  z  und  ^  ein  zweites  Paar 
conjugirter  Punkte,  folglich  ist  xy  die  Polare  von  z  u.  s.  f. 

Der  Kegelschnitt  ist  nun  eigentlich  durch  die  drei  Punktsysteme  mehr 
als  bestimmt;  da  sich  aber  ihre  Träger  in  demselben  Punkt  m  treffen,  wel- 
cher Mittelpunkt  für  alle  drei  Punktsysteme  ist,  so  widersprechen  sich 
die  ihn  bestimmenden  Bedingungen  nicht.  Nur  für  den  Fall,  dass 
die  drei  Strahlsysteme  alle  hyperbolisch  sind,  galt  die  vorige  Be- 
stimmung des  Kegelschnitts;  alle  drei  können  nicht  elliptisch  sein, 
weil  nothwendig  von  drei  Tripelpunkten  xyz  einer  innerhalb  des  Kegel- 
schnitts liegen  muss,  also  seine  Verbindungslinie  mit  m  den  Kegel- 
schnitt in  zwei  reellen  Punkten  treffen  muss  (S.  148).  Umgekehrt, 
wären  bei  willkürlicher  Annahme  von  m,  x,  y,  z  alle  drei  Punkt- 
systeme elliptisch,  so  müsste  der  gesuchte  Kegelschnitt  ganz  imaginär 
sein;  wohl  aber  kann  von  den  drei  Punktsystemen  eines  hyperbolisch 
und  die  beiden  andern  elliptisch,  oder  eines  elliptisch  und  die  beiden 
andern  hyperbolisch  sein,  allerdings  nur  bei  der  Hyperbel,  für  welche 
ausserdem  auch  der  erste  Fall,  dass  alle  drei  hyperbolisch  sind,  ein- 
treten kann.  Für  die  Hyperbel  muss  nun  das  Strahlsystem  der  con- 
jugirten  Durchmesser,  welches  in  m  bekannt  ist,  hyperbolisch  sein; 
seine  beiden  Asymptoten  sind  die  Asymptoten  der  Hyperbel,  und  da 
ausserdem  noch  ein  Punktpaar  auf  einem  Durchmesser  mx  allemal 
reell  ist,  so  ist  die  Hyperbel  ebenfalls  als  bekannt  anzusehen. 

Bei  willkürlicher  Annahme  von  m,  x,  y,  z  gestaltet  sich  das 
Kriterium,  ob  der  Kegelschnitt  Hyperbel  oder  Ellipse  ist,  in  folgen- 
der Art: 

Die  Seiten  des  Dreiecks  xyz  theilen  die  ganze  Ebene  in  7  Bäume, 
den  endlichen  Dreiecksraum  (e),  die  drei  den  Ecken 
anliegenden  Scheitelräume  e^e^eo,  und  die  drei  den 
Seiten  anliegenden  Bäume  Wh^.  Liegt  der  ange- 
nommene Mittelpunkt  m  in  e,  so  giebt  es  keinen 
reellen  Kegelschnitt;  liegt  er  in  e^e^e.^,  so  giebt  es 
einen,  und  derselbe  ist  Ellipse;  liegt  endlich  m  in  einem  der  Bäume  hji^h^, 
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SO  giebt  es  ebenfalls  einen  reellen  Kegelschnitt,  und  derselbe  ist  Hyperbel. 
(Vgl.  §§.  58  und  62.) 

Die  Kegelschnittschaar  hat  ein  allen  Kegelschnitten  gemeinschaft- 
liches Tripel,  conjugirter  Punkte:  das  Diagonaldreieck  xy0  des  von 
den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Schaar  gebildeten  voll- 
ständigen Vierseits  (S.  147),  und  ferner  liegen  die  Mittelpunkte  m  aller 
Kegelschnitte  der  Schaar  auf  einer  Geraden  'SR,  der  Mittelpunktslinie 
(S.  276),  und  erfüllen  dieselbe;  die  Strahlen  mx  und  my  beschreiben 
also  zwei  perspectivische  Strahlbüschel,  während  der  Kegelschnitt, 
dessen  Mittelpunkt  m  ist,  die  ganze  Schaar  durchläuft,  und  die  con- 
jugirten    Durchmesser    zu    mx   und   my  behalten  constante   Richtung. 

Wir  denken  uns  nun  die  Durchmessersysteme  sämmtlicher  Kegel- 
schnitte der  Schaar  parallel  mit  sich  nach  einem  und  demselben  Punkte 
0  der  Ebene  hin  verschoben  und  legen  einen  beliebigen  Kegelschnitt  C^^^ 
durch  den  Punkt  o;  dann  liefert  jedes  der  nach  o  verlegten  Strahlsysteme 
der  conjugirten  Durchmesser  einen  bestimmten  Punkt  Pin  der  Ebene ;  denn 
bekanntlich  schneiden  die  Paare  conjugirter  Strahlen  eines  Strahlsystems, 
dessen  Mittelpunkt  in  der  Peripherie  eines  Kegelschnitts  liegt.  Sehnen  in 
dem  Kegelschnitte  aus,  welche  sämmtlich  durch  einen  Punkt  P  laufen 
(S.  151);  dieser  Punkt  ist  schon  durch  zwei  Strahlenpaare  bestimmt;  ziehen 
wir  also  durch  o  eine  Parallele  zu  yz,  welche  den  Hülfskegelschnitt  C^^^ 
in  a  trifft,  eine  Parallele  zu  ^x,  welche  ihn  in  ß  trifft;  ziehen  wir 
femer  durch  o  zwei  Parallele  zu  xm  und  yni,  welche  den  Hülfskegel- 
schnitt in  a^  und  ß^  treffen,  so  wird  der  Schnittpunkt  von  aa^  und 
ßß^  der  Punkt  P  sein,  welcher  dem  Strahlsystem  der  conjugirten 
Durchmesser  für  den  Kegelschnitt  (m)  entspricht.  Verändern  wir  jetzt 
m  auf  der  Mittelpunktslinie  Tl,  um  die  ganze  Schaar  zu  erhalten,  so 
beschreiben  xm  und  ym  zwei  perspectivische  Strahlbüschel,  folglich 
auch  oa^  und  oß^  zwei  projectivische  Strahlbüschel;  weil  aber  o  und 
«  zwei  feste  Punkte  des  Hülfskegelschnitts  C^^^  sind,  so  werden  oa^ 
und  aa^  zwei  projectivische  Strahlbüschel  beschreiben,  ebenso  oß^ 
und  ßß^,  folglich  beschreiben  auch  aa^  und  ßß^  zwei  projectivische 
Strahlbüschel;  der  Ort  ihres  Schnittpunktes  P  ist  also  ein  bestimmter 
Kegelschnitt  Cf\  welcher  durch  a  und  ß  geht;  dass  er  auch  durch  y, 
den  Schnittpunkt  eines  parallel  mit  xy  durch  o  gezogenen  Strahles 
mit  dem  Kegelschnitte  C^^^,  hindurchgeht,  ist  einleuchtend,  da  wir  statt 
a  und  ß  auch  «  und  y  oder  ß  und  y  hätten  wählen  können;  es  geht 
auch  daraus  hervor,  dass,  wenn  m  insbesondere  in  den  Schnittpunkt 
der  Mittelpunktslinie  9JJ  mit  xy  rückt,  der  Punkt  P  nach  y  gelangt. 
Es  ist  nun  auch  leicht,  den  vierten  Schnittpunkt  der  Kegelschnitte  6'^^^ 
und  C'P^  zu  finden;  gelangt  nämlich  «/  insbesondere  nach  dem  unend- 

Steiuer,  Vorlesungen  II.    2.  Aufl.  ^_,, 19 
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lich-entferuten  Punkte  der  Mittelpunktslinie  'SR,  so  wird  der  Punkt  P 
die  Lage  eines  Punktes  ö  annehmen,  welcher  der  Schnittpunkt  einer 
durch  0  zur  Mittelpunktslinie  3JJ  gezogenen  Parallelen  mit  dem  Hülfs- 
kegelschnitte  C^^'  ist.  Die  Kegelschnitte  C^-^  und  Cp^  begegnen  sich  also 
in  den  leicht  angebbaren  vier  Punkten  ccßyd.  Wir  haben  demnach 
zunächst  folgenden  Satz  gefunden: 

Verschiebt  man  die  Strahlsysteme  der  conjugirten  Durclimesse>'  für 
sümmtliche  Kegelschnitte  einer  Schaar  von  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten 
mit  Beibehaltung  ihrer  Hichtung  (ohne  Drehung)  nach  einem  Funkte  o 
eines  beliebigen  Kegelschnitts  C^^\  so  bestimmt  jedes  Strahlsystem  einen  Funkt 
F  in  der  Ebene,  durch  welchen  die  .Durchbohrungssehnen  jedes  Faares 
conjugirter  Strahlen  laufeti;  der  Ort  sämmtlicher  Funkte  F  für  alle  Kegel- 
schnitte der  Schaar  ist  ein  bestimmter  Kegelschnitt  C\^\  der  insbesondere 
mit  C^^)  diejenigen  vier  Funkte  gemein  hat,  in  welchen  die  durch  o  mit  den 
drei  Diagonalen  des  Vierseits  und  der '  3Iittelpunktslinie  'SR  gezogenen 
Farallelen  d&tn  Kegelschnitt  C^^^  begegnen. 

Ist  der  Kegelschnitt  Cf^  einmal  ermittelt,  so  haben  wir  eine  leicht 
übersehbare  Abhängigkeit  einerseits  zwischen  den  Kegelschnitten  der 
Schaar  oder  ihren  Mittelpunkten  m  auf  äR  und  ihren  zugehörigen 
Durchmessersystemen  und  andererseits  den  sämmtlichen  Punkten  F  des 
Kegelschnitts  Cf^\  jeder  Punkt  dieses  Kegelschnitts,  als  Mittelpunkt 
eines  Strahlbüschels  aufgefasst,  liefert  nämlich  Strahlen,  welche  den 
Hülfskegelschnitt  C'^^'  in  Punktpaaren  treffen,  und  diese,  mit  o  verbunden, 
geben  je  ein  Strahlsystem,  welches  dem  Durchmessersystem  eines  be- 
stimmten Kegelschnitts  der  Schaar  parallel  läuft;  oder  auch:  Die 
Mittelpunktslinie  'SR,  welche  die  Mitten  m^m^m^  der  drei  Diagonalen 
des  Vierseits  enthält,  und  deren  unendlich-entfernten  Punkt  wir  mit 
m^  bezeichnen  wollen,  wird  durch  die  vier  Punkte  m.m.,m.,m^  in  vier 
Stücke  zerschnitten,  und  andererseits  zerfällt  der  Kegelschnitt  C^P  durch 
die  vier  in  ihm  enthaltenen  Punkte  aßyd  in  vier  Stücke  (falls  er  eine 
Hyperbel  ist,  muss  dieselbe  als  zusammenhängende  Curve  in  dem 
auf  Seite  120  angegebenen  Sinne  aufgefasst  werden);  alsdann  enthalten 
die  Strecken  zwischen  m^m.^,  m.^m.^,  *>^3*^*a>j  ^^00%  ^^^  Mittelpunkte 
derjenigen  Kegelschnitte  der  Schaar,  deren  Durchmessersysteme,  nach 
0  verlegt,  Punkte  F  liefern,  welche  beziehungsweise  die  Stücke  aß, 
ßy,  yd,  da  des  Kegelschnitts  C^^  erfüllen  (Fig.  71).  Für  die  beson- 
deren Punkte  aßyd  selbst  wird  das  Strahlsystem  parabolisch,  die  vier 
Kegelschnitte ,  welche  diesen  Punkten  entsprechen ,  müssen  also  Parabeln 
sein;  dies  ist  in  der  That  der  Fall,  obwohl  nur  der  einzige  dem  Punkt  d 
entsprechende  Kegelschnitt  eine  eigentliche  Parabel  ist;  die  den  drei 
Punkten   aßy  entsprechenden  Kegelschnitte   der  Schaar   sind   aber  die 
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drei  Punktpaare  (drei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits), 
und  ein  solches  Punktpaar  oder  die  doppelt  gedachte  Verbindungslinie 
desselben  kann  nicht  blos,  wie  wir  gesehen  haben,  als  Ellipse  oder 
Hyperbel  (mit  einer  verschwindend  kleinen  Axe),  sondern  ebensowohl 

Fig.  71. 


als  eine  specielle  Parabel  aufgefasst  werden,  denn  sie  hat  zwei  zu- 
sammenfallende unendlich-entfernte  Punkte,  was  das  charakteristische 
Merkmal  der  Parabel  ist;  auch  trat  schon  bei  der  Betrachtung  der 
Parabelschaar  (S.  277)  eine  solche  Doppellinie  als  specielle  Parabel 
auf.  Je  nachdem  nun  der  Punkt  P  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Hülfskegelschnitts  C'^^  liegt,  ist  das  Strahlsystem  in  o  oder  das  mit 
ihm  parallele  Durchmessersystem  des  Kegelschnitts  der  Schaar  elliptisch 
oder  hyperbolisch,  dieser  Kegelschnitt  selbst  also  auch  Ellipse  oder  Hy- 
perbel. Wir  erkennen  hieraus  das  bereits  früher  (S.  275)  gefundene 
Resultat,  dass  die  Kegelschnittschaar  im  Allgemeinen  aus  zwei  Gruppen 
Ellipsen  und  zwei  Gruppen  Hyperbeln  besteht,  welche  mit  einander 
abwechseln,  so  dass  auf  eine  Gruppe  Ellipsen  eine  Gruppe  Hyperbeln 
u.  s.  w.  folgt,  und  dass  diese  vier  Gruppen  durch  die  vier  erwähnten 
Parabeln  von  einander  getrennt  werden,  denn  sobald  der  Kegelschnitt 
Cp^  durch  einen  der  vier  Schnittpunkte  aßyd  geht,  tritt  er  entweder 
aus  der  Region  innerhalb  des  Kegelschnitts  C^^^  in  die  ausserhalb  des- 
selben oder  umgekehrt  (mit  Ausnahme  des  besonderen  Falles,  dass 
zwei  von  den  vier  Punkten  zusammenfallen). 

Denken  wir  uns  irgend  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  eines 
beliebigen  Kegelschnittes  der  Schaar  parallel  nach  o  verschoben,  so 
wird  die  Durchschnittssehne  in  dem  Kegelschnitt  C^^^  den  Kegelschnitt 
Cf  im  Allgemeinen  und  höchstens  in  zwei  Punkten  P  und  P^  treffen, 
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welche  zwei  bestimmten  Kegelschnitten  der  Schaar  entsprechen;  jedes 
Faar  conjugirter  Durchmesser  eines  Kegelschnittes  der  Schaar  ist  also 
im  Allgemeinen  mit  einem  Faar  conjugirter  Durchmesser  eines  der  übrigen 
parallel;  daher  haben  die  Kegelschnitte  insbesondere  atich  paarweise  parallele 
Axen;  solche  Paare  von  Kegelschnitten  mit  parallelen  Axen  erhalten 
wir  in  der  Weise,  dass  wir  nach  o  ein  circulares  Strahlsystem  ver- 
legen, dessen  Durchbohrungssehnen  in  O^^^  durch  einen  festen  Punkt 
II  laufen;  jeder  durch  ft  gezogene  Strahl  trifft  Cf^  in  zwei  solchen 
Punkten  P  und  P^,  deren  entsprechende  Kegelschnitte  der  Schaar 
parallele  Axen  haben,  denn  jede  durch  ^  gezogene  Sehne  »bestimmt 
in  0^^^  zwei  Punkte,  die  mit  o  verbunden  die  Richtungen  der  Axen 
liefern.  Es  kann  aber  insbesondere  vorkommen,  dass  die  Schnittpunkte 
P  und  P^  zusammenfallen  oder  ihre  Verbindungslinie  eine  Tangente 
des  Kegelschnitts  Cf^  ist,  und  zwar  giebt  es  durch  jeden  Punkt  P  eine 
bestimmte  Tangente  an  C'f);  eine  solche  liefert  als  Sehne  in  C^2>  zwei 
Schnittpunkte,  die  mit  o  .verbunden  ein  besonderes  Paar  conjugirter 
Durchmesser  des  dem  P  entsprechenden  Kegelschnitts  bestimmen;  mit 
diesem  Paare  wird  kein  Paar  conjugirter  Durchmesser  irgend  eines 
andern  Kegelschnittes  der  Schaar  parallel  sein;  also  jeder  Kegelschnitt 
der  Schaar  hat  ein  besonderes  Faar  conjugirter  Durchmesser,  welches  mit 
-keinem  Faar  conjugirter  Durchmesser  irgend  eines  der  übrigen  parallel 
ist,  und  es  giebt  im  Allgemeinen  sivei  Kegelschnitte,  bei  denen  dies  be- 
sondere Faar  die  Axen  sind;  die  beiden  aus  dem  Punkte  ^  an  den 
Kegelschnitt  Cfi  gelegten  Tangenten  haben  n'amlich  zu  Berührungs- 
punkten die  besonderen  Punkte  F,  deren  entsprechende  Kegelschnitte 
der  Schaar  das  besondere  Paar  conjugirter  Durchmesser  zu  Axen  haben. 
Um  zu  ermitteln,  ob  und  wie  viele  gleichseitige  Hyperteln  in  der 
Kegelschnittschaar  enthalten  sind,  denken  wir  uns  in  den  Schnittpunkten 
der  durch  ^  gezogenen  Sehnen  mit  dem  Kegelschnitt  C'^^  Tangenten- 
paare an  dem  letzteren,  die  sich  in  Punkten  schneiden,  welche  auf 
der  Polare  von  ^  in  Bezug  auf  C-^^  liegen;  diese  Polare  2  wird  nun 
den  Kegelschnitt  C[^'^  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  P  und  P^  treffen; 
jeder  derselben  hat  die  Eigenschaft,  dass  sein  Tangentenpaar  an  C^^)  den 
Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  berührt,  die  mit  o  verbunden  zwei  recht- 
winklige Strahlen  liefern;  diese  sind  aber  die  Asymptoten  des  Strahl- 
systems, welches  dem  P  zugehört;  es  ist  ein  gleichseitig-hyperbolisches, 
weil  seine  beiden  Asymptoten  rechtwinklig  zu  einander  sind;  jene  beiden 
Schnittpunkte  der  Geraden  2  mit  dem  Kegelschnitt  Cf^  bestimmen  also 
zwei  solche  Punkte  P,  dass  die  ihnen  entsprechenden  Kegelschnitte  der 
Schaar  gleichseitige  Hyperbeln  werden;  es  giebt  mithin  in  der  Kegel- 
schnittschaar zwei  oder  eine  oder  keine  gleichseitige  Hyperbel,  je  nach- 
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dem  2  und  Cf^  sich  schneiden  oder  berühren  oder  nicht  treffen.    (Vergl. 
S.  285.) 

Insbesondere  kann  die  Kegelschnittschaar  einen  Kreis  enthalten, 
wenn  der  Kegelschnitt  Cf^  durch  den  Punkt  fi  geht,  für  welchen 
das  Strahlsystem  in  o  ein  circulares  wird.  Sollen  zwei  Kreise  in  der 
Kegelschnittschaar  vorkommen,  so  muss  der  Kegelschnitt  Op^  in  ^ 
einen  Doppelpunkt  haben,  d.  h.  in  ein  Linienpaar  zerfallen;  suchen 
wir  überhaupt  die  Bedingungen  auf,  damit  der  Kegelschnitt  Cf^  zer- 
falle; dies  wird  dann  eintreten,  wenn  die  beiden  den  Kegelschnitt  (7^^ 
erzeugenden  projectivischen  Strahlbüschel  (a)  und  (/3)  perspectivisch 
liegen,  also  in  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  entsprechende 
Strahlen  hineinfallen;  dies  ist  aber  nur  dann  möglich,  wenn  die 
Richtungen  von  m.2X  und  m.^y  zusammenfallen  oder  die  Mittelpunkts- 
linie 9Jd  mit  der  Diagonale  xy  coincidirt;  alsdann  fällt  wig  in  x  und 
m^  in  y  hinein,  und  da  ?w.j  die  Mitte  zweier  Gegenecken  des  vollstän- 
digen Vierseits  ist,  welche  mit  x  und  z  harmonisch  liegen,  so  muss, 
da  X  in  die  Mitte  zwischen  zwei"  zugeordneten  Punkten  fällt,  der  vierte 
harmonische  Punkt  z  in  die  Unendlichkeit  gehen;  ebenso  auf  der 
Diagonale  yz]  also  das  ursprünglich  gegebene  Vierseit  muss  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  zwei  Diagonalen  desselben  parallel  laufen,  wobei 
die  Mittelpunktslinie  9JJ  mit  der  dritten  Diagonale  zusammenfällt. 
Der  Kegelschnitt  Cf^  reducirt  sich  dann,  weil  aß  zusammenfallen  und 
auch  yd  zusammenfallen,  also  zwei  Doppelpunkte  in  ihm  vorkommen, 
auf  die  doppelt  zu  zählende  Verbindungslinie  derselben  und  enthält 
nicht  nur  einen,  sondern  unendlich  viele  Doppelpunkte.  Ein  Doppel- 
punkt des  Kegelschnitts  Cf^  liefert  nun  in  o  zwei  gleiche  auf  einander 
fallende  Strahlsysteme,  entspricht  also  in  der  Kegelschnittschaar  zwei 
Kegelschnitten,  deren  Durchmessersysteme  gleich  und  gleichgerichtet 
sind;  zwei  solche  Kegelschnitte  heissen  ähnlich  und  ähnlich-liegend; 
wir  schliessen  hieraus: 

Unter  den  gesammten  Kegelschnitten  der  ScJiaar  gieht  es  im  Allge- 
meinen keine  zwei,  welche  ähnlich  und  ähnlich-liegend  sind;  ivenn  es  aber 
insbesondere  ein  solches  Paar  giebt,  so  sind  alle  übrigen  auch  paarweise 
ähnlich  imd  ähnlich-liegend;  dieser  besondere  Fall  tritt  ein,  ivenn  zwei 
Diagonalen  des  Vierseits  parallel  sind,  wo  dann  die  MittelpunTitslinie  Wl 
mit  der  dritten  Diagonale  zusammenfällt.  Der  Kegelschnitt  Cf^  degene- 
rirt  dabei  in  eine  doppelte  gerade  Linie;  geht  diese  insbesondere  noch 
durch  den  Punkt  ^,  so  giebt  es  zwei  Kreise  in  der  Kegelschnittschaar, 
welche  ebenfalls  als  ein  Paar  ähnliche  und  ähnlich-liegende  Kegel- 
schnitte aufzufassen  sind,  (Wir  überlassen  dem  Leser  die  Unter- 
suchung eines  andern  Falles,  in  welchem  gleicherweise  die  Richtungen 
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nk^x  und  m^y  auf  einander  fallen,  wenn  nämlich  y  mit  x  coincidirt; 
alsdann  entstellt  ein  besonderes  Vierseit,  von  welchem  z;wei  Seiten 
zusammenfallen  und  auch  zwei  Diagonalen  auf  dieselben;  die  Kegel- 
schnitte dieser  speciellen  Schaar  berühren  sämmtlich  eine  Gerade 
(das  zusammenfallende  Seitenpaar)  in  einem  und  demselben  festen 
Punkte  und  ausserdem  zwei  andere  Gerade;  die  Mittel punktslinie  3JJ 
enthält  nur  eine  elliptische  und  zwei  hyperbolische  Regionen;  der 
Kegelschnitt  Cf^  degenerirt  in  ein  Linienpaar,  dessen  Doppelpunkt  auf 
dem  Kegelschnitt  C-^^  liegt;  es  giebt  also  keine  zwei  ähnliche  und  ähn- 
lich-liegende Kegelschnitte  u.  s.  w,;  auch  weitere  Specialisirungen  er- 
geben sich  ohne  Schwierigkeit  aus  der  obigen  allgemeinen  Betrachtung.) 
Eine  besondere  Einfachheit  gewinnt  die  Untersuchung,  wenn  wir 
für  den  beliebig  zu  wählenden  Hülfskegelschnitt  C^^^  einen  Kreis  an- 
nehmen; für  den  Kreis  wird  nämlich  zunächst  der  Punkt  [i  der  Mittel- 
punkt, und  alle  solche  Punkte  P,  die  gleichweit  vom  Mittelpunkte 
abstehen,  also  auf  einem  concentrischen  Kreise  liegen,  geben  in  o 
gleiche  Strahlsysteme,  was  aus  der  auf  S.  268  gemachten  Bemerkung 
hervorgeht,  indem  einerseits  das  Tangentenpaar  aus  P  an  den  Kreis 
zwei  Berührungspunkte  liefert,  welche  mit  o  verbunden  die  Asymptoten 
des  Strahlsystems  geben,  oder  andererseits  die  durch  P  gezogene  kleinste 
Sehne  des  Kreises  denselben  in  zwei  Punkten  trifft,  welche  mit  o  ver- 
bunden das  den  gleichen  conjugirten  Durchmessern  entsprechende 
Strahlenpaar  liefern  {gJ\  und  hg^),  dessen  Halbirungsstrahlen  die  Axen 
sind.  Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung  erkennen  wir,  dass  irgend  ein  mit 
dem  Kreise  C^^^  concentrischer  Kreis  im  Allgemeinen  den  Kegelschnitt 
Op  in  vier  solchen  Punkten  P  treffen  wird,  deren  entsprechende  Kegel- 
schnitte ähnlich  (aber  nicht  ähnlich-liegend)  sind,  weil  die  diesen  vier 
Kegelschnitten  der  Schaar  zugehörigen  Durchmessersysteme  gleich 
sind,  und  zwar  wird,  wenn  wir  den  Radius  eines  solchen  mit  dem 
ursprünglichen  concentrisch  angenommenen  Kreises  verändern,  ein 
Kreis,  dessen  Radius  grösser  ist  als  der  von  C^^\  im  Allgemeinen  in 
vier  Punkten  den  Kegelschnitt  Cf^  treffen,  welche  vier  ähnliche  Hy- 
perbeln der  Kegelschnittschaar  liefern,  während  ein  Kreis,  dessen 
Radius  kleiner  ist  als  der  von  0^^^,  immer  in  vier  solchen  Punkten 
trifft,  welche  vier  ähnliche  Ellipsen  der  Kegelschnittschaar  liefern; 
auch  ist  ersichtlich,  dass  von  diesen  vier  ähnlichen  Kegelschnitten 
immer  zwei  einer  der  vier  oben  hervorgehobenen  Gruppen  und  die 
beiden  andern  der  zweiten  gleichartigen  Gruppe  angehören;  doch 
treten  bei  der  stetigen  Veränderung  des  mit  C^^^  concentrischen  Kreises 
gewisse  Grenzen  auf,  welche  zu  alleinstehenden  Kegelschnitten  führen, 
oder    bei    denen    ein   solches   Paar   in  einen   einzigen  Kegelschnitt  zu- 
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sammenfällt.     Im  Allgemeinen  wird  es  bei  jeder  der   vier  Gruppen  in 
der  Kegelschnittschaar  einmal  vorkommen,   dass  die  beiden  ähnlichen 
Kegelschnitte    zusammenfallen,    indem   durch    das  Wachsen    oder  Ab- 
nehmen   des    Radius    eines    mit   C^^^    concentrischen   Kreises   die    zwei 
Schnittpunkte  desselben  mit  einem  der  vier  Curvenstücke  aß,  ßy,  yd, 
da   des  Kegelschnitts  Op^  einander  genähert  werden    können,    bis    sie 
zuletzt  zusammenfallen;    ein  solcher  Kreis  wird  den   Kegelschnitt  C[^^ 
berühren,    sein    nach   dem   Berührungspunkte    gezogener    Radius    wird 
also  eine  Normale  des  Kegelschnitts  Cp^  sein,  und  jene  alleinstehenden 
Kegelschnitte  werden  daher  bestimmt  durch  die  Fusspunkte   der  Nor- 
malen,  welche   sich  aus  dem  Mittelpunkte  ^   des  Hülfskreises  0<^^^  an 
den  Kegelschnitt  Op'    ziehen  lassen.*)     Diese  Fusspunkte  können  wir 
auf  folgende  Weise  ermitteln:   Möge   ein   solcher  um  den  Mittelpunkt 
jti    beschriebener    Kreis    den  Kegelschnitt    C[^^    in    zwei  Punkten    a^ß^ 
treffen,  so  wird  die  Mitte  der  Sehne  a^ß^  einmal  in  dem   von  ft   auf 
dieselbe   gefällten  Perpendikel   liegen   und   andererseits  in  demjenigen 
Durchmesser  des  Kegelschnitts  Op^,  welcher  der  Richtung  a^ß^  conju- 
girt    ist;    der  Ort    des   Mittelpunkts    dieser   Sehne  ist  daher  leicht  zu 
bestimmen:    Wir    ziehen    durch    den    Mittelpunkt    31   des    gegebenen 
Kegelschnitts    C^^'^   einen  veränderlichen  Strahl   l  und   den   conjugirten 
Duchmesser  A;  aus  dem  festen  Punkte  ^  fällen  wir  auf  l  ein  Perpen- 
dikel, dessen  Schnittpunkt  mit  A  der  Mittelpunkt   der   Sehne    ist;   bei 
der  Veränderung  von    l   beschreiben    nun   l  und   A    ein   Strahlsystem, 
also  zwei  in  sich  projectivische  Strahlbüschel,    das  Perpendikel  von  n 
auf   l  ebenfalls   ein  mit   jenen    projectivisches   Strahlbüschel,   folglich 
ist  der    Ort    des   Mittelpunktes   der   Sehne    ein  Kegelschnitt,    welcher 
durch  31  und  ^  geht,  und  zwar  eine  gleichseitige  Hyperbel,  weil,  wenn 
l  und  X  die  Axen  des  Kegelschnitts  Cf^  werden,  die  beiden  unendlich- 
entfernten  Punkte   des   gefundenen  Kegelschnitts   hervorgehen,    die  in 
zwei  rechtwinkligen  Richtungen   liegen.     Diese  gleichseitige  Hyperbel 
trifft  nun  den  Kegelschnitt  Cf^  in   solchen  Punkten,    für    welche    die 
gemeinschaftliche    Sehne   a^ß^   den  Werth   Null    hat,    also    der   um  ^ 
beschriebene  Kreis    den  Kegelschnitt  Cf^  berührt;  es  giebt    daher  im 
Allgemeinen    vier    solche    Kreise,    deren   Berührungspunkte   die   Fuss- 
punkte der  aus  ^  an  Cf^  gezogenen  Normalen  sind;  diese  Berührungs- 
punkte haben  zugleich   die  Eigenthümlichkeit,   dass   ihr  Abstand  von 
dem    Kreismittelpunkte    jx,  unter   den   Abständen   aller  Punkte   P   des 
Kegelschnitts  Cp^  von  dem  Punkte  ^i  ein  Maximum  oder  Miniraum  ist, 
woraus  folgt,  dass  die  von  diesen  besonderen  Punkten  P  in  o  hervor- 

*)  Vergl.  §.  37. 
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gerufenen  Strahlsysteme  die  Eigenthümliehkeit  besitzen,  dass  sie  ent- 
weder dem  circularen  Stralilsysteme  am  nächsten  kommen  oder  von 
dem  gleichseitig-hyperbolischen  Strahlsystem  am  meisten  abweichen, 
da  (S.  269)  der  Winkel  zwischen  (Jen  gleichen  coiijugirten  Durchmessern, 
oder  der  Winkel  zwischen  den  Asymptoten  oder   das  Axenverhältniss 

—  für  einen  solchen  Punkt  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Hier- 
a 

aus  folgt,  dass  es  auch  in  der  Kegelschnittschaar  vier  besondere  Kegel- 
schnitte giebt,  deren  Axenverhältniss  ein  3Iaximimi  oder  Minimum  ist, 
und  zwar  in  jeder  Gruppe  Ellipsen  eine  solche,  welche  unter  allen 
dem  Kreise  am  nächsten  kommt  (oder  selbst  ein  Kreis  ist),  und  in 
jeder  Gruppe  Hyperbeln  eine  solche,  welche  von  der  gleichseitigen 
am  meisten  abweicht.  Die  Aufgabe,  diese  vier  ausgezeichneten  Kegel- 
schnitte der  Schaar  zu  finden,  ist  nach  dem  Vorigen  darauf  zurück- 
geführt, aus  einem  gegebenen  Punkte  an  einen  gegebenen  Kegelschnitt 
Normalen  zu  ziehen,  oder  die  Durchschnittspunkte  eines  gegebenen 
Kegelschnitts  mit  einer  gleichseitigen  Hyperbel  zu  ermitteln;  dasEesultat 
der  vorigen  Untersuchung  lässt  sich  nun  folgendermassen  zusammenfassen: 

Unter  den  Kegelschnitten  einer  Schaar  von  vier  gemeinschaftlichen 
Tangenten  sind  im  Allgemeinen  immer  je  vier  einander  ähnlich,  und  solche 
vier  ähnliche  Kegelschnitte  gehören  ^marweise  zwei  gleichartigen  Gruppen 
an  (S.  275),  so  dass  man  also  auch  sagen  Icann,  die  Kegelschnitte  jeder 
Gruppe,  für  sich  hetr achtet ,  seien  paarweise  ähnlich.  In  jeder  Gruppe 
giebt  es  einen  einzelnen  Kegelschnitt,  welcher  Iceinem  andern  derselben 
Gruppe  ähnlich  ist,  und  zwar  in  jeder  der  beiden  Gruppen  Ellipsen  ist 
dies  eine  solche,  welche  unter  allen  dem  Kreise  am  nächsten  Jcommt  (oder 
insbesondere  selbst  ein  Kreis  ist),  in  jeder  der  beiden  Gruppen  Hyper- 
beln eine  solche  Hyperbel,  welche  unter  allen  von  der  gleichseitigen  am 
meisten  ahiveicht,  oder  überhaupt  ein  solcher  Kegelschnitt,  für  welchen 
das  Axenverhältniss  ein  Maximum  oder  Minimum  wird*). 

Wir  haben  bisher  die  Untersuchung  einer  Kegelschnittschaar  auf 
den  Fall  von  vier  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten  beschränkt; 
die  den  Betrachtungen  in  §§.  41  und  42  analogen  führen  aber  auch 
zu  Kegelschnittschaaren  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  oder 
mit  vier  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten.  Für  diese  beiden 
Fälle  treten  mitunter  Modificationen  der  -gefundenen  Eigenschaften  der 
Kegelschnittschaar  ein,  welche  sich  aus  der  Uebertragung  der  in 
§§.  41  und  42  angestellten  Betrachtungen  ermitteln  lassen;  es  giebt 
aber  für  die  nähere  Untersuchung  dieser  beiden  Kegelschnittschaaren 


*)    Steiner,    Vermischte    Sätze    und    Aufgaben,     Grelle- Bor char dt' s    Journal, 
Bd.  LV.  S.  374. 
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noch  ein  einfacheres  Mittel,  nämlich  die  Polarisation  eines  Kreis- 
büschels  mit  einer  reellen  oder  ideellen  gemeinschaftlichen  Secante 
(Potenzlinie).;  dadurch,  dass  man  in  Bezug  auf  irgend  einen -Kegel- 
schnitt (oder  Kreis)  als  Basis  diese  beiden  Gebilde  polarisirt,  erhält 
man  einmal  eine  Kegelschnittschaar  mit  zwei  reellen  und  zwei  ima- 
ginären gemeinschaftlichen  Tangenten  und  das  andere  Mal  eine  Kegel- 
schnittschaar mit  vier  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten.  Wir 
unterlassen  die  Ausführung  dieser  Untersuchung,  welche  sich  zu  geo- 
metrischen üebungen  sehr  empfiehlt.  Die  Ergänzung  der  vorigen 
Betrachtungen  für  den  Fall  imaginärer  gemeinschaftlicher  Tangenten- 
paare der  Kegelschnittschaar  kann  erst  später  (§.  50)  gegeben  werden, 
nachdem  die  Polareigenschaften  einer  Schaar  ermittelt  sind. 

§.  47,    Polar-Eigenschaften  des  Kegelschnittbiischels. 

Das  oben  (S.  276)  gefundene  Resultat,  dass  die  Mittelpunkte  einer 
Kegelschnittschaar  auf  einer  Geraden  liegen,  sowie  das  schon  früher 
(S.  233)  hervorgetretene  Ergebniss,  dass  die  Mittelpunkte  eines  Büschels 
gleichseitiger  Hyperbeln  auf  einem  Kreise  liegen,  führt  darauf  hin, 
sowohl  für  das  allgemeine  Kegelschnittbüschel  den  Ort  der  Mittel- 
punkte aufzusuchen,  als  auch  in  erweiterter  Fassung,  da  der  Mittel- 
punkt der  Pol  der  unendlich -entfernten  Geraden,  also  nur  ein  beson- 
derer Fall  des  Poles  irgend  einer  Geraden  in  der  Ebene  ist,  die  vier 
Fragen  zu  beantworten:  Was  ist  der  Ort  des  Poles  einer  festen  Ge- 
raden in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  eines  Büschels  und  einer 
Schaar?  Was  ist  der  Ort  der  Polaren  eines  festen  Punktes  in  Bezug 
auf  sämmtliche  Kegelschnitte  einer  Schaar  und  eines  Büschels?  wovon  die 
beiden  letzteren  die  polaren  Fragen  der  beiden  ersteren  sind,  aJso  in 
bekannter  Weise  von  jenen  abhängen. 

Indem  wir  zuvörderst  von  einem  Kegelschnittbüschel  mit  vier 
reellen  Grundpunkten  AB  CD  ausgehen,  wollen  wir  den  Ort  der  Po- 
laren eines  festen  Punktes  P  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte 
des  Büschels  ermitteln.  Ist  xyz  das  Diagonaldreieck  des  vollständigen 
Vierecks  AB  CD  (Fig.  72),  so  erhalten  wir  (Seite  225)  leicht  einen 
Kegelschnitt  des  Büschels,  indem  wir  einen  beliebigen  Punkt  a  der 
Diagonale  yz  mit  A  verbinden  und  diese  Gerade  als  Tangente  des 
Kegelschnitts  ansehen;  aB  ist  dann  die  Tangente  in  B,  und  ver- 
binden wir  den  Schnittpunkt  der  Geraden  aA  und  der  Diagonale  xz 
mit  C,  den  Schnittpunkt  der  Geraden  aB  und  der  Diagonale  xz  mit 
D,  so  treffen  sich  diese  beiden  Geraden,  welche  die  Tangenten  in  C 
und  D  am  Kegelschnitte  sind,  auf  der  Diagonale  gz  in  einem  Punkte 
a;  a  und  a  liegen  harmonisch  zu  gz  u,  s.  w. 


298 


Dritter  Abschnitt. 


Um  nun  zu  irgend  einem  Punkte  P  in  der  Ebene  die  Polare  zu 
erhalten  in  Bezug  auf  den  bestimmten  Kegelschnitt  des  Büschels, 
dessen  Tangente  in  Ä  Aa  ist,  ziehe  ich  die  Gerade  aF,  welche  in  s  die 
Berührungssehne  AB  trifft,  und  bestimme  von  s  den  vierten  harmoni- 
schen Punkt  ö  zu  A  und  J5;  dann  wird,  weil  a  der  Pol  von  AB  ist, 
ö  der  Pol  von  aP  sein;  zweitens  ziehe  ich  die  Gerade  Pa,  welche  in  r  die 


Sehne  CI)  trifft,  und  bestimme  zu  r  den  vierten  harmonischen  Punkt 
Q  auf  CD;  dann  wird  q  der  Pol  von  Pa  sein,  folglich  qö  die  Polare 
von  P.  Halten  wir  diese  Construction  fest  und  verändern  den  Kegel- 
schnitt des  Büschels,  indem  wir  den  Punkt  a  auf  der  Diagonale  y^; 
fortrücken,  so  beschreiben  aa  ein  Punktsystem,  dessen  Asymptoten- 
punkte yz  sind,  weil  aa  beständig  zu  y  und  2  harmonisch  liegen; 
ebenso  beschreiben  sd  ein  Punktsystem,  dessen  Asymptotenpunkte  A 
und  B  sind,  und  auch  tq  ein  solches,  dessen  Asymptotenpunkte  C 
und  J)  sind.  Jedes  Punktsystem  ist  aber  in  sich  projectivisch,  d.  h. 
die  conjugirten  Punkte  eines  Punktsystems  bilden  zwei  projectivische 
Punktreihen  (S.  52);  also  beschreiben  a  und  a  zwei  projectivische 
Punktreihen,  s  und  ö  zwei  solche  und  r  und  q  ebenfalls;  nun  liegen 
die  Punktreihen  s  und  a  perspectivisch  in  Bezug  auf  den  Projections- 
punkt  P,  ebenso  r  und  a]  folglich  da  6  mit  s,  s  mit  a,  a  mit  a,  a 
mit  r,  r  mit  q  projectivisch  sind,  so  ist  auch  6  mit  q  projectivisch; 
diese  beiden  von  q  und  (5  beschriebenen  projectivischen  Punktreihen 
liegen,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  perspectivisch,  weil  in  den  Schnitt- 
punkt der  Träger  AB  und  CB,  d.  h.  in  den  Punkt  x  zwei  entsprechende 
Punkte  hineinfallen  (wenn  a  nämlich  in  AB  hineinfällt,  also  a  in  CB 
u.  s.  w.),  folglich  läuft  die  Verbindungslinie  qö  durch  einen  festen 
Punkt.  Die  Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegel- 
schnitte des  Büschels  laufen  daher  durch  einen  festen  Punkt  Q  und 
bilden   ein  Strahlbüschel,  welches  projectivisch  ist  mit  der  von   dem 
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Punkte  a  beschriebenen  Punktreihe,  d.  h.  mit  dem  von  den  Tangenten 
der  Kegelschnitte  des  Büschels  in  einem  der  vier  Grundpunkte  ge- 
bildeten Strahlbüschel.  Der  Punkt  Q  kann  jetzt  leicht  gefunden 
werden,  indem  wir  P  mit  den  Diagonalpunkten  xyz  verbinden  und 
zu  jedem  dieser  Strahlen  und  dem  in  "dem  Diagonalpunkte  sich  kreu- 
zenden Linienpaar  den  vierten  harmonischen  Strahl  construiren;  diese 
drei  Strahlen  müssen  sich  in  dem  gesuchten  Punkte  Q  treffen;  die 
Punkte  P  und  Q  heissen  „conjugirte  Funkte  in  Bezug  auf  das  Kegel- 
sclinitfbüscheV' ,  denn  aus  der  Polartheorie  (S.  144)  geht  hervor,  dass 
auch  die  Polaren  von  Q  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  des 
Büschels  durch  P  gehen,  oder  dass  P  und  Q  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  sind  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels.  Denken 
wir  uns  den  bestimmten  Kegelschnitt  des  Büschels  construirt,  welcher 
durch  P  geht,  so  muss  auch  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  ihn, 
d.  h.  seine  Tangente  in  P,  durch  Q  gehen,  und  ebenso  muss  für  den 
durch  Q  gehenden  Kegelschnitt  des  Büschels  die  Tangente  in  Q  durch 
P  gehen;  die  Verbindungslinie  PQ  wird  also  von  zwei  Kegelschnitten 
des  Büschels  und  zwar  in  den  Punkten  P  und  Q  berührt  oder:  auf 
der  Verbindungslinie  PQ  sind  P  und  Q  die  Asymptotenpunkte  des- 
jenigen Punktsystems,  welches  von  dem  Kegelschnittbüschel  aus- 
geschnitten wird  (S.  234).  Das  gefundene  Resultat  lässt  sich  in 
folgenden  Satz  zusammenfassen: 

Die  Polaren  eines  festen  Pimldes  P  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegel- 
schnitte eines  Büschels  von  vier  festen  GrundpimTcten  AB  CD  laufen 
dtirch  einen  und  denselben  festen  Punkt  Q,  so  dass  P  und  Q  ein  Paar 
conjugirter  Punkte  sind  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels 
und  auch  die  Polaren  von  Q  sämmtlich  durch  P  laufen.  Für  irgend 
zivei  Punkte  P  und  P^  in  der  Khene  bilden  die  Polaren  zwei  Strahl- 
hüschel  (Q)  und  {Q^),  welche  allemal  projectivisch  sind,  indem  je  zwei 
Polaren  in  Bezug  auf  denselben  Kegelschnitt  des  Büschels  entsprechende 
Strahlen  werden.  Das  Strahlbüschel  {Q)  ist  insbesondere  auch  pro- 
jectivisch mit  dem  von  den  Tangenten  der  Kegelschnitte  des  Büschels 
in  einem  der  vier  Grundpunkte  gebildeten  und  also  auch  (S.  235),  wenn 
wir  auf  die  Entstehung  des  Kegelschnittbüschels  aus  dem  Strahl- 
büschel zurückgehen,  mit  demjenigen  Strahlbüschel  (P)  (S.  226),  aus 
welchem  das  Kegelschnittbüschel  entspringt. 

Hieraus  folgt  weiter,  wenn  wir  zwei  Punkte  P  und  P^  festhalten 
und  die  Polaren  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  des  Büschels  con- 
struiren, deren  Schnittpunkt  der  Pol  der  Verbindungslinie  PP^  sein 
muss,  dass  der  Ort  des  Poles  einer  festen  Geraden  (PP^)  in  Bezug 
auf  alle  Kegelschnitte   des   Büschels   der  Ort   des  Schnittpunktes   ent- 
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sprechender  Strahlen  der  beiden  projeetivischen  Strahlbüschel  (Q)  und 
(Q^),  also  im  Allgemeinen  ein  Kegelschnitt  sein  wird.  Dieser  Kegel- 
schnitt ist  zugleich  der  Ort  derjenigen  Punkte,  welche  in  Bezug  auf 
das  Kegelschnittbüschel  den  sämmtlichen  Punkten  der  festen  Geraden 
(PF^)  conjugirt  sind;  denn  der'conjugirte  Punkt  zu  dem  Schnittpunkte 
zweier  entsprechender  Strahlen  der  Strahlbüschel  (Q)  und  (Q^)  muss 
auf  der  festen  Geraden  (PP^)  Hegen.  Hieraus  folgen  sofort  sechs 
Punkte  unseres  Kegelschnitts,  nämlich  diejenigen,  welche  den  Schnitt- 
punkten der  festen  Geraden  mit  den  sechs  Seiten  des  vollständigen 
Vierecks  harmonisch  zugeordnet  sind  in  Bezug  auf  jedes  Paar  Ecken. 
Andererseits  ist  ersichtlich,  dass  die  drei  Diagonalpunkte  xys  eben- 
falls Punkte  des  gefundenen  Kegelschnitts  sein  müssen,  weil  sie  die 
Pole  der  festen  Geraden  in  Bezug  auf  die  drei  Linienpaare  des  Kegel- 
schnittbüschels sind,  und  endlich  können  wir  noch  zwei  Punkte  dieses 
Kegelschnitts  angeben  (welche  aber  imaginär  werden  können),  näm- 
lich die  Asymptotenpunkte  desjenigen  Punktsystems,  welches  das 
Kegelschnittbüschel  auf  der  festen  Geraden  ausschneidet,  denn  diese 
Punkte  sind,  wie  wir  vorhin  gesehen  haben,  selbst  ein  Paar  con- 
jugirter  Punkte  in  Bezug  auf  das  Kegelschnittbüschel:  wir  haben  daher 
folgendes  Ergebniss:  Die  Pole  einer  festen  Geraden  ®  in  Bezug  auf 
sämmtliche  Kegelschnitte  eines  Büschels  von  vier  festen  Grundjmnlcten 
liegen  im  Allgemeinen  auf  einem  Kegelschnitt  ^'^'^,  welcher  dem  Biagonal- 
dreiecTv  xyz  des  von  den  vier  GrundpunJcten  gebildeten  vollständigen  Vier- 
ecks umschrieben  ist  und  ausserdem  diejenigen  sechs  Punkte  enthält,  ivelche 
den  Schnittpunkten  der  Geraden  @  mit  den  sechs  Seiten  des  vollständigen 
Vierecks  harmonisch  zugeordnet  sind  in  Bezug  auf  jedes  Eckenpaar;  durch 
diese  neun  Punkte  ist  der  Kegelschnitt  ^^^^  schon  mehr  als  bestimmt, 
woraus  also  ein  elementarer  Satz  folgt.  Ber  Kegelschnitt  ^^^^  ist  zu- 
gleich der  Ort  sämmtlicher  Punkte  Q,  welche  den  Punkten  P  der  Geraden 
®  in  Bezug  auf  das  Kegelschnitthüschel  conjugirt  sind. 

Die  Gerade  @  wird  von  den  Kegelschnitten  des  Büschels  in 
Paaren  conjugirter  Punkte  eines  Punktsystems  geschnitten  (S.  234); 
dieses  Punktsystem  auf  der  Geraden  ®  hat  zu  dem  Polarkegelschnitt 
^(^)  eine  eigenthümliche  Beziehung.  Trifft  nämlich  irgend  ein  Kegel- 
schnitt des  Büschels  die  Gerade  (35  in  dem  Punktpaare  P  und  p^  so 
wird  die  Tangente  des  Kegelschnitts  in  P  durch  den  conjugirten  Punkt 
Q  in  Bezug  auf  das  Kegelschnittbüschel  gehen  müssen  und  ebenso  die  Tan- 
gente mp  durch  den  conjugirten  Punkt  q,  und  ausserdem  schneiden  sich  die 
beiden  Tangenten  in  einem  Punkte  s,  dem  Pol  von  ®  in  Bezug  auf  den  an- 
genommenen Kegelschnitt  des  Büschels;  es  leuchtet  ein,  dass  der  Kegel- 
schnitt ^^^^  durch  die  drei  Punkte  Qq  und  s  gehen  muss,  weil  er  einmal  die 
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conjugirten  Punkte  aller  Punkte  von©  in  Bezug  auf  das  Kegelschnittbüschel 
und  andererseits  die  Pole  der  Geraden  &  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  enthält.  Da  nun  P  und  Q  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in 
Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  sind  und  ebenfalls  p  und 
q,  so  müssen  nach  einem  oben  (S.  153)  bewiesenen  Satze  auch  die  Schnitt- 
punkte (PjP,  Qq)  und  (Pq,  Qp)  ein  Paar  conjugirter  Punkte  für  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  sein;  der  erste  Punkt  {Pp,  Qq)  liegt  aber 
auf  der  Geraden  &,  folglich  muss  der  andere,  sein  conjugirter  in  Be- 
zug auf  das  Kegelschnittbüschel ,  auf  dem  Kegelschnitte  ifi^''^'  liegen;  mit- 
hin schneiden  sich  Pq  und  Qp  in  einem  Punkte  r  des  Kegelschnitts 
^(2)_  Wir  haben  jetzt  vier  Punkte  Qqsr  auf  dem  Kegelschnitt  Sl^^^;  die 
Schnittpunkte  zweier  Seitenpaare  dieses  Vierecks  sind  die  Punkte  P 
und^,  folglich  sind  P  und  j>  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  ^^^\  und  dasselbe  gilt  für  jedes  Schnittpunktpaar  eines  Kegel- 
schnitts des  Büschels  mit  der  Geraden  @;  wir  haben  also  folgenden  Satz: 
Die  Kegelschnitte  eines  Büschels  treffen  eine  Gerade  ©  in  PunJct- 
paaren,  welche  allemal  conjugirte  Punkte  sind  in  Bezug  auf  denjenigen 
Kegelschnitt  ^^^\  tvelcher  die  Pole  von  @  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte 
des  Büschels  enthält;  diese  SchnittpunJdpaare  bilden- also  auf  @  dasjenige 
Punktsystem,  welches  dem  Kegelschnitt  ^^^^  zugehört  {^.  140);  ist  es  hyper- 
holisch,  so  geht  nothwendig  Ä^-^  durch  die  beiden  Asy^nptotenpimkte  des- 
selben. (Hierdurch  ist  zugleich  ein  neuer  Beweis  für  die  charakteristi- 
sche Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels  gegeben.) 

Durch  das  Kegelschnittbüschel  wird  ein  eigenthümliches  paar- 
weises Entsprechen  von  Punkten  in  der  Ebene  vermittelt:  Jedem 
Punkt  P  in  der  Ebene  des  Kegelschnittbüschels  entspricht  ein  be- 
stimmter conjugirter  Punkt  Q,  welcher  wiederum  die  Eigenschaft  hat, 
dass  sein  conjugirter  Punkt  P  ist;  bewegt  sich  P  auf  einer  Geraden 
©,  so  durchläuft  der  conjugirte  Punkt  Q  einen  Kegelschnitt  ^^^\  welcher 
durch  das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz  des  Kegelschnittbüschels  hin- 
durchgeht; dreht  sich  @  um  einen  festen  Punkt  P,  so  beschreibt  der 
Kegelschnitt  Sl^^'  ein  Kegelschnittbüschel  von  vier  festen  Punkten  xyz' 
und  Q,  dem  conjugirten  zu  dem  festen  Punkte  P  der  Geraden  ©. 
Allen  Geraden  ®  in  der  Ebene  entsprechen  sämmtliche  Kegelschnitte 
eines  Büschel-Büschels  (von  doppelter  Unendlichkeit),  welche  durch 
die  drei  Punkte  xyz  gehen.  Es  kommt  im  Allgemeinen  in  der  Ebene 
nur  viermal  vor,  dass  zwei  conjugirte  Punkte  P  und  Q  zusammen- 
fallen, und  dies  geschieht  in  den  vier  Grundpunkten  des  Kegelschnitt- 
büschels. Nimmt  insbesondere  P  die  Lage  eines  der  drei  Diagonal- 
punkte z.  B.  X  ein,  so  wird  sein  conjugirter  Punkt  Q  unbestimmt, 
indem   er  jeder  Punkt   der  Verbindungslinie  der  beiden   übrigen  Dia- 
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gonalpuiikte  yz  sein  kann.  Jeder  Geraden  %  in  der  Ebene  entspricht 
im  Allgemeinen  ein  bestimmter  Kegelscbnitt  ^^^^ ;  dieser  zerfällt  in  ein 
Linienpaar,  sobald  (55  durch  einen  der  drei  Diagonalpunkte  z.  B.  durch 
X  geht,  und  von  diesem  Linienpaar  ist  allemal  der  eine  Theil  die 
Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  Diagonalpunkte  yz,  der  andere 
Theil  der  vierte  harmonische,  der  @  zugeordnete  Strahl  durch  x,  in- 
dem das  durch  x  gehende  Seitenpaar  das  andere  Paar  harmonisch-zu- 
geordneter  Strahlen  ist*). 

Die  im  Obigen  entwickelten  allgemeinen  Polar-Eigenschaften  des 
Kegelschnittbüschels  sind  nur  bewiesen  für  den  Fall  eines  Büschels 
mit  vier  reellen  Grundpunkten;  dass  sie  auch  bestehen  bleiben,  wenn 
zwei  oder  alle  vier  Grundpunkte  imaginär  werden,  können  wir  nach- 
weisen, indem  wir  zu  der  in  §.  42  angegebenen  Entstehungsart  des 
Kegelschnittbüschels  zurückgehen;  wir  sahen  dort,  dass,  wenn  zwei 
Punktsysteme  {h,  ß)  und  (c,  y)  auf  den  Trägern  S3  und  S  willkürlich 
gegeben  sind,  unendlich-viele  Kegelschnitte  sich  auf  reelle  Weise  con- 
struiren  lassen,  für  welche  die  gegebenen  beiden  Punktsysteme  die 
den  Geraden  33  und  ©  in  Bezug  auf  jeden  solchen  Kegelschnitt  zu- 
gehörigen sind,  und  dass  diese  sämmtlichen  Kegelschnitte  ein  Büschel 
bilden,  welches  durch  dieselben  vier  reellen  Punkte  geht,  wenn  die 
beiden  gegebenen  Punktsysteme  hyperbolisch  sind,  nämlich  durch  die 
Asymptotenpunkte  derselben,  dagegen  durch  zwei  reelle  und  zwei  ima- 
ginäre gemeinschaftliche  Punkte,  wenn  nur  eines  der  beiden  gegebe- 
nen Punktsysteme  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch  ist,  oder  endlich 
durch  vier  imaginäre  gemeinschaftliche  Punkte,  wenn  die  beiden  ge- 
gebenen Punktsysteme  elliptisch  sind;  dieselbe  in  §.  42  auseinander- 
gesetzte Construction  liefert  alle  drei  Arten  von  Kegelschnittbüscheln 
und  lässt  auch  ebenso  unmittelbar  die  vorhin  bewiesenen  Polareigen- 
schaften derselben  erkennen.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  F  in  der 
Ebene  giebt  es  nämlich  im  Allgemeinen  ein  und  nur  ein  einziges 
Strahlenpaar,  welches  gleichzeitig  sowohl  durch  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  (&,  ß)  des  ersten  Punktsystems,  als  auch  durch  ein  Paar  con- 
jugirter Punkte  (c,  y)  des  andern  Punktsystems  hindurchgeht;  denn 
denken  wir  uns  in  P  zwei  auf  einander  liegende  Strahlsysteme,  welche 
beziehlich  mit  den  beiden  gegebenen  Punktsystemen  perspectivisch 
liegen,  so  haben  diese  beiden  concentrischen  ^trahlsysteme  ein  gemein- 


*)  Eine  derartige  Verwandtschaft  zwischen  Punkten  der  Ebene  heisst  „Steiner' sehe 
Verwandtschaft";  sie  leistet  nützliche  Dienste  bei  der  Untersuchung  mancher  Curven 
höherer  Ordnung;  vgl.  Durege,  Curven  dritter  Ordnung,  Leipzig  1871,  und:  Ueber 
die  Doppeltangenten  der  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  von  H. 
Durege,  Sitzb.  d.  Wien.  Acad.  d.  W.  II.  Abth.  Oct.  1875. 
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sames  Paar  conjngirter  Strahlen  (S.  158),  und  zwar  ist  dies  Paar  immer 
reell  vorhanden,  sobald  beide  oder  nur  eines  der  beiden  Strahlsysteme 
elliptisch  sind;  nur  in  dem  Falle,  dass  beide. hyperbolisch  siud,  braucht 
das  gemeinschaftliche  Paar  nicht  reell  zu  sein;  dies  ist  aber  gerade 
der  Fall  von  vier  reellen  Grunclpunkten  des  Büschels,  wenn  {h,  ß) 
und  (c,  y)  beide  hyperbolisch  sind,  und  in  dem  Obigen  erledigt, 
während  die  beiden  übrigen  Fälle,  wenn  eines  hyperbolisch  und  das 
andere  elliptisch  oder  beide  elliptisch  sind,  die  Kegelschnittbüschel  mit 
zwei  reellen  und  zwei  imaginären  oder  mit  vier  imaginären  Grund- 
punkten  liefern.  Hier  giebt  es  also  immer  durch  P  ein  Strahlenpaar, 
welches  durch  zwei  conjugirte  Punkte  h,  ß  und  zugleich  durch  zwei 
conjugirte  Punkte  c,  y  geht;  mögen  die  beiden  Strahlen  bc  und 
ßy  sich  in  P  schneiden,  so  haben  wir  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
1)^  ß  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  und  ein  zweites 
Paar  c,  y  ebenfalls  conjugirter  Punkte  für  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels;  folglich  sind  die  Schnittpunkte  {hc,  ßy)  =  P  und  (hy,  cß) 
=  Q  auch  ein  Paar  conjugirter  Punkte  für  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  (S.  153),  oder  die  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  sämmtliche 
Kegelschnitte  des  Büschels  laufen  durch  denselben  festen  Punkt  Q 
w.  z.  b.  w. 

Das  Weitere  ergiebt  sich  jetzt  leicht  in  folgender  Weise:  Lassen 
wir  einen  Punkt  P  auf  einer  Geraden  @  sich  bewegen,  so  wird  der 
conjugirte  Punkt  Q  in  Bezug  auf  das  Büschel  schon  dadurch  bestimmt, 
dass  wir  von  P  die  Polaren  in  Bezug  auf  zwei  bestimmte  Kegelschnitte 
des  Büschels  5t  ^^^  und  33  ^^^  ermitteln  und  ihren  Schnittpunkt  Q  auf- 
suchen. Die  Polaren  von  sämmtlichen  Punkten  P  der  Geraden  &  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  %^^'>  laufen  aber  durch  einen  Punkt  und 
bilden  ein  Strahlbüschel,  welches  projectivisch  ist  mit  der  von  P  be- 
schriebenen Punktreihe  (S.  145);  dasselbe  gilt  von  den  Polaren  des 
veränderlichen  Punktes  P  in  Bezug  auf  33^^',  folglich  sind  auch  die 
beiden  von  den  Polaren  beschriebenen  Strahlbüschel  unter  sich  pro- 
jectivisch, mithin  der  Ort  des  Punktes  Q  im  Allgemeinen  ein  Kegel- 
schnitt; bewegt  sich  also  der  Punkt  P  auf  einer  Geraden  @,  so  durch- 
läuft sein  conjugirter  Punkt  Q  in  Bezug  auf  das  Kegelschnittbüschel 
einen  bestimmten  Kegelschnitt  ^^^',  welcher  zugleich  die  Pole  der  Ge- 
raden @  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  %^^^  und  33 ^^^  als  Mittel- 
punkte der  ihn  erzeugenden  Strahlbüschel  enthält;  da  aber  die  beiden 
Kegelschnitte  %^^^  und  S3<^^  ganz  willkürlich  aus  dem  Kegelschnitt- 
büschel herausgenommen  sind,  und  für  jede  zwei  anderen  derselbe 
Kegelschnitt  ^^^^  als  Ort  der  conjugirten  Punkte  Q  resultiren  muss,  so 
enthält  der  Kegelschnitt  ^^^^  gleichzeitig  die  Pole  der  Geraden  &  in, 


304  Dritter  Abschnitt. 

Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels.  Hieraus  folgt  um- 
gekehrt, dass,  wenn  wir  zu  zwei  beliebigen  Punkten  in  der  Ebene  P 
und  F^  die  Polaren  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  con- 
struiren,  dieselben  zwei  Stralilbüschel  (Q)  und  {Q^)  bilden,  welche 
allemal  projectivisch  sind,  indem  entsprechende  Strahlen  die  Polaren 
von  P  und  P^  in  Bezug  auf  denselben  Kegelschnitt  des  Büschels  sind, 
denn  jene  beiden  Strahlbüschel  erzeugen  einen  Kegelschnitt  Ä^^\  Ver- 
ändern wir  P^  beliebig  in  der  Ebene,  so  bleibt  das  Strahlbüschel  (Q^) 
seiner  Polaren  beständig  projectivisch  mit  dem  Strahlbüschel  {Q)  oder 
irgend  einem  andern  Polaren-Strahlbüschel.  Der  Beweis  der  übrigen 
Polareigenschaften  bleibt  unverändert  bestehen,  ob  die  Grundpunkte 
des  Büschels  reell  oder  imaginär  sind. 

§.  48.    Ueber  den  Mittelpunktskegelschnitt  eines  Büschels. 

Wir  wollen  jetzt  einige  besondere  Fälle  der  gewonnenen  allge- 
meinen Resultate  hervorheben;  wird  nämlich  zuvörderst  die  Gerade 
@  in  die  Unendlichkeit  verlegt  (05^),  so  enthält  der  ihr  entsprechende 
Kegelschnitt ß^^)  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte  des  Büschels; 
wir  nennen  ihn  daher  den  Mittelpunktskegelschnitt  9JJ^^^;  das  der  Ge- 
raden @^  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  9)1^^^  zugehörige  Punkt- 
system ist  dasjenige,  welches  von  den  Richtungen  des  Systems  der 
conjugirten  Durchmesser  des  Mittelpunktskegelschnitts  Tl^^^  fixirt  wird, 
und  dieses  muss  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  identisch  sein  mit 
demjenigen  Punktsystem,  welches  die  Kegelschnitte  des  Büschels  auf 
©^  ausschneiden;  also  die  Asymptoten  jeder  Hyperbel  in  dem  Büschel 
sind  einem  Faare  conjugirter  Durchmesser  des  Mittelpunktskegelschnitts 
ÜJiC-^)  parallel.  Hieraus  folgt  weiter,  wenn  wir  annehmen,  'M'-^^  sei 
Hyperbel,  (mithin  seine  Asymptoten  s  und  t  mit  jedem  Paare  con- 
jugirter Durchmesser  x,  |  harmonisch  gelegen),  da  xh,  den  Asymptoten 
eines  bestimmten  Kegelschnitts  des  Büschels  parallel  sind,  dass  auch 
st  einem  bestimmten  Paare  conjugirter  Durchmesser  dieses  Kegel- 
schnitts parallel  laufen;  also: 

Die  Asymptoten  des  MittelpunUskegelschnitts  9JJ^^'  hahen  die  Rich- 
tungen eines  Paares  conjugirter  Durchmesser  für  jeden  Kegelschnitt  des 
Büschels.  Wir  haben  nun  früher  das  von  einem  Kegelsclmittbüschel 
auf  @^  ausgeschnittene  Punktsystem  in  allen  drei  Fällen  (S.  266)  des 
Kegelschnittbüschels  ermittelt  und  die  Kriterien  gefunden,  unter 
welchen  dasselbe  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist;  da  das  Strahlsystem 
der  conjugirten  Durchmesser  für  den  Mittelpunktskegelschnitt  3Ji^^^  mit 
jenem   Punktsystem    auf    ©^    perspectivisch    liegt,    nach    dem    oben 
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bewiesenen  allgemeinen  Satze,  so  können  wir  mit  Berücksichtigung 
der  angeführten  Kriterien  folgende  Beziehungen  für  den  Kegelschnitt 
äJl^^)  angeben: 

Die  Mittelimnlite  sämmüicher  Kegelschnitte  eines  Büschels  liegen  auf 
einem  Kegelschnitt  9Ji^^^*  dieser  ist: 

1)  wenn  das  Büschel  vier  reelle  Grundpunkte  hat,  eine  Ellipse, 
sobald  diese  vier  Punkte  so  liegen,  dass  einer  sich  innerhalb  des  von 
den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  befindet;  dagegen  eine  liyperhel, 
sobald  sie  derart  liegen,  dass  jeder  ausserhalb  des  von  den  drei 
andern  gebildeten  Dreiecks  liegt;  endlich  eine  Farahel,  sobald  einer 
der  vier  Punkte  im  Unendlichen  liegt.  Im  ersten  Falle  besteht  das 
Büschel  aus  lauter  Hyperbeln;  im  zweiten  Falle  aus  einer  Gruppe 
Ellipsen  und  einer  Gruppe  Hyperbeln,  welche  durch  zwei  Parabeln 
von  einander  getrennt  werden;  die  Asymptoten  der  Mittelpunkts- 
hy^erbel  3Ji^^^  haben  die  Richtungen  der  Axen  dieser  beiden  Parabeln, 
oder  die  beiden  unendlich-entfernten  Punkte  von  9Ji'^^  sind  die  Mittel- 
punkte der  beiden  Parabeln;  da  sie  die  beiden  Zweige  der  Hyperbel 
trennen,  so  enthält  der  eine  Zweig  der  Hyperbel  SJi^^^  die  Mittel- 
punkte aller  Ellipsen  und  der  andere  die  Mittelpunkte  aller  Hyperbeln 
des  Büschels,  Im  dritten  Falle  besteht  das  Büschel  auch  aus  lauter 
Hyperbeln  und  einer  einzigen  Parabel.  Der  Kegelschnitt  9Jt^-^  g'^'ht 
durch  die  Mitten  der  sechs  Seiten  des  vollständigen  Vierecks,  welches 
von  den  Grundpunkten  des  Büschels  gebildet  wird,  und  durch  die  drei 
Diagonalpunkte  desselben,  das  gemeinschaftliche  Polardreieck  für  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels.  Jedes  Paar  conjugirter  Durchmesser  des 
Kegelschnitts  äJl^^^  ist  parallel  einem  Asymptotenpaar  eines  Kegel- 
schnittes des  Büschels,  und  die  Axen  des  Kegelschnitts  9JJ'^)  sind 
parallel  den  Asymptoten  der  einzigen  gleichseitigen  Hyperbel,  welche 
in  dem  Kegelschnittbüschel  vorkommt. 

Ausser  den  neun  Punkten,  durch  welche  der  Mittelpunktskegel- 
schnitt ÜJi^^^  schon  mehr  als  bestimmt  ist,  können  wir  noch  andere 
Elemente  zu  seiner  Construction  angeben;  es  lässt  sich  nämlich  leicht 
der  Mittelpunkt  von  9JJ^^^  bestimmeu.  Gehen  wir  von  der  allgemein- 
sten Erzeugung  des  Kegelschnittbüschels  aus  (§.  42),  und  seien  ent- 
sprechend der  früheren  Bezeichnung  ^  und  '6  die  Träger  zweier 
Punktsysteme,  die  für  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  die  zu- 
gehörigen sind;  sei  der  unendlich-entfernte  Punkt  auf  33:  h^  und  auf 
(i:  c^,  und  die  ihnen  conjugirten,  d.  h.  die  Mittelpunkte  beider  Punkt- 
systeme auf  33  und  ß,  mögen  m./,  und  mc  heissen,  dann  sind  nii,  und 
h^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  für  das  ganze  Büschel,  ebenso  nie  und 
c^,    folglich  (Seite    153)   auch   die   Schnittpunkte    (nttWi^,  &oo^ao)    ^^^ 

Steiner,  Vorlesungen  II.     2.  Aufl.  20 
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(^^hc^,  '^^ch^),  also:  wenn  Avir  durcli  w^  und  m^  Parallelen  zu  ß  und 
33  ziehen,  die  sich  in  s  treffen  mögen,  so  ist  s  der  conjugirte  Punkt 
zu  dem  unendlich-entfernten  auf  der  Verbindungslinie  m^mp^  folglich 
muss  s  auf  dem  Mittelpunktskegelschnitt  äJi^'-^^  liegen,  denn  s  ist  der 
conjugirte  zu  einem  unendlich-entfernten  Punkte  in  Bezug  auf  das 
Büschel.  Mithin  bilden  der  Schnittpunkt  o  der  Trüger  iö,  (S,  die 
Punkte  mij  und  nie  und  der  Punkt  s  ein  dem  Kegelschnitt  9}i^^'  einbe- 
schriebenes Parallelogramm,  dessen  Mittelpunkt  zugleich  der  Mittel- 
punkt von  SJi^-'  sein  muss;  hieraus  folgt,  dass  die  Mitte  fi  zwischen 
den  beiden  Punkten  m^  und  m^  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  93^-' 
ist;  dieser  lässt  sich  immer  reell  construiren,  ob  die  Grundpuukte  des 
Büschels  reell  vorhanden  sind  oder  nicht.  Hat  das  Kegelschnittbüschel 
vier  reelle  Grundpunkte,  so  folgt  hieraus  zugleich  der  bekannte  elemen- 
tare Satz:  Wenn  man  in  einem  voUständigen  Viereck  die  Glitten  jedes 
de)'  drei  Paare  Gegenseiten  mit  einander  verbindet,  so  schneiden  sich  diese 
drei  Linien  in  einem  Funkte  und  halhiren  sich  in  demselben;  dies  ist  der 
Mittelpunkt  desjenigen  Kegelschnitts,  ivelcher  die  Mittelpunkte  sämmtlicher 
dem  votlständigen  Viereck  umschriebenen  Kegelschnitte  enthält  und  soivohl 
durch  die  Mitten  der  sechs  Seiten,  als  auch  durch  die  drei  Diagonalpunkte 
des  vollständigst  Vierecks  hindurchgeht. 

2)  Wenn  das  Büschel  zwei  reelle  Grundpunkte  hat  und  zwei  ima- 
ginäre, welche  auf  der  zweiten  (ideellen)  gemeinschaftlichen  Secante 
liegen,  so  ist  der  Kegelschnitt  9)J'^^  Ellipse,  sobald  die  ideelle  gemein- 
schaftliche Secante  zwischen  den  beiden  reellen  Grundpunkten  hin- 
durchgeht, dagegen  Hyperbel,  sobald  dieselbe  die  beiden  reellen  Grund- 
punkte nicht  trennt,  endlich  Parabel,  wenn  einer  der  beiden  reellen 
Grundpunkte  im  Unendlichen  liegt;  im  ersten  Falle  besteht  wiederum 
das  Büschel  aus  lauter  Hyperbeln,  im  zweiten  Falle  aus  einer  Grujipe 
Ellipsen,  einer  Gruppe  Hyperbeln  und  zwei  Parabeln,  im  dritten  Falle 
aus  lauter  Hyperbeln  und .  einer  einzigen  Parabel.  Denken  wir  uns 
dies  Kegelschnittbüschel  nach  §.  42  durch  die  beiden  Punktsysteme 
auf  dem  einzig  reellen  Linienpaar  (93,  (E),  welche  allen  Kegelschnitten 
gleichzeitig  zugehören,  erzeugt,  so  geht  der  Kegelschnitt  SJi^^'  durch 
den  Schnittpunkt  dieses  Linienpaares  (den  einzig  reellen  Punkt  des 
gemeinschaftlichen  Tripels)  und  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden 
Punktsysteme  auf  93  und  ß^;  durch  diese  drei  Punkte  ist  er  aber  noch 
nicht  völlig  bestimmt;  nehmen  wir  die  Gerade  %,  die  einzig  reelle 
Seite  des  gemeinschaftlichen  Tripels,  und  das  Punktsystem  {a,  a) 
auf  ihr,  welches  von  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ausgeschnitten 
wird  und  in  diesem  Falle  nothwendig  elliptisch  ist,  so  ist  der  Kegel- 
schnitt  3Jl^^^   vollständig  bestimmt  durch   die   drei    genannten   Punkte 
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und   dadurch,   dass   das   bekannte  Punktsystem  (a,  a)   das   ihm  zuge- 
hörige sein  solL     (Siehe  Seite  150). 

*  3)  Wenn  das  Kegelschnittbüschel  vier  imaginäre  Grundpunkte 
hat,  so  ist  der  Mittelpunktskegelschnitt  9JJ'^^  allemal  Hyperhel  und 
völlig  bestimmt  durch  den  Schnittpunkt  des  einzig  reellen  Linien- 
paares (J&,  S),  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  (elliptischen)  Punkt- 
systeme auf  diesen  Trägern,  welche  gleichzeitig  allen  Kegelschnitten 
des  Büschels  zugehören,  und  durch  die  beiden  übrigen  reellen  Tripel- 
punkte  des  gemeinschaftlichen  Tripels,  nämlich  die  Asymptoteupunkte 
des  auf  der  Polare  {%)  des  Schnittpunktes  (33,  ß)  befindlichen  hyper- 
bolischen Punktsystems,  welches  auf  dieser  Geraden  von  den  Kegel- 
schnitten des  Büschels  ausgeschnitten  wird.  Das  Kegelschnittbüschel 
besteht  also  in  diesem  Falle  immer  aus  einer  Gruppe  Ellipsen,  einer 
Gruppe  Hyperbeln  und  zwei  Parabeln;  die  Mittelpunkte  der  letzteren 
sind  die  unendlich-entfernten  Puhkte  der  Hyperbel  9JJ^^>  und  trennen 
die  beiden  Zweige  derselben,  deren  einer  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen- 
gruppe, der  andere  die  der  Hyperbelgruppe  enthält;  das  Büschel  ent- 
hält nur  ein  reelles  Linienpaar  und  zwei  imaginäre  Linienpaare  (Null- 
kegelschnitte), deren  jedes  sich  auf  einen  Punkt  zusammenzieht;  dies 
sind  die  beiden  Asymptotenpunkte  des  hyperbolischen  Punktsystems 
auf  %  oder  zwei  Tripelpunkte  des  ganz  reellen  gemeinschaftlichen 
Tripels. 

Der  Mittelpunktskegelschnitt  SK^^^  kann  in  den  Fällen  1)  und  2) 
insbesondere  ein  Kreis  werden;  alsdann  besteht  das  Kegelschnittbüschel 
aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln  (S.  233);  in  dem  Falle  1),  wo  die 
vier  Grundpunkte  des  Büschels  reell  sind,  also  drei  Linienpaare  in  dem 
Büschel  existiren,  deren  jedes  ein  Paar  rechtwinkliger  Geraden  sein 
muss,  folgt  die  schon  oben  gefundene  Bedingung:  die  vier  Grundpunkte 
müssen  so  liegen,  dass  einer  (jeder)  der  Höhenpunkt  des  von  den  drei 
andern  gebildeten  Dreiecks  ist.  Diese  Bedingung  lässt  sich  aber  etwas 
anders  fassen,  so  dass  sie  auch  in  dem  Falle  2)  von  nur  zwei  reellen 
Grundpunkten  bestehen  bleibt;  seien  nämlich  ABCB  die  vier  Grund- 
punkte und  X  der  Schnittpunkt  {AB,  CB)  zwischen  A  und  B  ge- 
legen, was  nothwendig  wenigstens  einmal  unter  den  drei  Linienpaaren 
vorkommen  muss,  sobald  9Ji^^^  Ellipse  ist,  dann  kommt  die  vorige  Be- 
dingung darauf  hinaus,  dass  CB  auf  AB  senkrecht  stehe  und 

xA  .xB  -\-xC.xB  =  0     sei     (S.  232). 

Anstatt  der  Punkte  C  und  B,  welche  die  Asymptotenpunkte  des 
allen  Kegelschnitten  des  Büschels  gemeinschaftlich  zugehörigen  Punkt- 
systems auf  CB  sind,  können  wir  zwei  andere  Punkte  einführen,  die 
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Mitte  zwischen  CD,  cL  h.  den  Mittelpunkt  dieses  gemeinschaftlielien 
Punktsystems,  und  den  dem  Punkte  x  conjugirten  Punkt  |  desselben, 
d.  h,  den  vierten  harmonischen  zu  x,  C,  D,  der  dem  x  zugeordnet  ist; 
denn  nach  Seite  13.  Y.  haben  wir: 

xC .  xD  =  xm  .  .x| ,    also  auch 
xÄ  .  xB -{- xm  .  x^  =  0 , 

d.  h.  die  vier  Punkte  ÄBm^  müssen  so  liegen,  dass  jeder  der  Höhen- 
punkt des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist.  Soll  nun  in 
dem  Falle  2)  das  Kegelschnittbüschel  mit  zwei  reellen  und  zwei  imagi- 
nären Gruudpunkten  ein  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  werden  (oder 
Tl^^^  ein  Kreis),  und  denken  wir  uns  dasselbe  durch  die  beiden  den 
Kegelschnitten  zugehörigen  Punktsysteme  auf  dem  einzig  reellen  Linien- 
paar erzeugt  (§.  42),  so  ist  zunächst  erforderlich,  dass  die  ideelle  gemein- 
schaftliche Secante  zwischen  den  beiden  reellen  Grundpunkten  AB 
hindurchgehe  und  dieselbe  in  x  rechtwinklig  schneide;  ist  |  der  con- 
jugirte  Punkt  zu  x  in  dem  auf  dieser  ideellen  Secante  gegebeneu 
(elliptischen)  Punktsystem,  welches  allen  Kegelschnitten  des  Büschels 
gleichzeitig  zugehört,  und  m  der  Mittelpunkt  desselben,  so  muss: 
xÄ  .  xB  -j-  xni  .  xi  ■=  0 

sein,  oder  die  vier  Punkte  ABnt%  müssen  so  liegen,  dass  jeder  der 
Höhenpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist;  natürlich 
wird,  während  im  Falle  1)  m  ausserhalb  xi,  lag,  im  Falle  2)  m  zwischen 
a:|  liegen.  Dass  in  der  That  zwei  so  gelegte  Punktsysteme  ein  Büschel 
gleichseitiger  Hyperbeln  erzeugen,  lässt  sich  auch  a  posteriori  leicht 
nachweisen,  indem  wir  zeigen,  dass  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch 
die  Mittelpunkte  der  beiden  Punktsysteme,  den  Schnittpunkt  x  ihrer 
Träger  geht  und  das  (elliptische)  Punktsystem  auf  der  gemeinschaft- 
lichen Polare  von  x  zu  dem  ihm  zugehörigen  hat,  ein  Kreis  sein  muss. 
Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  erörtern  übrig,  wenn  der  Mittelpunkts- 
kegelschnitt 9J?(^)  in  ein  Linienpaar  zerfällt.  Sind  die  vier  Grund- 
punkte des  Büschels  reell,  so  sind  auch  die  sechs  Mitten  der  Seiten 
dieses  vollständigen  Vierecks  reell;  der  Kegelschnitt  äJZ^^^  enthält  aber 
dieselben,  und  damit  er  in  ein  Linienpaar  zerfalle,  müssen  wenigstens 
drei  jener  Mitten  auf  einer  Geraden  liegen;  dies  ist  nur  auf  zwei  Arten 
möglich:  entweder  haben  drei  in  einer  Ecke  zusammenstossende  Seiten 
ihre  Mitten  in  einer  Geraden,  dann  müssen  die  drei  übrigen  Ecken 
des  Vierecks  selbst  auf  einer  Geraden  liegen,  also  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  zerfallen  in  Linienpaare,  und  das  Kegelschnittbüschel  löst  sich 
in  eine  feste  Gerade  und  ein  gewöhnliches  Strahlbüschel  auf;  dieser  Fall 
kann  uns  weiter  nicht  interessiren,  weil  wir  es  dann  nicht  mit  einem 
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Kegelschnittbüschel  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  zu  thun  haben; 
oder  zweitens:  drei  nicht  zusammenstossende  Seiten  des  vollständigen 
Vierecks  haben  ihre  Mitten  auf  einer  Geraden;  bilden  diese  ein  Dreieck, 
so  haben  wir  wieder  den  vorigen  Fall;  sind  es  aber  z,  B.  folgende 
AB,  Bü,  CD,  so  folgt  daraus,  dass  das  Seiteupaar  AC,  BD  parallel 
sein  muss,  also  einer  der  drei  gemeinsdiaftlichen  Tripelptmkte  im  Unend- 
lichen liegt.  Der  Kegelschnitt  '^'•'^^  zerfällt  dann  in  der  That  in  ein 
Linienpaar,  dessen  einer  Theil  die  Verbindungslinie  der  beiden  übrigen 
im  Endlichen  bleibenden  Tripelpunkte  und  dessen  anderer  Theil  die- 
jenige Gerade  ist,  welche  zwischen  den  beiden  parallelen  Seiten  des 
Vierecks  in  gleichem  Abstände  von  beiden  selbst  mit  ihnen  parallel 
läuft.  Diese  gerade  Linie  enthält  aber  eigenthümlicher  Weise  keinen 
einzigen  Mittelpunkt  eines  eigentlichen  Kegelschnitts  dieses  Büschels; 
vielmehr  muss  jeder  Punkt  von  ihr  als  der  Mittelpunkt  desjenigen 
Kegelschnitts  angesehen  werden,  der  aus  dem  parallelen  Seitenpaar 
besteht,  für  welches  eben  der  Mittelpunkt  unbestimmt  wird.  Alle 
übrigen  (eigentlichen)  Kegelschnitte  des  Büschels  haben  ihre  Mittel- 
punkte allein  auf  derjenigen  Geraden,  welche  die  beiden  im  Endlichen 
liegenden  Eckpunkte  des  gemeinschaftlichen  Tripels  verbindet,  und 
jeder  Punkt  dieser  Geraden  ist  der  Mittelpunkt  eines  bestimmten  Kegel- 
schnitts dieses  Büschels.  Wird  noch  ein  zweites  Seitenpaar  parallel, 
also  das  Viereck  ein  Parallelogramm,  so  tritt  aufs  Neue  der  eigen- 
thümliche  Umstand  ein,  dass  für  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels,  die 
beiden  parallelen  Seitenpaare,  der  Mittelpunkt  unbestimmt  wird,  indem 
er  jeder  Punkt  der  durch  den  Mittelpunkt  des  Parallelogramms  zu 
einem  Seitenpaare  parallel  gezogenen  Geradei^  sein  kann,  während  alle 
übrigen  (eigentlichen)  Kegelschnitte  des  Büschels  den  einzigen  Mittel- 
punkt des  Parallelogramms  zu  ihrem  Mittelpunkt  haben.  Der  Kegel- 
schnitt 9JJ'^^  löst  sich  in  dasjenige  Linienpaar  auf,  welches  von  den 
durch  den  Mittelpunkt  des  Parallelogramms  zu  den  Seiten  gezogenen 
Parallelen  gebildet  wird,  aber  dieses  Linienpaar  ist  illusorisch  als  Ort 
für  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  des  Büschels,  weil  diese  sich 
alle  auf  einen  Punkt  concentriren. 

Auch  für  ein  Büschel  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären 
Grundpunkten  oder  mit  vier  imaginären  Gruudpunkten  kann  der 
Mittelpuuktskegelschnitt  3JJ(^^  nur  zerfallen,  wenn  das  einzig  reelle 
Linienpaar,  welches  in  dem  Büschel  vorkommt,  zu  .einem  Paar 
Parallellinien  wird,  also  ihr  Schnittpunkt,  d.  h.  ein  Punkt  des 
gemeinschaftlichen  Tripels,  in  die  Unendlichkeit  geht;  der  Mittel- 
punktskegelschnitt 93Z'^'  -  zerfällt  dann  in  ein  Linienpaar,  dessen  einer 
Theil  die  Verbindungslinie- der  beiden  übrigen  Tripelpunkte  ist,  wäh- 
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rend  der  andere  Theil  wieder  illusorisch  -^ird,  weil  der  Mittelpunkt 
eines  Kegelschnitts,  welcher  aus  einem  Paar  Parallellinien  besteht, 
unbestimmt  ist.  Noch  mehr  specialisirt  sich  das  Kegelschnittbüschel, 
wenn  ein  Theil  des  Linienpaares,  welches  in  demselben  vorkommt,  in 
die  Unendlichkeit  geht  (zu  &^  wird);  alsdann  müssen,  weil  das  auf  dieser 
Geraden  befindliche  Punktsystem  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  gleich- 
zeitig zugehört,  sämmtliche  Kegelschnitte  in  dem  Büschel  ähnlich  und 
ähnlich-liegend  sein,  denn  die  Systeme  der  conjugirten  Durchmesser, 
welche  mii  dem  auf  @^  befindlichen,  den  Kegelschnitten  zugehörigen 
Punktsystem  perspectivisch  liegen,  werden  alle  gleich;  ist  das  Punktsystem 
auf  @^  hyperbolisch,  so  sind  sie  ähnliche  Hyperbeln,  ist  es  elliptisch,  so 
sind  sie.  ähnliche  Ellipsen.  Hierher  gehören  die  beiden  Kreisbiischel  mit 
reeller  oder  ideeller  gemeinschaftlicher  Secante,  deren  zweite  (ideelle) 
gemeinschaftliche  Secante  ©^  ist;  das  auf  ihr  befindliche  Punktsystem 
ist  ein  solches,  dass  je  zwei  conjugirte  Punkte  in  rechtwinkligen 
Richtungen  liegen,  oder  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  auf 
©^  die  imaginären  Asymptotenpunkte  dieses  (elliptischen)  Punkt- 
systems sind.  Der  Mittelpunktskegelschnitt  9Ji'^'  zerfällt  natürlich  eben- 
falls in  eine  gerade  Linie,  die  Verbindungslinie  der  übrigen  beiden 
(reellen  oder  imaginären)  Punkte  des  gemeinschaftlichen  Tripels,  welche 
sämmtliche  Mittelpunkte  der  (eigentlichen)  Kegelschnitte  des  Büschels 
enthält,  und  in  einen  illusorischen  Theil,  welcher  mit  ©^  zusammenfällt. 
Schliesslich  möge  noch  der  besondere  Fall  in  Betracht  gezogen 
werden,  wenn  der  Mittelpunktskegelschuitt  9Jl^^^  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel wird;  das  Punktsystem  auf  @^ ,  welches  von  dem  Kegelschnitt- 
büschel ausgeschnitten  wird,  muss  in  diesem  Fall  hyperbolisch  sein 
und  seine  beiden  Asymptotenpunkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
Richtungen  haben;  aus  der  in  §.  43  angestellten  Betrachtung  folgt, 
dass  die  Gerade  £  durch  den  Mittelpunkt  des  Hülfskreises  ^^^^  gehen 
muss;  und  da  jeder  Punkt  in  der  Geraden  2  ein  Strahlsystem  in  dem 
Peripheriepunkte  B  des  Kreises  ^^^^  hervorruft,  Avelches  dem  System 
der  conjugirten  Durchmesser  eines  Kegelschnitts  des  Büschels  parallel 
läuft,  so  muss  unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ein  Kreis  vor- 
kommen, weil  unter  jenen  Strahlsystemen  ein  circulares  vorkommt; 
wir  schliessen  daher:  Der  Mittelpuuktskegelschnitt  9J?^^^  wird  gleich- 
seitige Hyperbel,  sobald  in  dem  Büschel  ein  Kreis  vorkommt  oder 
diejenige  Ellipse  des  Büschels,  welche  unter  allen  dem  Kreise  am 
nächsten  kommt,  selbst  ein  Kreis  wird.  .  Da  wir  aus  dem  Obigen 
wissen,  dass  die  Asymptoten  des  Mittelpunktskegelschnitts  SJl^^^  allemal 
die  Richtungen  zweier  conjugirten  Durchmesser  für  jedeu  Kegelschnitt 
des  Büschels  haben,  so  folgt,  weil,  diese  für  die  gleichseitige  Hyperbel 
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zu  einander  rechtwinklig  sind,  dass  sie  den  Richtungen  der  Axen 
sämmtlicher  Kegelschnitte  des  Büschels  parallel  laufen.  Wir  haben 
daher  folgenden  Satz: 

Wenn  unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ein  Kreis  enthalten  ist, 
so  sind  die  Axen  sämmtlicher  Kegelschnitte  des  Büschels  zwei  bestimmten 
m  einander  rechtwinMigen  Bichtungen  parallel,  welche  zugleich  mit  den 
Bichtungen  der  Axen  der  beiden  in  dem  Büschel  enthaltenen  Parabeln 
zusammenfallen  oder  auch  mit  den  Bichtungen  der  Asymptoten  derjenigen 
gleichseitigen  Hijperbel  Wl^'^\  ivelche  die  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte 
des  Büschels  enthält.  Nehmen  wir  insbesondere  die  vier  Grundpunkte  des 
Büschels  reell  an  und  berücksichtigen  die  drei  Linienpaare  des  Büschels, 
deren  Axen  die  Halbirungslinien  ihres  Winkels  und  Nebenwinkels  sind, 
so  resultirt  der  bekannte  elementare  Satz:  Halbirt  man  in  einem  Kreis- 
viereck die  Winkel  und  Nebenwinkel  jedes  der  drei  Seitenpaare,  die  sich 
in  den  Diagonalpunkten  schneiden,  so  sind  von  diesen  sechs  Halbirungs- 
linien drei  und  drei  mrallel,  und  die  drei  ersten  stehen  auf  den  drei 
letzten  senkrecht'*).  Diese  beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen 
sind  zugleich  die  der  Axen  sämmtlicher  Kegelschnitte,  welche  durch 
die  vier  Ecken  des  Kreisvierecks  gehen. 

Hiervon  lässt  sich  beiläufig  eine  nützliche  Anwendung  machen:  Ist 
ein  Kegelschnitt  in  der  Ebene  gezeichnet,  so  findet  man  hiernach  leicht  die 
Richtungen  seiner  Axen,  indem  man  einen  beliebigen  Kreis  hindurch- 
legt und  die  vier  Schnittpunkte  paarweise  durch  Linienpaare  verbindet; 
die  Halbirungslinien  von  Winkel  und  Nebenwinkel  eines  solchen 
Linienpaares  sind  den  Axen  des  gegebenen  Kegelschnitts  parallel. 
Halten  wir  den  Kegelschnitt  fest  und  zwei  von  den  Schnittpunkten 
mit  dem  Kreise,  verändern  aber  den  Kreis  selbst,  so  dass  er  ein  Kreis- 
büschel mit  zwei  reellen  Grundpunkten  durchläuft,  dann  wird,  weil  von 
einem  Linienpaar  der  eine  Theil  und  die  Halbirungslinie  unveränderte 
Richtung  behalten,  auch  der  andere  Theil  beständig  sich  parallel 
bleiben;  also:  Legt  man  durch  zwei  feste  Punkte  eines  Kegelschnitts 
beliebig  viele  Kreise,  so  hat  jeder  derselben  mit  dem  Kegelschnitt 
noch  eine  zweite  (reelle  oder  ideelle)  gemeinschaftliche  Secante,  deren 
Richtung  constant  bleibt.  Dies  ist  ein  specieller  Fall  eines  auf  S.  239 
allgemein  bewiesenen  Satzes.  Lassen  wir  die  beiden  Punkte  des 
Kegelschnitts,  durch  welche  das  Kreisbüschel  gelegt  wurde,  zusammen- 
fallen, so  dass  die  gemeinschaftliche  Secante  eine  Tangente  in  einem 
Punkte  P  des  Kegelschnitts  wird  und  die  Kreise  in  demselben  Punkte 
diese   Gerade  berühren,   also  ihre  Mittelpunkte  auf  der  Normale  des 

*;  Geometrische  Aufgaben  und  Lehrsätze  von  J.  Steiner,  ereile's  Journal,  Bd.  II, 

S.  97. 
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Kegelschnitts  in  dem  angenommenen  Punkte  haben,  so  folgt:  Zieht 
man  in  einem  Punkte  P  eines  Kegelschnitts  Tangente  und  Normale  und 
beschreibt  eine  Reihe  von  Kreisen,  welche  ihre  Mittelpunkte  in  der 
Normale  haben  und  durch  den  angenommenen  Punkt  P  des  Kegelschnitts 
gehen,  so  hat  ein  jeder  derselben  mit  dem  Kegelschnitt  noch  eine 
zweite  (reelle  oder  ideelle)  gemeinschaftliche  Secante,  welche  be- 
ständig sich  parallel  bleibt  und  mit  den  Axen  des  Kegelschnitts  die- 
selben Winkel  bildet,  wie  die  Tangente  in  dem  angenommenen  Punkte 
P  des  Kegelschnitts,  aber  in  symmetrischer  Lage  sich  befindet. 
Fasst  man  nur  diejenigen  Kreise  dieses  besonderen  Büschels  auf,  welche 
den  Kegelschnitt  in  noch  zwei  reellen  Punkten  schneiden,  deren  Ver- 
bindungslinie die  constante  Richtung  hat,  so  wird  man  einen  solchen 
ausgezeichneten  Kreis  auffinden  können,  für  welchen  von  den  beiden  noch 
übrigen  Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitte  einer  P  selbst  wird, 
und  dieser  muss  der  Krümmungskreis  für  den  Punkt  P  des  Kegelschnitts 
sein,  weil  er  durch  drei  unendlich-nahe  Punkte  desselben  geht  (S.  208); 
man  findet  hieraus  folgende  einfache  Construction  des  Krümmungskreises, 
welche  von  der  in  §.  08  angegebenen  wesentlich  verschieden  ist:  Um 
für  einen  Punkt  P  eines  gegebenen  Kegelschnitts  den  Krümmungskreis 
zu  erhalten,  ziehe  man  die  Tangente  in  P  und  eine  zweite  Gerade 
durch  P,  welche  zu  einer  der  Axen  des  Kegelschnitts  dieselbe  Neigung, 
aber  symmetrische  Lage  hat  wie  die  Tangente;  trifft  diese  zweite 
Gerade  den  Kegelschnitt  zum  andern  Male  in  P',  so  lege  man  durch 
P  und  P'  einen  Kreis,  welcher  seinen  Mittelpunkt  auf  der  Normale 
für  P  hat;  dies  ist  der  gesuchte  Krümmungskreis  an  dem  Punkte  Pdes 
Kegelschnitts.  Hieran  knüpft  sich  der  elegante  JoachimsthaT sehe  Beweis 
eines  auf  die  Krümmungskreise  eines  Kegelschnitts  bezüglichen  Theorems 
von  Steiner*).  (Siehe  Aufgaben  ijnd  Sätze  zum  zweiten  Abschnitt.) 

§.  49.    Polar-Elgenscliafteii  der  Kegelscluiittschaar. 

Den  im  §.  47  bewiesenen  allgemeinen  Polar -Eigenschaften  des 
Kegelschnittbüschels  stehen  gleichlaufende  der  Kegelschnittschaar  zur 
Seite,  deren  Beweis  dem  dort  geführten  ohne  Schwierigkeit  nachge- 
bildet werden  kann.  Um  indessen  die  dem  §.  42  zu  Grunde  liegende 
Betrachtung  noch  klarer  hervortreten  zu  lassen,  geben  wir  die  polare 
Nebenbetrachtung  in  etwas'  anderer  Form  und  leiten  daraus  die  Polar- 
Eigenschaften  der  Kegelschnittschaar  mit  zum  Theil  anderen  Be- 
weisen direct  ab.  Sind  A  und  B  die  MittelpimMe  ztveier  deliehirjen 
Strahlsysteme    in   der   Ebene   und   (a,    cc)   irgend  ein    Paar   conjugirter 


*)  Siehe  Grelle^  Journal  Bd.  XXXVI,  S.  95. 
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Strahlen  des  ersten,  {h,  ß)  ein  StraJden^mar  des  zweiten  Strahlsystems, 
so  lüden  sämmtliche  Kegelschnitte  in  der  Ebene,  ßr  welche  diese  beiden 
Strahlsysteme  die  ihnen  zugehörigen  sind  (S.  139);  d.  h.  je  zivei  eonjugirte 
Strahlen  der  Strahlsysteme  aa  und  bß  sivei  conjugirte  Strahlen  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  sind,  eine  Kegelschnittschaar. 

Die  Kegelschnitte  dieser  Schaar  haben  vier  reelle  gemeinschaft- 
liche Tangenten,  sobald  die  beiden  gegebenen  Strahlsysteme  hyper- 
bolisch sind,  nämlich  die  Asymptoten  g,  h  des  einen  und  g^,  h^  des 
andern  Strahlsystems,  und  es  können  beliebig  viele  Kegelschnitte  der 
Schaar  vermittelst  dieser  vier  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten 
auf  bekannte  Weise  construirt  werden.  Wenn  dagegen  nur  eines  der 
beiden  Strahlsysteme  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch  ist,  so  haben 
die  Kegelschnitte  nur  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten,  die 
Asymptoten  des  hyperbolischen  Strahlsystems,  und  man  sagt  der 
Analogie  wegen,  sie  haben  ausserdem  zwei  imaginäre  gemeinschaft- 
liche Tangenten;  endlich  wenn  beide  gegebenen  Strahlsysteme  elliptisch 
sind,  so  sagt  man,  die  Kegelschnitte  der  Schaar  haben  vier  imaginäre 
gemeinschaftliche  Tangenten;  in  diesen  beiden  letzten  Fällen  lassen 
sich  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schatu-  auf  folgendem  reellen  Wege 
construiren:  Die  Verbindungslinie  AB  ist  ein  Strahl,  der  sowohl  dem 
einen,  als  dem  andern  Strahlsystem  angehört;  im  ersten  Strahlsystem 
möge  er  durch  l  und  sein  conjugirter  durch  1,  im  zweiten  Strahl- 
system durch  ft  und  sein  conjugirter  durch  m  bezeichnet  werden;  die 
Strahlen  X  und  m  trefi'en  sich  in  einem  Punkte  C,  welcher  zum  Mittel- 
punkte eines  dritten,  vollständig  bestimmten,  von  den  beiden  gegebenen 
Strahlsystemen  abhängigen  Strahlsystems  wird;  treffen  sich  nämlich 
irgend  zwei  Strahlen  a  und  b  der  beiden  ersten  Strahlsysteme  in  dem 
Punkt  (a,  b)  und  die  conjugirten  in  dem  Schnittpunkt  {a,  ß),  so  sind 
die  Verbindungslinien  dieser  beiden  Punkte  mit  C  zwei  Strahlen  c  und 
y  des  dritten  Strahlsystems  (c,  y),  welches  wir  in  seiner  Totalität 
erhalten,  wenn  wir  die  Paare  (a,  a)  und  {b,  ß)  beliebig  verändern. 
In  der  That,  halten  wir  zuerst  a  und  a  fest  und  verändern  b  und  ß, 
so  beschreiben  die  Strahlen  c  und  y  zwei  auf  einander  liegende  pro- 
jectivische  Strahlbüschel,  bei  denen  die  Schenkel  entsprechender  gleicher 
Winkel  verkehrt  auf  einander  fallen;  denn  die  vier  Strahlen  aacy 
bilden  allemal  ein  vollständiges  Vierseit,  dessen  drei  Paar  Gegeneckeu 
mit  B  verbunden  drei  Strahlenpaare  eines  Strahlsystems  liefern;  von 
diesen  ist  das  eine  b,  ß,  das  andere  ^m,  also  auch  das  dritte  ein  solches, 
welches  dem  gegebenen  Strahlsystem  (B)  angehört;  hieraus  folgt, 
dass,  wenn  ein  Strahl  y^  auf  c  fällt,  nothwendig  c^  auf  y  fallen  muss, 
folglich  bilden   cy    ein   Strahlsystem   (S.  59).     Dasselbe   Strahlsystem 
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geht  auch  hervor,  wenn  wir  b,  ß  fest  halten  und  a,  a  verändern;  denn 
die  Strahlen  CA,  CB  sind  in  dem  einen  und  dem  andern  Falle  ein 
Paar  conjugirter  Strahlen,  und  ein  zweites  gemeinschaftliches  Paar  ist 
selbstverständlich  dasjenige,  welches  nach  den  Schnittpunkten  der  fest- 
gehaltenen Strahlen  {a,  b)  und  (a,  ß)  hingeht;  folglich  coincidiren  die 
in  beiden  Fällen  erhaltenen  Strahlsysteme  (c,  y).  Da  CA  und  CB 
ein  Paar  conjugirter  Strahlen  dieses  dritten  Strahlsystems  sind,  so 
wollen  wir  sie  mit  n  und  v  bezeichnen,  so  dass  also  CA  =  w  =  A; 
CB  =^  m  =  V  und  AB  =  l  =  ^  ist,  und  (l,  A)  (m,  /li)  (n,  v)  drei 
Paare  conjugirter  Strahlen  beziehlich  in  den  drei  Strahlsystemen  (A) 
(B)  (C)  sind.  Diese  drei  Strahlsysteme  stehen  daher  in  dem  eigen- 
thümlichen  Zusammenhange  mit  einander,  dass,  wenn  irgend  drei 
Strahlen  abc  derselben,  durch  einen  Punkt  gehen,  die  conjugirten 
Strahlen  aßy  ebenfalls  durch  einen  Punkt  gehen. 

Hieraus  folgt  ein  weiterer  bemerkenswerther  Zusammenhang  der 
drei  Strahlsysteme  (A)  (B)  (C).  Denken  wir  uns  um  das  Dreieck 
ABC  einen  beliebigen  Kegelschnitt  ^^^>  gelegt,  so  schneidet  bekanntlich 
jedes  Strahlsystem  Sehnen  in  dem  Kegelschnitt  aus,  die  durch  einen 
Punkt  laufen  (S.  151);  nennen  wir  diesen  der  Kürze  wegen  den  ,jSeJinenpol" 
des  Strahlsystems,  dann  müssen  die  drei  Sehnenpole  0,  b,  c  der 
resp.  Strahlsysteme  (A)  (B)  (C)  in  einer  Geraden  liegen.  Denn  nehmen 
wir  irgend  einen  Punkt  P  des  Kegelschnitts  ^(^^  und  ziehen  AP,  BP,  CP^ 
so  müssen  die  conjugirten  Strahlen  sich  in  einem  Punkte  77  treffen; 
mögen  .477,  BIT,  CIT  dem  Kegelschnitt  ^(^^  resp.  in  abc  begegnen, 
dann  werden  AP,  Aa  ein  Paar,  AB^  AC  ein  zweites  Paar  conju- 
girter Strahlen  des  Strahlsystems  (Ä),  also  Pa  und  BC  zwei  Durch- 
bohrungssehnen, der  Schnittpunkt  {Pa,  BC)  =  a  der  Sehnenpol  des 
Strahlsystems  (A)  sein;  ebenso  {Pb,  CA)  =  b  der  Sehnenpol  des 
Strahlsystems  (B),  und  endlich  {Pc,  AB)  =  C  der  Sehnenpol  des  Strahl- 
systems (C).     Wir  haben  nun  das  Pasca^sche  Sechseck: 

aPbBCA, 
also  die  Schnittpunkte: 

(Pa,  BC)     {Pb,  CA)     (Aa,  Bb)         oder 
a  B  77 

in  gerader  Linie;  andererseits  das  Pascal' sehe  Sechseck: 

bPcCAB, 
also  die  Schnittpunkte: 

{Pb,  CA)     {Pc,  AB)     {Bb,  Cc)         d.  h. 
b  c  77 

in  gerader  Linie;   da  nun  beide  Geraden  die  Punkte  b  und  77  gemein 
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haben,   so  fallen  sie  zusammen,  folglich  liegen  abc  in  einer  Geraden 
w,  z.  b.  w.,  also  gilt  der  Satz: 

Die  drei  in  Betracht  Jcommenden  Strahlsysteme  {Ä)  (B)  (C)  haben 
den  eigenthümlichen  Zusammenhang ,  dass,  weitn  man  einen .  beliebigen 
Kegelschnitt  um  ABC  legt  und  die  Sehnenpole  (d.  h.  Durchschnittspunhte 
der  Durchbohrungssehnen)  der  drei  Strahlsysteme  für  den  Kegelschnitt  be- 
stimmt, dieselben  allemal  in  einer  Geraden  liegen. 

Mit  Berücksichtigung  der  oben  (S.  252)  bemerkten  Eigenschaft, 
dass  irgend  drei  Paar  Strahlen  aus  solchen  drei  Strahlsystemen  (^)  (^)  (C) 
allemal  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  sind,  können  wir  folgen- 
den Satz  aussprechen: 

Haben  wir  ein  Dreieclc  ABC  im  Kegelschnitt  und  eine  beliebige 
Transversale,  ivelche  die  DreiecJcsseiten  BC,  CA,  AB  resp.  in  abc  trifft; 
stehen  tvir  durch  abc  drei  beliebige  Strcdden,  deren  erster  in  a  und  a^,  der 
zweite  in  ß  und  ß^,  der  dritte  in  y  und,  y^  dem  Kegelschnitte  begegnet, 
so  berühren  die  sechs  Strahlen  Aa,  Aa^,  Bß,  Bß^,  Cy,  Cy^,  einen 
neuen  Kegelschnitt. 

Wenn  wir  nun  irgend  zwei  coujugirte  Strahlen  c,  y  des  Strahl- 
systems (C)  als  die  Träger  zweier  projectivischer  Punktreihen  auf- 
fassen, welche  von  zwei  veränderlichen  conjugirten  Strahlen  x,  |  des 
ersten  Strahlsystems  {A)  fixirt  werden  [oder  auch  von  einem  Strahlen- 
paar y,  r]  des  zweiten  Strahlsystems  (jB)J  ,  so  erzeugen  diese  beiden 
projectivischen  Punktreihen  einen  Kegelschnitt,  welcher  die  Träger  c 
und  y  berührt  und  die  Strahlen  xi,  zu  einem  Paar  conjugirter  Strahlen 
hat;  denn  es  sind  die  Schnittpunkte  (c,  x),  (y,  |)  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  der  beiden  projectivischen  Punktreihen,  aber  auch 
gleichzeitig  (c,  |),  (y,  x)  sind  entsprechende  Punkte;  die  beiden  Pro- 
jectionsstrahlen  und  c,  y  bilden  ein  dem  Kegelschnitt  umschriebenes 
Vierseit,  dessen  zwei  Diagonalen  x  und  |  sind;  folglich  sind  x  und  § 
conjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  da  dasselbe  von 
jedem  Paar  x^  gilt,  so  ist  das  ganze  Strahlsystem  (^1)  dasjenige, 
welches  dem  construirten  Kegelschnitte  zugehört,  und  da  dieselben 
beiden  erzeugenden  Punktreihen  auf  c  und  y  auch  durch  y,  tj  fixirt 
werden,  so  gilt  die  genannte  Eigenschaft  auch  für  das  zweite  ge- 
gebene Strahlsystem  (B).  Der  Kegelschnitt  hat  also  die  beiden  ge- 
gebenen Strahlsysteme  zu  den  ihm  zugehörigen  und  gehört  daher  nach 
unserer  Definition  der  Schaar  an.  Verändern  wir  das  willkürlich 
gewählte  Paar  c,  y  des  dritten  Strahlsystems,  so  erhalten  wir  sämmt- 
liche  Kegelschnitte  der  Schaar  durch  reelle  Construction.  Die  Strahlen- 
paare z,  t,  des  dritten  Strahlsystems  sind  die  iTangentenpaare  aus  dem 
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Punkte  C  an  die  Kegelschnitte  der  Sehaar;  die  Verbindungslinie  AB 
ist  die  Polare  des  Punktes  C  für  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar 
und  das  Punktpaar  A,  B  ein  specieller  Kegelschnitt  derselben.  Die 
drei  Strahlsystenie  {Ä)  (B)  (C)  stehen  hinsichtlich  ihrer  Natur  in  fol- 
gendem Zusammenhange: 


Strahlsystem 


Strahlsystem 


Strahlsystem 
(0) 


Kegelschnittschaar 
von 


I.  elliptisch  '•  elliptisch 
IL  elliptisch  j  hyperbolisch 

III.  hyperb.     |  elliptisch 

IV.  hyperb.    i  hyperbolisch 

Sind    X,   i.    und 


y,  n 


hyperbolisch    vier  imag.  gem.  Tangenten 
elliptisch  zwei  reellen,  zwei  imag.  Tang, 

elliptisch         j  zwei  imag.,  zwei  reellen  Tang, 
hyperbolisch  |  vier  reellen  gem.  Tangenten. 

zwei  Paare  conjugirter  Strahlen  aus  den 
beiden  Strahlsystemen  {A)  und  {B)  und,  wie  wir  wissen,  zugleich 
zwei  Paare  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  der 
Schaar,  so  erhalten  wir  aus  ihnen  nach  dem  auf  S.  153  bewiesenen  Satze 
ein  drittes  Paar  [xy,  ^rj)  und  (xrj,  |^),  welches  ebenfalls  ein  Paar  con- 
jugirter Strahlen  sein  muss  für  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar, 
d.  h.  die  Pole  von  ein^r  dieser  beiden  Geraden  für  alle  Kegelschnitte 
der  Schaar  liegen  auf  der  andern,  und  solcher  Paare  conjugirter  Ge- 
raden können  wir  durch  Veränderung  der  Paare  x,  |  und  y,  rj  unend- 
lich viele  in  doppelter  Mannigfaltigkeit  herstellen.  Irgend  zwei  Paare 
von  diesen  gefundenen  lassen  sich  wieder  zur  Herstellung  eines  neuen 
dritten  Paares  verwMiden,  und  diese  Operation  hat  einen  netzartigen  Fort- 
gang bis  ins  Unendliche.  Es  entsteht  die  Frage,  oh  jede  heliehig  gegebene 
Gerade  einmal  mit  dem  einen  TJieil  eines  solchen  Linienpaares  zusammenfällt? 
Diese  Frage  wollen  wir  indirect  beantworten:  Wir  wissen,  dass,  wenn 
wir  irgend  einen  Punkt  ^  in  der  Ebene  mit  ABC  durch  drei  Strahlen 
ahc  verbinden,  die  drei  conjugirten  Strahlen  aßy  sich  in  einem  cor- 
respondirenden  Punkte  n  treffen;  wir  verändern  jetzt  p  auf  einer  Ge- 
raden ©  und  suchen  den  Ort  des  Punktes  n  auf;  derselbe  ist  offen- 
bar ein  Kegelschnitt,  welcher  dem  Dreieck  ABC  umschrieben  ist; 
denn  da  a  und  &  zwei  perspectivische  Strahlbüschel  beschreiben  und 
a  ein  mit  a,  ß  ein  mit  h  projectivisches  Strahlbüschel  durchläuft 
(wegen  der  Strahlsysteme),  so  sind  auch  die  Strahlbüschel,  welche  « 
und  ß  beschreiben,  projectivisch;  ihr  Erzeugniss  oder  der  Ort  des 
Punktes  jr  ist  also  ein  Kegelschnitt  ^^^\  der  durch  A  und  B  und  ebenso 
auch  durch  C  geht,  und  dessen  Tangenten  in  diesen  Punkten  leicht 
zu  ermitteln  sind.  Wenn  nun  der  Kegelschnitt  H'^^^  die  Gerade  @  in 
zwei  Punkten  s  und  t  schneidet,  so  muss  für  einen  derselben,  z.  B.  5, 
wenn    wir   uns  p   in    denselben    hineinfallend  denken,    der  correspon- 
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Fig.  73. 


dirende  n  sowohl  im  Kegelschnitt  Sl^-^  liegen,  als  auch  in  der  Geraden 
@,  weil  s  sowohl  in  der  Geraden,  als  auch  im  Kegelschnitt  liegt; 
der  correspondirende  Punkt  zu  s  muss  also  t  sein  und  umgekehrt, 
d.  h.  es  ist  sowohl  As  und  At,  als  auch  Bs  und  Bt  je  ein  Paar 
conjugirter  Strahlen  der  beiden  gegebenen  Strahlsysteme  (J.)  und  (B), 
Hieraus  folgt  nach  dem  obigen  Satze:  die  Gerade  (55  als  Verbindungs- 
linie der  Schnittpunkte  {{As,  Bs),  (At,  Bt)]  und  die  Gerade  ^  als 
Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  [(As,  Bt),  (At,  Bs)]  sind  ein 
neues  Paar  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte 
der  Schaar,  d.  h.  die  Pole  der  Geraden  ®  in  Bezug  auf  alle  Kegel- 
schnitte der  ScJiaar  liegen  auf  der  Geraden  §. 

Wenn  dagegen  der  Kegelschnitt  Ä^^^  die  G'erade  ®  nicht  trifft,  so 
hören  die  Punkte  s  und  t  zu  existiren  auf,  wohl  aber  bleibt  die  Ge- 
rade §  bestehen,  denn  sie  ist  nach  der  vorigen  Construction  nichts 
anderes,  als  die  Polare  desjenigen  Punktes,  in  welchem  die  Verbindungs-' 
linie  AB  die  Gerade  %  trifft,  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  Ä^^\  Es  ist  also  zu 
vermuthen,  dass  die  geometrische  Eigen- 
schaft der  gefundenen  Geraden  §  fort- 
bestehen wird,  aber  der  oben  gegebene 
Beweis  ist  nicht  mehr  zulässig,  und  wir 
werden  uns  für  diesen  Fall  nach  einem 
andern  Beweise  umsehen  müssen.  Um 
zunächst  die  Gerade  §  unabhängig  von 
der  Realität  der  Punkte  s  und  t  zu  eon- 
struiren,.  bezeichnen  wir  (Fig.  73)  den 
Schnittpunkt  von  AB  mit  %  durch  c, 
den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  den 
dreien  c ,  A,  B,  wobei  A  und  B  als 
zugeordnete  aufgefasst  werden,  durch  c^ 
und  endlich  denjenigen  Punkt  auf  der  Geraden  %,  welcher  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  Ä^^^  dem  C  conjugirt  ist,  durch  Cg,  dann  geht  § 
durch  q  und  z^  und  ist  durch  diese  beiden  immer  reellen  Punkte  be- 
stimmt; bezeichnen  wir  noch  die  Schnittpunkte  von  BC  und  AC  mit 
®  durch  a  und  b,  so  wird,  weil  das  in  B  befindliche  Strahl  System 
BG  und  BA  zu  conjugirten  Strahlen  hat,  der  zu  ^a  conjugirte  Strahl 
des  Strahlsystems  (A)  die  Tangente  in  A  am  Kegelschnitt  ^^^^  sein  und 
ebenso  der  zu  B\>  conjugirte  Strahl  des  Strahlsystems  (B)  die  Tangente 
in  B  am  Kegelschnitt  U^^^.  Wir  haben  also  in  A  und  in  B  zwei  Strahlen- 
paare der -beiden  gegebenen  Strahlsysteme;  da  nun  sämmtliche  Strahlen- 
paare   in    dem    Kegelschnitt    S^^^    Durchbohrungssehnen    ausschneiden, 
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welche  für  das  ganze  Stralilsystem  durch  einen  festen  Punkt  laufen, 
so  erkennen  wir,  dass  das  in  Ä  gegebene  Strahlsystem  als  solchen 
Durchschnittspunkt  der  Durchbohrungssehnen  mit  ^^^^  den  Punkt  a 
liefert,  und  ebenso  das  in  B  gegebene  Strahlsystem  den  Punkt  b; 
also  auch  umgekehrt:  jede  durch  a  gehende  Sehne  trifft  Sl^2>  in  zwei 
solchen  Punkten,  welche  mit  Ä  verbunden  ein  Paar  conjugirter  Strahlen 
des  Strahlsystems  (Ä)  liefern  und  ebenso  für  b.  Liegt  also  a  ausser- 
halb des  Kegelschnitts  ^'■^\  so  geben  die  Berührungspunkte  des  aus  a 
an  ^^^^  gelegten  Tangentenpaares  mit  A  verbunden  die  Asymptoten  des 
Strahlsystems  (Ä),  welches  in  diesem  Falle  hyperbolisch  sein  muss, 
und  ebenso  für  b.  Die  Berührungssehne  des  aus  a  an  Sf-^^  gelegten 
Tangentenpaars  geht  aber  durch  den  Pol  von  @  in  Bezug  auf  ^^'^\  folg- 
lich treffen  die  beiden  Asymptoten  des  Strahlsystems  (Ä)  die  Gerade 
@  in  zwei  solchen  Punkten,  welche  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des- 
'jenigen  Punktsystems  auf  &  sind,  welches  dem  Kegelschnitt  Ä<2)  2u- 
gehört;  ebenso  treffen  die  beiden  Asymptoten  des  Strahlsystems  (B) 
die  Gerade  &  in  zwei  conjugirten  Punkten  des  dem  Kegelschnitt  ^^'^^ 
zugehörigen  Punktsystems,  und  dieses  Punktsystem  ist  durch  die 
beiden  Punktpaare  vollständig  bestimmt. 

Wir  müssen  nun  untersuchen,  unter  welchen  Umständen  die  oben 
mit  s  und  t  bezeichneten  Schnittpunkte  des  Kegelschnitts  Ä'^)  mit  der 
Geraden  (3  reell  oder  imaginär  werden;  da  die  von  Ä  und  B  nach 
ihnen  hingehenden  Strahlenpaare  für  beide  Strahlsysteme  (Ä)  und  (B) 
je  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  sind,  so  sehen  wir,  dass  s  und  t  das 
gemeinschaftliche  Paar  conjugirter  Punkte  zweier  auf  (3  zusammen- 
liegender Punktsysteme  sind,  welche  durch  die  gegebeneij  Strahl- 
systeme (Ä)  und  (B)  ausgeschnitten  werden;  es  existirt  aber  (S.  58) 
immer  ein  reelles  gemeinschaftliches  Paar,  sobald  wenigstens  eins  der 
beiden  Punktsysteme,  also  auch  eins  der  beiden  Strahlsysteme  (A) 
oder  {B)  elliptisch  ist,  oder  was  dasselbe  bewirkt,  sobald  wenigstens 
einer  der  beiden  Punkte  0  oder  b  innerhalb  des  Kegelschnitts  ^^^^  liegt; 
d.  h.  in  den  oben  mit  I.,  IL,  IIL  bezeichneten  Fällen  ist  das  Punkt- 
paar st  reell,  also  für  eine  Kegelschnittschaar  mit  vier  imaginären 
oder  zwei  imaginären  und  zwei  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten; 
nur  in  dem  Falle  IV.,  also  für  eine  Kegelschnittschaar  mit  vier  reellen 
gemeinschaftlichen  Tangenten,  können  die  Punkte  s  und  t  imaginär 
werden.  Für  diesen  Fall  lässt  sich  aber  andererseits  aus  den  Eigen- 
schaften des  einem  Kegelschnitt  umschriebenen  Vierseits  (§.  27)  direct 
nachweisen,  dass  die  Pole  einer  Geraden  (^3  in  Bezug  auf  sämmtliche 
Kegelschnitte  einer  Schaar,-  die  einem  Vierseit  einbeschrieben  ist,  auf 
einer  zweiten  Geraden    liegen,   und  dann,    was  noch    erforderlich    ist, 
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zeigen,  dass  diese  Gerade  mit  der  oben  construirten  Geraden  §  identisch 
ist.  Das  Erstere  geschieht  auf  analoge,  Weise,  wie  in  §.  47  (S.  299): 
Ist  nämlich  das  vollständige  Vierseit,  dessen  drei  Paar  Gegen- 
ecken ÄJB,  Ä  B' ,  Ä"  B"  und  dessen  drei  Diagonalpunkte  xy^  sind 
(Fig.  74),  gegeben,  so  liegen  die  Berührungspunkte  irgend  eines  dein- 

Fig.  74. 


selben  einbeschriebenen  Kegelschnitts  (S.  123)  paarweise  mit  den  Diago- 
nalpunkten in  gerader  Linie  und  bilden  also  ein  vollständiges  Viereck, 
dessen  Diagonaldreieck  ebenfalls  xy^  ist.  Wenn  nun  irgend  eine  Ge- 
rade &  in  der  Ebene  gegeben  ist,  so  construiren  wir  den  Pol  der- 
selben in  Bezug  auf  einen  dem  Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitt, 
indem  wir  die  Berührungssehne  des  durch  A'  gehenden  Tangenten- 
paars die  Gerade  &  in  m  und  die  Berührungssehne  des  durch  B' 
gehenden  Tangentenpaares  die  Gerade  (5}  in  n  treffen  lassen,  sodann 
zu  dem  Tangentenpaar  in  Ä'  und  Ä'm  den  vierten  harmonischen  Strahl, 
ebenso  zu  dem  Tangentenpaar  in  B'  und  B'n  den  vierten  harmonischen 
Strahl  herstellen  und  den  Schnittpunkt  p  dieser  beiden  vierten  har- 
iponischen   Strahlen   aufsuchen;   dann  ist  p  der  Pol  von  ^  in  Bezug 
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auf  denjenigen  dem  Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitt,  dessen 
Berührungssehnen  für  die  Construction  verwendet  sind.  Diese  beiden 
Berührungssehnen  schneiden  sich  in  dem  Diagonalpunkte  y  und  sind 
zu  yx  und  yz  harmonisch;  bei  der  Veränderung  des  *  Kegelschnitts 
beschreiben  also  m  und  n  ein  Punktsystem,  d.  h.  zwei  auf  einander 
liegende  projectivische  Punktreihen,  folglich  Am  und  J5'n  zAvei  pro- 
jectivische  Strahlbüschel.  Ferner  sind  Am.  und  Älp  zugeordnet  har- 
monisch mit  dem  Tangentenpaar  durch  Ä,  also  beschreiben  bei  der 
Veränderung  des  Kegelschnitts  die  Strahlen  Am  und  J.'p  zwei  pro- 
jectivische Strahlbüschel,  ebenso  auch  B'\\  und  i?':p,  folglich  auch 
J-'p  und  jB'P,  deren  Schnittpunkt  der  gesuchte  Pol  p  ist.  Diese  beiden 
von  J.'p  und  B')^  beschriebenen  projectivischen  Strahlbüschel  liegen 
aber  perspectivisch',  weil  auf  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
zwei  entsprechende  Strahlen  zusammenfallen;  dies  tritt  nämlich  in 
dem  besonderen  Fall  ein,  wenn  die  eine  Berührungssehne  durch  Ä 
selbst  geht,  also  Äy  wird,  die  andere  B'y,  der  Kegelschnitt  der  Schaar 
aber  in  das  Punktpaar  AB'  ausartet.  Der  Ort  des  Pols  p  ist  daher 
der  Durchschnitt  zweier  perspectivischen  Strahlbüschel  d.  h.  eine  Gerade. 
Diese  Gerade  geht  durch  diejenigen  drei  Punkte  der  Diagonalen  AB, 
AB',  Ä'B",  welche  den  Schnittpunkten  mit  (B  harmonisch-zugeordnet 
sind;  insbesondere  also  auch  durch  den  oben  mit  q  bezeichneten  Punkt 
auf  ÄB-^  den  Punkt,  in  welchem  sie  die  Gerade  (B  trifft,  können  wir 
ebenfalls  angeben.  Unter  den  Kegelschnitten  der  Schaar  giebt  es 
nämlich  einen,  welcher  zugleich  die  Gerade  Ö5  berührt;  der  Pol  von 
ÖJ  in  Bezug  auf  ihn  ist  der  Berührungspunkt,  und  da  dieser  in  der 
gefundenen  Ortsgeraden  von  p  liegen  muss,  so  ist  er  der  Schi^ittpunkt 
derselben  mit  (B.  Diesen  Punkt  c^  können  wir  mit  Hülfe  des  beson- 
deren Kegelschnitts,  welcher  dem  Vierseit  einbeschrieben  ist  und  zu- 
gleich (3  berührt,  noch  anders  definiren.  Bekanntlich  (S.  152)  be- 
stimmen die  Tangentenpaare  aus  den  Punkten  einer  Geraden  an  einen 
Kegelschnitt  auf  einer  festen  Tangente  desselben  ein  Punktsystem; 
betrachten  wir  den  dem  Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitt,  wel- 
cher gleichzeitig  &  berührt,  so  bestimmt  das  Tangentenpaar  aus 
Ä  und  das  aus  B  zwei  Punktpaare  auf  &,  welche  dies  Punktsystem 
constituiren.  Alle  Punkte  der  Geraden  AB  geben  also  Tangenten- 
paare, die  @  immer  in  je  zwei  conjugirten  Punkten  dieses  Punktsystems 
treffen,  insbesondere  auch  der  Schnittpunkt  c  von  AB  mit  @; 
von  seinem  Tangentenpaar  ist  aber  eine  &  selbst,  also  der  eine 
Schnittpunkt  der  Berührungspunkt  C2  und  der  andere  C;  hiernach  be- 
stimmen die  Schnittpunkte  des  Seitenpaares  durch  A  und  des  Seiten- 
paares  durch   B   auf  @   ein  Punktsystem,   von   welchem   C   und  Cg  ein 


Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittschaar.     §.  49.  321 

Paar  conjugirter  Punkte  ist.  Nach  dem  Früheren  sind  nun  die  Punkte 
q  und  c^  dieselben,  welche  dort  zur  Bestimmung  der  Geraden  § 
dienten;  folglich  coincidirt  die  früher  construirte  Gerade  §  auch  für 
den  Fall  einer  Kegelschnittschaar  von  vier  reellen  gemeinschaftlichen 
Tangenten  mit  der  jetzt  gefundenen  Ortsgeraden  der  Pole  von  &  in 
Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  der  Schaar,  und  somit  ist  für  alle 
Fälle  die  Gültigkeit  des  Satzes  erwiesen:  Die  Pole  einer  Geraden  Ö5 
in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  einer  Schaar  liegen  auf  einer 
neuen  Geraden  §,  und  also  auch  die  Pole  von  §  auf  der  Geraden  &, 
oder:  Die  Geraden  ^  und  §  sind  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  in 
Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  und  heissen  daher 
„conjugirte  Gerade  in  Bezug  auf  die  Kegelschnittschaar". 

Zu  jeder  Geraden  ÖJ  in  der  Ebene  einer  Kegelschnittschaar  gehört 
demnach  eine  bestimmte  conjugirte  Gerade,  insbesondere  zu  der  unendlich- 
entfernten Geraden  (B^  die  Mittelpunktslinie  Wl,  auf  welcher  die  Mittel- 
punkte sämmtlicher  Kegelschnitte  der  Schaar  liegen.  Die  Paare  von 
conjugirten  Geraden  erfüllen  also  auf  doppelte  Art  die  ganze  Ebene. 
Fassen  wir  irgend  ein  solches  Paar  von  conjugirten  Geraden  @  und 
§  ins  Auge  und  nennen  P  ihren  Schnittpunkt,  so  wird  die  Polare 
von  P  in  Bezug  auf  irgend  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  mit  @  und 
§  zusammen  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  diesen  Kegel- 
schnitt bilden;  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  haben  ausserdem  das 
Tripel  conjugirter  Strahlen  gemeinschaftlich,  welches  von  den  Seiten 
des  Diagonaldreiecks  xgz  gebildet  wird,  und  da  zwei  Tripel  conju- 
girter Strahlen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  allemal  einen  neuen 
Kegelschnitt  berühren  (S.  154),  so  berührt  die  Polare  von  P  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  einen  gewissen  neuen  Kegelschnitt, 
welcher  durch  die  fünf  Tangenten:  die  Seiten  des  Diagonaldreiecks 
xys  und  die  Geraden  @  und  §  vollständig  bestimmt  ist;  also:  Die 
Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  der 
Schaar  umhüllen  einen  Kegelschnitt,  welcher  dem  Diagonaldreiseit 
einbeschrieben  ist. 

Diese  Eigenschaft  gilt  ganz  allgemein  für  jeden  Punkt  P 
der  Ebene,  auch  wenn  das  Diagonaldreieck  nicht  vollständig  reell 
ist  und  der  Punkt  P  nicht  als  Schnittpunkt  eines  reellen  Paares  con- 
jugirter Geraden  @,  §  aufgefasst  werden  kann,  denn  die  Schnittpunkte 
sämmtlicher  Paare  von  conjugirten  Geraden  @,  §  erfüllen  nicht  die 
ganze  Ebene.  Um  die  Allgemeingültigkeit  der  genannten  Eigenschaft 
darzuthun,  bemerken  wir,  dass,  wenn  wir  zu  einem  gegebenen  Punkte 
P  die  Polare  in  Bezug  auf  irgend  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  con- 
struiren  und  zu  ihr  wiederum  die  conjugirte  Gerade  in  Bezug  auf  die 
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Kegelschnittschaar,  die  letztere  Gerade  nothwendig  durch  P  gehen 
muss;  verändern  wir  also  den  Kegelschnitt  der  Schaar,  so  laufen 
diese  letzteren  Geraden  sämmtlieli  durch  P,  und  auch  umgekehrt, 
wenn  wir  irgend  eine  Gerade  @  durch  P  ziehen,  so  muss  die  ihr  con- 
jugirte  Gerade  §  in  Bezug  auf  die  Kegelschnittschaar  nothwendig  die 
Polare  von  P  in  Bezug  auf  einen  bestimmten  Kegelschnitt  der  Scliaar 
sein;  denn  construiren  wir  von  dem  Schnittpunkte  (@,  ^)  die  Polaren 
in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Seh  aar,  so  umhüllen  die- 
selben nach  dem  Obigen  einen  gewissen  Kegelschnitt,  welcher  ©  und 
§  berührt,  und  die  Schnittpunkte  sämmtlicher  Tangenten  dieses  Kegel- 
schnitts mit  @  sind  die  Pole  von  §  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte 
der  Schaar;  diese  erfüllen  aber  die  Gerade  @  ganz,  und  unter  ihnen 
kommt  also  auch  P  vor;  es  sind  mithin  P  und  §  Pol  und  Polare  für 
einen  bestimmten  Kegelschnitt  der  Schaar.  Hieraus  geht  hervor,  dass 
der  Ort  der  Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte 
der  Schaar  identisch  ist  mit  dem  Ort  derjenigen  Geraden  §,  welche 
sämmtlichen  durch  P  gehenden  Geraden  @  in  Bezug  auf  die  Kegel- 
schnittschaar conjugirt  sind.  AVir  werden  also,  um  jenen  Ort  zu  be- 
stimmen, eine  veränderliche  Gerade  @  um  den  festen  Punkt  P  drehen 
und  den  Ort  der  conjugirten  Geraden  §  aufsuchen. 

Nach  dem  Früheren  erschien  die  Gerade  ^  als  die  Polare  desjenigen 
Punktes  c,  in  welchem  %  von  AB  getroffen  wird,  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt ^^^^  (Fig.  73).  Dieser  Kegelschnitt  verändert  sich  mit  @;  läuft 
nämlich  @  beständig  durch  einen  festen  Punkt  P,  und  haben  die  Strahlen 
AF,  BF  zu  ihren  conjugirten  in  den  beiden  erzeugenden  Strahlsystemen 
(A)  und  (B)  die  Strahlen  AU,  BU,  welche  sich  in  77  treffen,  so  geht 
der  veränderliche  Kegelschnitt  U^~^  durch  den  festen  Punkt  11  und 
ausserdem  durch  ABC,  beschreibt  also  ein  Büschel  mit  vier  reellen 
Grundpunkten.  Die  beiden  Tangenten  in  A  und  B  an  dem  Kegel- 
schnitt St(^>  treffen  sich  in  einem  Punkte  S,,  dessen  Ort  eine  feste  Ge- 
rade sein  wird,  eine  Diagonale  des  vollständigen  Vierecks  ABC  11, 
nämlich  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  {All,  BC)  und  (P/Z,  AC). 
Die  Polare  von  c  in  Bezug  auf  W-^'^  geht  aber  durch  S  und  den  vierten 
harmonischen  Punkt  q  zu  C,  A,  B,  während  A  und  B  zugeordnete 
Punkte  sind;  durch  die  beiden  Punkte  S  und  q  ist  §  bestimmt,  und 
wir  erkennen  jetzt  leicht,  dass  bei  der  Bewegung  von  @  die  Punkte 
S  und  c^  zwei  projectivische  Punktreihen  auf  ihren  Trägern  durch- 
laufen; zu  der  Tangente  AS  ist  nämlich  im  Strahlsystem  {A)  der 
Strahl  Aa  conjugirt  und  a  der  Schnittpunkt  von  @  mit  BC.  Wenn 
sich  also  @  um  den  festen  Punkt  P  dreht,  so  beschreiben  c  und  a 
perspectivische  gerade  Punktreihen  auf  PC*  und  AB,  folglich  der  vierte 
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harmonische  Punkt  c^  eine  mit  c  projectivische  Punktreihe,  weil  c  und 
C^  ein  hyperbolisches  Punktsystem  auf  ^B  constituiren;  ferner  be- 
schreibt Äa  ein  Strahlbüschel,  welches  projectivisch  ist  mit  der  Punkt- 
reihe c  und  ÄS  ein  mit  Aa  projectivisches  Strahlbüschel,  weil  ÄS 
und  ^0  immer  zwei  conjugirte  Strahlen  des  Strahlsystems  (Ä)  sind; 
also  werden  endlich  die  von  S  und  c^  durchlaufenen  geraden  Punkt- 
reihen projectivisch  sein,  und  dev  Ort  der  Verbindungslinie  yS'c^  =  § 
wird  ein  Kegelschnitt,  Avelcher  insbesondere  auch  AB,  sowie  All  und 
J577  berührt.  Dieser  Kegelschnitt  heisst  der  Polarkegelschnitt  des  Punhtes 
P  in  Bezug  auf  die  Kegelsclinittschaar  und  besitzt  folgende  Eigenschaft: 

Die  Polaren  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  einer 
Schaar  umhüllen  einen  Kegelschnitt,  ivelcher  zugleich  der  Ort  aller  Ge- 
raden ^  ist,  die  zu  sämmtlichen  durch  P  gehenden  Geraden  ^  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnittschaar  conjtigirt  sind.  Hat  die  Kegelschnittschaar 
vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten,  so  berührt  dieser  Polarkegel- 
schnitt von  P  allemal  die  drei  Diagonalen  des  von  den  vier  gemein- 
schaftlichen Tangenten  gebildeten  vollständigen  Vierseits  und  ausser- 
dem diejenigen  sechs  Strahlen,  welche  man  erhält,  wenn  man  durch 
jede  der  sechs  Ecken  des  vollständigen  Vierseits  den  vierten  harmo- 
nischen Strahl  construirt  zu  dem  Seitenpaar  und  dem  Verbindungs- 
strahl der  Ecke  mit  P,  diesem  letzteren  zugeordnet.  Liegt  P  ausser- 
halb des  Polarkegelsehnitts,  so  ist  das  aus  ihm  an  denselben  gelegte 
Tangentenpaar  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  die  Schaar, 
und  es  giebt  zwei  reelle  Kegelschnitte  der  Schaar,  welche  durch  P 
gehen,  und  deren  Tangenten  in  P  eben  diese  beiden  Strahlen  sind. 

Aus  der  Eigenschaft  des  Polarkegelschnitts  folgt  zugleich  eine 
nützliche  Bemerkung:  Die  Pole  einer  Geraden  @  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnitte  einer  Schaar  liegen  auf  einer  Geraden  §  und  bilden  eine 
gerade  Punktreihe;  die  Pole  einer  zweiten  Geraden  &'  bilden  eine  zweite 
gerade  Punktreihe  auf  ^'.  Betrachten  wir  in  diesen  beiden  Punkt- 
reihen als  entsprechende  Punkte  die  Pole  von  @  und  ©'  in  Bezug 
auf  denselben  Kegelschnitt  der  Schaar,  so  sind  die  beiden  Punktreihen 
auf  §  und  ^'  allemal  projectivisch,  wie  auch  @  und  @'  angenommen 
werden  mögen;  denn  die  Verbindungslinie  je  zweier  entsprechender 
Punkte  umhüllt  den  Polarkegelschnitt  des  Schnittpunktes  (&,  &')  in 
Bezug  auf  die  Schaar,  welcher  zugleich  §  und  §'  zu  Tangenten  hat, 
folglich  schneiden  alle  übrigen  Tangenten  §  und  §'  in  zwei  pro- 
jectivischen  Punktreihen. 

Ferner  lässt  der  Polarkegelschnitt  die  charakteristische  Eigenschaft 
der  Kegelschnittschaar  in  unmittelbarer  Weise  hervortreten;  der  Polar- 
kegelschnitt eines  beliebigen  Punktes  P  heisse  0'^^;  nehmen  wir  zuerst 
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an,  dass  P  ausserhalb  C^^)  liegt,  so  geht  durch  P  ein  Tangentenpaar 
an  C^^\  welches  zugleich  ein  Paar  conjugirter  Geraden  in  Bezug  auf 
die  Schaar  ist ,  also  für  jeden  Kegelschnitt  der  Schaar  zu  dem  Tangenten- 
paar aus  P  an  letzteren  harmonisch  gelegen  ist.  Die  sämmtlichen 
Tangentenpaare  aus  P  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar  bilden  daher 
ein  hyperbolisches  Strahlsystem,  welches  zusammenfällt  mit  dem- 
jenigen Strahlsystem,  das  dem  Punlrt  P  in  Bezug  auf  den  Polarkegel- 
schnitt  C^^^  zugehört,  und  dessen  Asymptoten  eben  aus  dem  Tangenten- 
paar von  P  an  O^^  bestehen.  Wenn  dagegen  P  innerhalb  des  Polar- 
kegelschnitts C^'  liegt,  so  existirt  kein  reelles  Tangentenpaar  an  C'^', 
aber  trotzdem  bilden  die  Tangentenpaare  aus  P  an  die  Kegelschnitte 
der  Schaar  ein  elliptisches  Strahlsystem,  welches  mit  demjenigen  zu- 
sammenfällt, das  dem  Punkt  P  in  Bezug  auf  C^^^  zugehört.  Um  dies 
zu  erkennen,  denken  wir  uns  ein  Tangentenpaar  aus  P  an  einen  Kegel- 
schnitt der  Schaar,  es  sei  (5$  und  ÖJ';  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf 
denselben  sei  ß,  welche  die  beiden  Berührungspunkte  auf  @  und  ÖJ' 
verbindet;  sei  ferner  §  die  conjugirte  Gerade  von  (3  in  Bezug  auf  die 
Schaar,  und  §'  die  von  @',  so  geht  §  durch  den  Berührungspunkt 
von  @,  und  §'  durch  den  Berührungspunkt  von  @',  d,  h.  die  Ver- 
bindungslinie (@§,  ©'§')  ist  identisch  mit  S.  Der  Polarkegelschnitt 
C^^^  muss  aber  die  drei  Geraden  §§'  und  2  berühren,  weil  S  die 
Polare  von  P  ist  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  und  § 
und  §'  conjugirte  Gerade  von  (55  und  &'  sind,  welche  sich  in  P  treffen. 
Da  nun  ©,  §  und  ©',  §'  zwei  Paare  conjugirter  Geraden  in  Bezug 
auf  die  Schaar  sind,  so  werden  auch  (S.  153)  (@@',  §§')  und  (©§',  §©') 
ein  drittes  Paar  conjugirter  Geraden  in  Bezug  auf  die  Schaar  sein, 
und  weil  von  diesen  die  erstere  durch  P  geht,  so  wird  die  letztere 
O'^)  berühren;  wir  haben  also  jetzt  vier  Tangenten  von  0^\  nämlich: 

§     §'     (@§,  (S5'§')     (Ö5§',  ®'|))  . 

Von  diesem  dem  Kegelschnitt  C^^  umschriebenen  Vierseit  sind 
offenbar  die  Geraden  &  und  (^'  zwei  Diagonalen,  wie  aus  dem  Anblick 
der  Buchstaben  hervorgeht,  folglich  sind  ®  und  &'  ein  Paar  conju- 
girter Strahlen  in  Bezug  auf  den  Polarkegelschnitt  0*^',  und  da  alle 
durch  P  gehende  Paare  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  denselben 
ein  Strahlsystem  bilden,  so  folgt  der  Satz; 

Die  Tangentenpaare  aus  einem  beliebigen  Funlde  P  an  die  Kegel- 
schnitte einer  Schaar  bilden  ein  Strahlsystem,  welches  identisch  ist  mit 
demjenigen,  das  dem  Punkte  P  in  Bemg  auf  seinen  PolarJcegelschtiitt  0^'^^ 
mgehört;  also  je  zwei  Tangenten  aus  P  an  einen  Kegelschnitt  der  Schaar 
sind  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Polaricegelschnitt  C^^K 
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Fig.  75. 


Der  Polarkegelschnitt  0^^^  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Kegel- 
ßchnittscliaar  ist  insbesondere,  wie  wir  gesehen  haben,  dem  gemein- 
schaftlichen Tripel  conjugirter  Strahlen  für  alle  Kegelschnitte  der 
Schaar  einbeschrieben;  dieses  Tripel  ist  aber  nur  reell,  wenn  das 
Strahlsystem  (0)  hyperbolisch  ist,  und  besteht  alsdann  aus  den 
Asymptoten  desselben  und  der  Verbindungslinie  AB,  welche  die  drei 
Diagonalen  sind.  Ist  dagegen  das  Strahlsystem  (0)  elliptisch,  so 
tritt  an  die  Stelle  der  genannten  Eigenschaft  die  mit  ihr  gleichbe- 
deutende, dass  das  StraMsystem  (0)  allemal  dasjenige  ist,  tvelches  dem 
Funlite  C  in  Bezug  auf  irgend  einen  PolarJcegelschnitt  C^^^  mgehört.  Um 
diese  Behauptung  zu  rechtfertigen,  denken  wir  uns  den  Polarkegel- 
schnitt C^^)  eines  beliebigen  Punktes  P  auf  etwas  andere  Weise  her- 
gestellt. Construiren  wir  die  den  Strahlen  AP,  BP,  CP  conjugirten 
Strahlen  in  den  drei  Strahlsystemen  (A)  (B)  (C),  so  schneiden  sich 
dieselben  in  einem  Punkte  IT,  und  ziehen  wir  durch  P  irgend  eine 
Gerade  (3,  welche  AB  in  c  triöt  (Fig.  75),  so  wird  /7c  die  feste  Ge- 
rade CP  in  einem  Punkte  X  treffen, 
so  dass  durch  die  fünf  Punkte 
ABCnX  der  oben  mit  ^(^>  bezeich- 
nete Kegelschnitt  bestimmt  wird, 
deim  da  CP  und  CIJ  ein  Paar 
conjugirter  Strahlen  des  Strahl- 
systems (C)  sind,  so  muss  die  Durch- 
bohrungssehne nX  mit  dem  Kegel- 
schnitt ^^-^  durch  den  Punkt  C  gehen, 
wie  es  schon  oben  für  die  Punkte 
a  und  b  nachgewiesen  ist  und  in 
gleicher  Weise  für  den  Punkt  c 
gilt;  wir  sehen  also  umgekehrt, 
dass  CP  und  77c  sich  in  einem 
Punkte  X  des  Kegelschnitts  Sl<^>  tref- 
fen müssen,  und  können  jetzt  von 

diesem  Kegelschnitte  ganz  abstrahiren,  indem  wir  den  zu  seiner  Be- 
stimmung dienenden  Punkt  X  allein  ins  Auge  fassen;  verbinden  wir 
die  Schnittpunkte  {AX,  ÜB)  =  a  und  (PX,  IIA)  =  ß,  so  ist  die 
Verbindungslinie  aß  =  ^  die  conjugirte  Gerade  zu  @  in  Bezug  auf 
die  Schaar,  und  indem  wir  die  Gerade  ®  um  den  festen  Punkt  P 
drehen,  umhüllt  die  in  der  angegebenen  Weise  construirte  Gerade  § 
den  Polarkegelschnitt  C^^\  Diese  Construction  gestattet,  leicht  die 
Veränderung  zu  überblicken,  welche  die  Figur  durch  die  Drehung  von 
(5J  erfährt;  es  beschreibt  nämlich  C  eine  gerade  Punktreihe  auf  AB,  X 
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eine  mit  ihr  projectivische  gerade  Punktreihe  auf  CP,  a  und  ß  mit 
X,  also  auch  mit  e  inander  projectivische  Punktreihen  auf  77 i?  und 
IIA,  folglich  umhüllt  §  einen  Kegelschnitt  C-'^^  welcher  77 yl  und 
nB  berührt-,  auch  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  ev  AB  zur  Tangente 
hat,  dies  geht  daraus  hervor,  dass,  wenn  %  mit  PC  zusammenfallt, 
§  auf  AB  TM  liegen  kommt.  Auf  den  beiden  Trägern  TIA  und  77 J5 
sind  mithin  einmal  A  und  B  und  dann  ß  und  a  je  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  der  beiden  projectivischen  Pnnktreihen,  folglich 
liegt  der  Schnittpunkt  {^Aa,  Bß)  =  X  auf  der  Verbindungslinie  der 
Berührungspunkte  der  beiden  Träger  (S.  93),  oder,  da  X  die  Gerade 
PC  durchläuft,  so  ist  PC  die  Polare  von  77  in  Bezug  auf  den  Polar- 
kegelschnitt C^^);  ferner  bilden  77yl,  ÜB,  AB,  aß  ein  dem  Kegel- 
schnitt umschriebenes  Vierseit,  dessen  zwei  Diagonalen  XA,  XB 
sind;  XA  und  XB  sind  also  stets  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  in 
Bezug  auf  den  Polarkegelschnitt  C^^^;  insbesondere  also  auch  CA  und 
und  CB,  und  auch  CP  und  C77,  weil  77  der  Pol  von  CP  ist;  folg- 
lich bestimmen  diese  beiden  Paare  conjugirter  Strahlen  das  dem 
Kegelschnitt  0^^^  zugehörige  Strahlsystem  in  C  und  dieses  coincidirt 
mit  dem  Strahlsystem  (C),  welches,  wie  früher  angegeben  ist,  von 
den  beiden  gegebenen  Strahlsystemen  {Ä)  und  (11)  abhängt,  indem 
CA  und  CB  ein  Paar  und  CP  und  (777  ein  zweites  Paar  conjugirter 
Strahlen  desselben  sind.  Die  oben  ausgesprochene  Behauptung  ist  also 
erwiesen  und  der  Polarkegelschnitt  C^^'  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die 
Schaar  ist  nunmehr  dadurch  bestimmt,  dass  er  dem  Dreieck  ABU 
einbeschrieben  ist  und  77^  und  IIB  in  denjenigen  beiden  Punkten 
berührt,  in  welchen  sie  von  PC  getroffen  werden. 

§.  50.    Die  Kegelschnittscliaar  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären 
gemeinschaftlichen  Tangenten. 

Die  in  §.  46  durchgeführte  Untersuchung,  welche  über  die  besondere 
Natur  der  in  einer  Kegelschnittschaar  enthaltenen  Kegelschnitte  Auf- 
schluss  gab,  beruhte  wesentlich  darauf,  dass  die  Kegelschnittschaar 
ein  reelles  gemeinschaftliches  Tripel  xrjz  besitzt,  behält  also  nur  ihre 
Gültigkeit,  wenn  die  Kegelschnittschaar  entweder  vier  reelle  gemeinschaft- 
liche Tangenten  hat  oder  vier  imaginäre;  es  bleibt  daher  eine  Lücke  für 
den  Fall,  wenn  die  Schaar  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemein- 
schaftliche Tangenten  besitzt,  und  diese  Lücke  auszufüllen  ist  der 
gegenwärtige  Paragraph  bestimmt,  in  welchem  die  dort  gewonnenen 
Resultate  von  einem  neuen  Gesichtspunkte  aus  den  allgemeinen  Polar- 
eigenschaften der  Kegelschnittschaar  nochmals  abgeleitet  werden  sollen, 
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unabhängig  davon,  ob  das  gemeinsame  Tripel  xyz  ganz  oder  nur 
zum  Theil  reell  ist. 

Gehen  wir  von  der  allgemeinsten  Erzeugung  der  Kegelschnitt- 
schaar aus  vermittelst  der  beiden  Strahlsysteme  {A)  und  {B),  von 
welchen  das  Strahlsystem  (C)  in  bestimmter  Weise  abhängt  (S.  313), 
und  nehmen  insbesondere  die  unendlich-entfernte  Gerade  ®^ ,  so  wird 
deren  conjugirte  Gerade  W  in  Bezug  auf  die  Schaar  die  Mittelpunkte 
m  sämmtlicher  Kegelschnitte  der  Schaar  enthalten.  Der  unendlich- 
entfernte Punkt  tn^  dieser  Geraden  SOZ  ist  der  Mittelpunkt  der  ein- 
zigen in  der  Schaar  vorkommenden  Parabel;  von  diesem  Punkte  m^ 
wollen  wir  den  Polarkegelschnitt  ^  ^^  in  Bezug  auf  die  Schaar  be- 
stimmen; derselbe  muss  eine  Parabel  sein,  weil  die  Polare  von  m^  in 
Bezug  auf  die  einzige  in  der  Schaar  vorkommende  Parabel  @^  selbst 
ist  und  mithin  @^  eine  Tangente  von  ^<^^>  ist;  folglich  ist  ^^-^  eine 
Parabel;  sie  berührt  9}?,  weil  9JJ  die  conjugirte  Gerade  zu  (§5^  ist  und 
@^  durch  in^  geht;  sie  berührt  ebenfalls  AB;  das  Strahlsystem  (C) 
ist  das  ihr  zugehörige,  wie  bei  jedem  Polarkegelschnitt  C'^^  (S.  325). 
Jede  Tangente  der  Parabel  S^^^^  trifft  9)1  in  einem  Punkte  m,  welcher 
Mittelpunkt  eines  bestimmten  Kegelschnitts  der  Schaar  ist,  und  bildet 
mit  Wt  zusammen  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  dieses  Kegel- 
schnitts, weil  diese  beiden  Strahlen  und  ©^  ein  Tripel  conjugirter 
Strahlen  für  einen  solchen  Kegelschnitt  sind.  Ziehen  wir  ferner  mO 
und  eine  Parallele  durch  in  zu  AB,  so  haben  wir  ein  zweites  immer 
reelles  Paar  conjugirter  Durchmesser  dieses  Kegelschnitts  der'  Schaar, 
weil  C  und  die  Verbindungslinie  JB  Pol  und  Polare  für  sämmtliche 
Kegelschnitte  der  Schaar  sind.  Durch  diese  beiden  Paare  conju- 
girter Durchmesser  ist  das  ganze  Strahlsystem  der  conjugirten  Durch- 
messer für  den  Kegelschnitt  der  Schaar,  dessen  Mittelpunkt  m  ist, 
vollständig  bestimmt,  und  die  Natur  dieses  Strahlsystems  giebt  Auf- 
schluss  über  die  Natur  des  Kegelschnitts,  ob  er  Ellipse  oder  Hyper- 
bel ist.  Wir  können  hiernach,  indem  wir  eine  veränderliche  Tangente 
an  der  Parabel  'iß^^^  herumbewegen,  den  Verlauf  jenes  Strahlsysteras, 
also  die  Natur  der  Kegelschnitte  der  Schaar  verfolgen  und  gelangen 
unabhängig  von  der  Realität  des  gemeinsamen  Tripels,  von  welchem 
C  und  AB  immer  reell  sind,  zu  den  Resultaten  des  §.  46,  die  aber 
für  den  Fall  nur  zweier  reeller  gemeinschaftlicher  Tangenten  der 
Schaar  eine  Modification  erleiden. 

Zuvörderst  ist  es  nun  nöthig,  die  Construction  der  Geraden  9Ji  und 
der  Parabel  '^^^\  wovon  Alles  abhängt,  genauer  anzugeben.  Die  Gerade  9Ji 
wird  nach  §.  49  so  gefunden:  Ein  durch  J.  zu  JÖO  gezogener  Parallelstrahl 
hat  zu  seinem  conjugirten  in  dem  Strahlsystem  (A)  den  Strahl  AS,  und  ein 
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durch  BtmAC  gezogener  Parallelstrahl  hat  zu  seinem  conjugirten  in  dem 
Strahlsystem  {B)  den  Strahl  BS-^  bezeichnet  S  den  Schnittpunkt  der 
beiden  so  gefundenen  Strahlen  und  o  die  Mitte  von  AB,  so  ist  oS 
die  gesuchte  Mittelpunktslinie  9Jt 

Ziehen  wir  sodann  durch  A  und  B  Parallelen  zu  W  und  die  zu 
ihnen  conjugirten  Strahlen  in  den  Strahlsystemen  (J.)  und  {B),  welche 
sich  in  11^  treffen,  endlich  durch  C  eine  Parallele  zu  9Ji,  welche  TI^A 
und  Z/pjö  in  a  und  ß  trifft,  so  ist  derjenige  Kegelschnitt,  welcher 
dem  Dreiseit  11^ AB  eiubeschrieben  ist  und  die  Seiten  U^A,  JI^^B  in 
den  Punkten  a  und  ß  berührt,  die  gesuchte  Parabel  ^^^);  sie  berührt 
auch  Wl  und  zwar,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  in  demjenigen  Punkte 
nx/i,  welcher  die  Mitte  des  Abschnittes  ist,  den  ll^A  und  II^B  auf  W 
ausschneiden;  dieser  Punkt  nu  ist  der  Mittelpunkt  derjenigen  Hyper- 
bel, welche  der  Schaar  angehört  und  die  Gerade  9JZ  zu  einer  Asym- 
ptote hat,  also  durch  den  Punkt  m^  geht,  denn  lU/,  ist  der  Schnitt- 
punkt zweier  zusammenfallenden  Tangenten  der  Parabel  '^^^\  also 
zweier  zusammenfallenden  conjugirten  Durchmesser  eines  Kegelschnitts 
der  Schaar.  Die  Verbindungslinie  77^111/,  geht  daher  nach  dem  unend- 
lich-entfernten Punkte  der  Parabel  ^^'^^  d.  h.  ist  parallel  mit  der  Axe 
derselben.  Hierdurch  ist  die  Parabel  ^^^'  mehr  als  bestimmt,  und 
es  lässt  sich  der  vorhin  angedeutete  Vorgang  deutlich  verfolgen, 
wenn  man  aus  den  sämmtlichen  Punkten  m  der  Geraden  'SR  die  noch 
übrige  zweite  Tangente  an  die  Parabel  ^^^^  legt.  Bezeichnen  wir  mit 
p^  den  jedesmaligen  unendlich-entfernten  Punkt  derselben,  so  be- 
schreiben m  auf  Wl  und  p^  auf  ©^  zwei  projectivische  Punktreiheu, 
weil  Ti  und  ©^  selbst  Tangenten  eines  Kegelschnitts  (der  Parabel  ^^  ^^^) 
sind  und  daher  von  allen  übrigen  Tangenten  desselben  projectivisch 
geschnitten  werden;  bezeichnen  wir  noch  den  unendlich-entfernten 
Punkt  von  AB  durch  c^,  so  sind  nach  dem  Obigen  mC  und  mc^  ein 
Paar,  iTtm^  und  mp^  ein  zweites  Paar  coujugirter  Durchmesser  des- 
jenigen Kegelschnitts  der  Schaar,  dessen  Mittelpunkt  ni  ist,  und  durch 
diese  beiden  Paare  ist  das  ganze  Durchmessersystem  bestimmt.  Um 
zu  entscheiden,  ob  ein  Strahlsystem  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist, 
haben  wir  nachzusehen,  ob  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  durch  ein 
zweites  und  dieses  durch  jenes  getrennt  wird  oder  nicht;  dies  lässt 
sich  leicht  bei  der  obigen  Figur  verfolgen. 

Wir  können  uns  aber  auch  des  in  §.  46  angewendeten  Hülfsmittels 
bedienen,  indem  wir  das  Strahlsystem  parallel  mit  sich  nach  irgend  einem 
Punkte  0  eines  Hülfskegelschnitts  S^^^  verlegen;  die  Durchbohrungssehue 
je  zweier  conjugirter  Strahlen  mit  dem  Kegelschnitt  ß^^^  läuft  dann  durch 
einen  festen  Punkt  P,  und  je  nachdem  dieser  Punlct  ausserhalb,  innerhalb 
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oder  auf  dem  Kegelschnitte  d^"^^  liegt,  ist  das  Strahlsystem  hyperbo- 
lisch, elliptisch  oder  parabolisch.  Verschieben  wir  mm,  wie  in  §.  46, 
sämmtliche  Durchmessersysteme  der  Schaar  ohne  Drehung  nach  einem 
beliebigen  Punkte  0  eines  Hülfskegelschnitts  S^^^,  so  bestimmt  jedes 
derselben  einen  Punkt  P,  und  den  Ort  sämmtlicher  Punkte  P  für  die 
ganze  Schaar  ermitteln  wir  folgendermassen:  Die  durch  0  zu  VXXtl^ 
und  m  c^  gezogenen  Parallelen  treffen  ©^^^  in  den  festen  Punkten  d  und 
y;  die  zu  mp^  durch  0  gezogene  Parallele  beschreibt  ein  Strahl- 
büschel, welches  perspectivisch  liegt  mit  der  Punktreihe  p^ ,  und  die 
zu  tnO  gezogene  Parallele  durch  0  beschreibt  ein  Strahlbüschel,  wel- 
ches mit  der  Punktreihe  in  projectivisch  ist;  da  nun  die  Punktreihen 
m  und  p'^  projectivisch  sind,  weil  mp^  die  veränderliche  Tangente 
der  Parabel  ^^^^  ist,  so  durchbohren  die  beiden  letzten  Strahlbüschel 
den  Kegelschnitt  (S*^^)  in  Punkten,  welche  resp.  mit  den  festen  Punkten 
d  und  y  auf  C'^)  verbünden  zwei  projectivische  Strahlbüschel  liefern 
müssen-,  der  Schnittpunkt  je  zweier  entsprechender  Strahlen  derselben 
ist  aber  P,  folglich  ist  der  Ort  der  Punkte  P  ein  neuer  Kegelschnitt 
(i^^\  welcher  mit  ß^^^  die  beiden  Punkte  y  und  d  gemein  hat.  Die 
Punkte  P  dieses  Kegelschnitts  ©[^^  bestimmen  Seimen  auf  S^^^,  deren 
Schnittpunkte  mit  0  verbunden  Strahlsysteme  in  0  liefern,  welche 
den  Durchmessersystemen  der  Kegelschnittschaar  parallel  laufen;  den- 
jenigen Punkten  von  ßf),  welche  ausserhalb  ß^'^)  liegen,  entsprechen 
also  Hyperbeln  in  der  Kegelschnittschaar,  denjenigen  Punkten  inner- 
halb (£(2>  Ellipsen  und  den  beiden  Punkten  y  und  ä  Parabeln,  und 
zwar  ist  nur  die  dem  Punkte  d  entsprechende  eine  eigentliche  Parabel, 
Avährend  die  dem  Punkte  y  entsprechende  die  Doppellinie  AB  ist, 
welche  als  Parabel  aufgefasst  werden  kann. 

Zur  weiteren  Untersuchung  müssen  nun  zwei  Fälle  unterschieden 
werden,  nämlich  ob  der  Punkt  C  1)  innerhalb  oder  2)  ausserhalb 
der  Parabel  ^"^^^  liegt.  Da  das  dem  Punkte  C  in  Bezug  auf  die 
Parabel  ^^^'  zugehörige  Strahlsystem  dasjenige  ist,  welches  von  den 
beiden  als  gegeben  angenommenen  Strahlsystemen  (J)  und  (P)  ab- 
hängt (S,  313),  und  es  im  Falle  1)  elliptisch,  im  Falle  2)  hyperbolisch 
ist,  so  hat  die  Kegelschnittschaar  im  ersten  Falle  zwei  reelle  und 
zwei  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten  (II  und  III),  im  zweiten 
Falle  entweder  vier  imaginäre  oder  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tan- 
genten (I  und  IV).  Im  ersten  Falle  können  nun  die  Kegelschnitte 
G^^)  und  ßp)  ausser  den  Punkten  y  und  d  keinen  Punkt  weiter  ge- 
meinschaftlich haben,  oder  es  kann  weiter  keins  von  den  Durchmesser- 
systemen parabolisch  werden;  denn  damit  ein  Strahlsystem  parabolisch 
sei,  müssen  zwei  beliebige  Strahlen  desselben  ein  und  denselben  con- 
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jugii-ten  Strahl  haben,  welcher  dann  zu  allen  Strahlen  der  conjugirte 
ist;  es  müssten  also  auch  iiim^  und  mc^  denselben  conjugirten  Strahl 
haben,  d.  h.  eine  durch  m  gehende  Tangente  der  Parabel  müsste  mit 
mC  zusammenfallen;  da  aber  C  innerhalb  der  Parabel  ^^^^  liegt,  so 
geht  keine  Tangente  durch  ihn,  also  schliessen  wir:  Eine  Kcgelschnitt- 
schaar  mit  Bivei  reellen  und  zwei  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten 
zerfallt  nur  in  eine  Gruppe  Ellipsen  und  eine  Grupjje  Hyperhein,  tvelche 
von  einander  getrennt  werden  einmal  durch  die  einzige  in  der  Schaar 
vorkommmende  Farahel  und  das  andere  Mal  durch  das  einzige  in  ihr 
vorkommende  Punläpaar.  Im  zweiten  Falle  dagegen  haben  die  beiden 
Kegelschnitte  ß^^>  und  ßp>  ausser  den  Punkten  y  und  d  noch  zwei 
andere  Punkte  gemein,  welche  parabolischen  Strahlsystemen  ent- 
sprechen; die  beiden  aus  C  an  die  Parabel  '»^(^^  gelegten  Tangenten 
sind  nämlich  selbst,  jede  doppelt  gedacht,  als  zwei  besondere  Parabeln 
der  Schaar  aufzufassen  und  bilden  mit  AB  zusammen  das  reelle  <ie- 
meinschaftliche  Tripel  d.  h.  sind  die  drei  Diagonalen  des  entweder 
ganz  reellen  oder  ganz  imaginären  vollständigen  Vierseits,  welchem 
die  Kegelschnittschaar  einbeschrieben  ist.  In  diesem  Falle  bleiben  die 
im  §,  46  gefundenen  Resultate  bestehen:  Die  Kegelschnittschaar  be- 
steht aus  zwei  Gruppen  Ellipsen  und  zwei  Gruppen  Hyperbeln,  welche 
durch  vier  Parabeln  von  einander  getrennt  werden  u.  s.  f.  Auch  die 
interessanten  Folgerungen,  welche  sich  aus  der  Untersuchung  des  Kegel- 
schnitts ßp^  in  §.  47  ergaben,  bleiben  hier  bestehen  mit  der  Modi- 
fication,  welche  aus  der  abweichenden  Beschaffenheit  der  Kegelschnitt- 
schaar von  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten sich  von  selbst  ergiebt. 

Es  ist  der  Vollständigkeit  wegen  noch  der  üebergangsfall  zu 
untersuchen,  wenn  der  Punkt  C  auf  der  Parabel  ^^^^  selbst  liegt;  in 
diesem  Fall  ist  das  Strahlsystem  {C)  parabolisch,  die  beiden  Asym- 
ptoten fallen  zusammen  in  eine  Gerade,  die  Tangente  in  C  an  der  Pa- 
rabel ^(^);  diese  Asymptoten  sind  aber  zwei  Diagonalen  des  vollstän- 
digen Vierseits,  welchem  die  Kegelschnittschaar  einbeschrieben  ist, 
und  da  sie  zugeordnete  harmonische  Strahlen  mit  CA  und  GIB  sind, 
so  muss  der  Strahl,  in  welchem  sie  zusammenfallen,  entweder  durch 
A  oder  durch  B  gehen;  nehmen  wir  an,  er  gehe  durch  B,  so  zeigt 
sich,  dass  das  durch  B  gehende  Seitenpaar  des  vollständigen  Vierseits 
zusammenfällt,  also  das  Strahlsystem  (!>*)  ebejifalls  parabolisch  wird, 
d.  h.  die  Kegelschnittschaar  den  speciellen  Charakter  annimmt,  in 
einem  festen  Punkte  B  beständig  dieselbe  feste  Tangente  BG  und 
ausserdem  zwei  reelle  oder  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten, 
die  durch  A  gehen,    zu    besitzen,  je    nachdem    das    gegebene    Strahl- 
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System  (Ä)  hyperbolisch  oder  elliptiseli  ist.  Die  Kegelschnittschaar 
specialisirt  sich  also  in  diesem  Uebergangsfalle  derart,  dass  zwei  von 
den  gemeinschaftlichen  Tangenten  zusammenfallen. 

§.  51.     Conjugirte  Kegelsclinittbiischel. 

Die  in  §.  42  angegebene  Erzeugung  des  Kegelschnittbüschels  aus 
zwei  beliebig  in  der  Ebene  angenommenen  geraden  Punktsystemen, 
welche  gleichzeitig  sämmtlichen  Kegelschnitten  des  Büschels  zuge- 
hören, führt  unmittelbar  zu  einer  eigenthümlichen  Verbindung  von  drei 
Kegelschnittbüscheln,  welche  conjugirt  genannt  werden  und  ganz 
dieselben  Eigenschaften  besitzen,  Avie  zwei  conjugirte  Kreisbüschel*) 
und  ein  von  ihnen  abhängiges  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln.  In- 
dem wir  bei  der  folgenden  Untersuchung  dieser  Eigenschaften  nur 
einen  Fall  ins  Auge  fassen  und  zwar  der  Einfachheit  wegen  denjeni- 
gen, für  welchen  die  wesentlichsten  Theile  der  Figur  reell  werden, 
wird  es  nach  Anleitung  der  vorigen  Auseinandersetzungen  keine 
Schwierigkeit  mehr  haben,  die  übrigen  Fälle,  in  welchen  gewisse 
Theile  der  Figur  imaginär  werden,  gleicherweise  auszuführen  und  die 
dabei  eintretenden  Modificationen  zu  ermitteln. 

Wir  gehen  von  zwei  hyperbolischen  Punktsystemen  (x,  |)  und 
(y,  7])  auf  den  Trägern  %  und  93  aus,  mit  den  Asymptotenpunkten 
g,  h  und  g  h'  (Fig.  76),  also  von  einem  Kegelschnittbüschel   mit  vier 

Fig.  76. 


reellen  Grundpunkten  ^/t^'A'.  Von  diesen  beiden  als  gegeben  angenomme- 
nen Punktsystemen  hängt  nun  ein  drittes  in  gewisser  Weise  ab;  dem 
Schnittpunkt  (5t,  93)  =  j9,  im  ersten  Punktsystem  aufgefasst,  entspricht 
nämlich  der  conjugirte  Punkt  %  und  als  c5  im  zweiten  Punktsystem 
der  conjugirte  Punkt  o;  die  Verbindungslinie  no,  welche  S  heisse,  ist 
der   Träger    eines   bestimmten    dritten    Punktsystems    {z,  i,),    welches 

*)   J.  Steiner:  Einige  geometrische  Betrachtungen,   Grelle' s  Journal  f.  Math. 
Bd.  I,  Seite  168. 
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dadurch  entsteht,  dass  wir  die  Schnittpunkte  von  ß  mit  den  Ver- 
bindungslinien xy  und  ^,7]  oder  auch  xri  und  y^  als  je  ein  Paar  con- 
jugirter  Punkte  s  und  t,  auffassen.  Es  ist  in  §.  42  bewiesen,  dass, 
wie  auch  die  beiden  Paare  xi,  und  yri  aus  den  ersten  beiden  Punkt- 
systemen gewählt  werden  mögen,  2  i,  immer  einem  und  demselben 
dritten  Punktsystem  angehören,  und  dass  dieses  insbesondere  hyper- 
bolisch ist  in  dem  unserer  Betrachtung  zu  Grunde  gelegten  Falle, 
wenn  (^,  |)  und  {y^ri)  hyperbolische  Punktsysteme  sind;  seine  Asym- 
ptotenpunkte <j"h"  sind  diejenigen  Punkte,  in  welchen  (/(/'  und  ^/i'  oder 
auch  kli    und  hg'  die  Gerade  ©  treffen,  so  dass  also: 

{yg,hh')  =  (j"        (gh\  hg')=h"' 

und  die  sechs  Asymptotenpunkte  gJig'Jig"h"  die  Ecken  eines  vollstän- 
digen Vierseits  sein  müssen,  als  dessen  drei  Diagonalen  die  Träger 
5(336  auftreten.  Die  beiden  Punktsysteme  auf  %  und  33  erzeugen  ein 
Kegelschnittbüschel,  welches  die  vier  Grundpunkte  ghg'h'  hat;  die 
Kegelschnitte  dieses  Büschels  treffen  6  in  je  zwei  Punkten  0^  ihres 
Punktsystems  d.  h.  haben  g"h"  zu  conjugirten  Punkten;  nehmen  wir 
irgend  ein  Paar  s^  als  Mittelpunkte  zweier  Strahlbttschel,  die  nach 
den  Punkten  x^  eines  veränderlichen  Punktpaares  auf  %  (oder  auch 
nach  yrj,  einem  veränderlichen  Paare  auf  33)  hingehen,  so  erzeugen 
diese  beiden  projcctivischen  Strahlbüschel  einen  Kegelschnitt  des 
Büschels  (ghg'h')  imd  pg'h"  ist  das  gemeinschaftliche  Tripel  dieses 
Büschels.  Die  Schnittpunkte  von  ^  mit  51  und  33,  welche  wir  n  und 
ö  genannt  haben,  sind  aber  auch  gleichzeitig  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  des  Systems  (z,  t),  und  in  diesem  Sinne  bezeichnen  wir  sie 
mit  r  und  q. 

Es  liegt  jetzt  nahe,  ebenso  wie  das  durch  die  beiden  Punkt- 
systeme {x,  I)  und  {y,  tj)  hervorgerufene  Kegelschnittbüschel  ein 
zweites  Kegelschnittbüschel  aus  den  beiden  Punktsystemen  (x,  |)  und 
(^,  g)  und  ein  drittes  aus  den  Systemen  (y,  n])  vmd  {s,  l)  hervorgehen 
zu  lassen;  diese  drei  Kegelsclmittbüschel  wollen  wir  durch: 
\%\  mit  den  Grundpunkten  g'h' g'li' 

[33]    -     -  -  g'li'gh 

[6]    -     -  -  g'hg^ 

bezeichnen  und  conjugirte  Kegehchnitthüschel  nennen.  Solche  drei  Kegel- 
schnittbüschel hängen  in  eigenthümlicher  Weise  mit  einander  zusam- 
men und  bieten  eine  lleihe  von  merkwürdigen  Eigenschaften  dar, 
welche  im  Folgenden  abgeleitet  werden  sollen. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  s  in  der  Ebene  gehen  drei  Kegel- 
schnitte   ABC,    deren    jeder   beziehungsweise    einem   der   drei    conju- 
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girten  Büschel  angehört;  von  diesen  drei  Kegelschnitten  schneiden 
sich  je  zwei  ausser  in  den  drei  ersichtlichen  Punkten  noch  in  einem 
jedesmaligen  vierten,  nämlich: 

B  und  C  in  den  Punkten  g  h  s  und  a 
C      -     Ä    -      -  -  g  h'  s     -     ö' 

Ä     -     B    -      -  -  g'li'" s     -     ö" . 

Die  drei  Punkte  aa'a"  liegen  in  gerader  Linie;  durch  den  Punkt 
s  giebt  es  nämlich  im  Allgemeinen  zwei  Strahlen,  die  sowohl  %  wie 
33  in  je  einem  Paare  conjugirter  Punkte  der  auf  ihnen  befindlichen 
Punktsysteme,  folglich  auch  ß  in  einem  Paare  seines  Punktsystems 
treffen;  allerdings  können,  da  die  beiden  Punktsysteme  (x,  |)  und  (g ,  rj) 
hyperbolisch  angenommen  sind,  jene  beiden  Strahlen  durch  s  auch 
imaginär  werden,  welchen  Fall  wir  nachher  untersuchen  wollen;  seien 
zuerst  die  beiden  Strahlen  durch  s  reell  und  so  beschaffen,  dass,  wenn 
der  eine  die  Träger  3133 S  in  ahc  trifft,  der  andere  ihnen  in  den  con- 
jugirten  Punkten  aßy  begegnet,  dann  sind  die  Schnittpunkte: 

{aß,  ha)  =  a"  (ay,  ca)  =  6  (hy,  cß)  =  6 
und  liegen  in  gerader  Linie  (Seite  100).  Da  nämlich  aa  imd  hß 
zwei  Paare  conjugirter  Punkte  sind  für  das  Büschel  [S],  so  sind  auch 
(Seite  153)  (a&,  aß)  =  s  und  {aß,  ha)  ==  a"  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  für  das  ganze  Büschel  [©];  ebenso  ist  ö  der  conjugirte  Punkt 
zu  s  für  das  Büschel  |Sl]  und  (?'  für  das  Büschel  [S].  Die  Tangenten 
in  s  an  den  drei  Kegelschnitten  ABC  gehen  also  resp.  durch  66  g"\ 
es  trifft  aber  der  Kegelschnitt  A  die  Gerade  ^  in  den  obigen  Punkten 
a  und  a,  denn  die  beiden  Strahlbüschel  mit  den  Mittelpunkten  a  und  «, 
welche  nach  den  Paaren  conjugirter  Punkte  (^,  y])  oder  {z,  £;)  hin- 
gehen, erzeugen  den  Kegelschnitt  A,  weil  ah  und  aß  sich  in  s  treffen 
und  durch  diesen  einen  Punkt  der  Kegelschnitt  des  Büschels  [§tj  schon 
bestimmt  ist;  hieraus  folgt,  dass  auch  {aß,  ah)  ==  a"  ein  Punkt  des 
Kegelschnitts  A  sein  muss;  andererseits  trifft  der  Kegelschnitt  B  die 
Gerade  S5  in  den  Punkten  h  und  /3,  folglich  ist  auch  (J>a,  ßa)  =  ö" 
ein  Punkt  des  Kegelschnitts  B,  und  da  die  Kegelschnitte  A  und  B 
bereits  die  drei  Punkte  sg"h"  gemein  haben,  so  ist  a"  ihr  vierter 
gemeinschaftlicher  Punkt;  in  gleicher  Weise  folgt,  dass  (hy ,  eß)  =  6 
der  vierte  Schnittpunkt  der  Kegelschnitte  B  und  C,  und  endlich,  dass 
{ca,  ay)  ==  a  der  vierte  Schnittpunkt  der  Kegelschnitte  A  und  C  ist. 
Wir  haben  also  folgendes  Ergebniss: 

Hat  man  drei  conjugirte  Kegelschnitthüschel,  so  geht  durch  einen  he- 
liehigen  Punkt  s  in  der  Ehene  aus  jedem  Büschel  je  ein  Kegelschnitt; 
diese   drei   Kegelschnitte   ABC  haben  zu  je   zweien   noch   einen   vierten 
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gemeinschaftlichen  Funkt,  und  zwar  B  und  C  den  Punkt  <?,  C  und  A 
den  Punkt  6  ,  A  und  B  den  PunM  a" ;  die  drei  Punkte  aa'a"  liegen 
in  einer  Geraden  2,  und  die  drei  Strahlen  sä,  sa  ,  sa"  sind  die  Tan- 
genten der  drei  Kegelschnitte  ABC  im  Punkte  s;  die  Punkte  öa'a"  sind 
ferner  die  conjugirten  Punkte  von  s  in  Bezug  auf  die  drei  conjugirten 
Büschel.  Die  drei  Kegelschnitte  ABC  treffen  endlich  im  Allgemeinen  die 
Träger  Stoß  der  drei  erzeugenden  Punktsysteme  in  drei  conjugirten 
Punktpaaren  aa,hß,  cy ,  und  von  diesen  sechs  Punkten  liegen  ziceimal 
dreiin  je  einer  Geraden :  ah  c  und  ccßy,  tvelche  beiden  Geraden  selbst  durch 
s  gehen;  diese  drei  Punktpaare  sind  entiveder  alle  drei  reell  oder  alle  drei 
imaginär.  Die  sechs  Grundpunkte  der  drei  conjugirten  KegelschnittbüscJiel 
bilden  ein  vollständiges  Vierseit,  und  es  giebt  eine  KegelscJinittschaar,  welche 
dem  letzteren  einbeschrieben  ist;  von  den  beiden  möglichen  Kegelschnitten 
dieser  Schaar,  tvelche  durch  s  gehen,  sind  die  beiden  Tangenten  in  s  die 
vorigen  Geraden  abc  und  ccßy  und  daher  die  Asymptoten  desjenigen 
Strahlsystems,  welches  von  den  Tangentenpaaren  aus  s  an  die  KegelscJinitt- 
schaar gebildet  wird.  Der  Polarkegelschnitt  von  s  in  Bezug  auf  diese 
Kegelschnittschaar  berührt  die  Geraden  abc  und  aßy  und  ist  ausserdem 
dem  Diagonaldreieck  opr  des  vollständigen  Vierseits  einbeschrieben;  die 
Punkte  Gö' o"  sind  die  Pole  der  drei  Strahlen  so,  sr,  sp  in  Bezug  auf 
den  genannten  Polarkegelschnitt,  und  die  Gerade  S  ist  also  die  Polare  von 
s  in  Bezug  auf  denselben.  Das  Letztere  folgt  unmittelbar  daraus,  dass 
aabß  ein  diesem  Polarkegelschnitt  umschriebenes  Viereck  ist,  dessen 
Diagonaldreieck  sö" p  ein  Tripel  in  Bezug  auf  denselben  bildet. 

Wir  müssen  jetzt  dieselben  Resultate  auch  für  den  andern  mög- 
lichen Fall  nachweisen,  wenn  nämlich  die  beiden  durch  den  angenom- 
meneu Punkt  s  gehenden  Strahlen,  welche  die  Träger  der  drei  Punkt- 
systeme {x,  I)  {y,  rf)  {z,  ^)  gleichzeitig  in  drei  Paaren  conjugirter 
Punkte  treffen,  nicht  reell  sind.  Hierzu  construiren  wir  den  dem 
s  conjugirten  Punkt  in  Bezug  auf  das  Büschel  [?I],  dessen  Grund- 
punkte g'h'g'h"  sind  und  dessen  gemeinschaftliches  Tripel  (//io  ist; 
wenn  wir  also  sg,  sh,  so  ziehen  und  die  vierten  harmonisch  -  zugeord- 
neten Strahlen  bestimmen,  indem  jedes  Seitenpaar  des  vollständigen 
Vierecks  g'h'g'h"  das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  ist,  so 
sind  diese  drei  vierten  Harmonischen  die  Polaren  von  s  in  Bezug 
auf  die  drei  Linienpaare  des  Büschels  [31]  und  schneiden  sich  in  dem 
zu  s  conjugirten  Punkte  6;  also  sind  die  vier  Strahlen  g  (g'Ji'sö)  vier 
harmonische  Strahlen,  ebenso  auch  h  {g'h' sö)  und  in  gleicher  Weise 
g  {g"h"  sd)  und  h  {g"h"  so)-.,  aus  der  Gleichheit  der  Doppel  Verhält- 
nisse: 

g  (g'h'sa)  =  h  (g'h'sö) 
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folgt  aber,    dass    die    sechs   Punkte   ghg'Ji  sa  auf  einem  Kegelschnitt 
liegen,  und  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

g  {g'li'sö)  =  h  {g"h"s6)  , 
dass  die  sechs  V\mkieghg"h"s6  auf  einem  Kegelschnitt  liegen;  diese  beiden 
Kegelschnitte  B  und  C,  welche  den  Büscheln  [iö]  und  |  ßj  angehören  und 
durch  s  gehen,  schneiden  sich  also  in  dem  vierten  Punkte  a,  welcher 
der  conjugirte  ist  zu  s  in  Bezug  auf  das  Büschel  \%\  und  also  in  der 
Tangente  eines  durch  die  fünf  Punkte  g'li  g"h" s  gelegten  Kegelschnitts 
A  an  dem  Punkte  s  sich  befindet.  Die  in  gleicher  Weise  für  die 
Kegelschnitte  A  und  B,  A  und  C  ersichtliche  Eigenschaft  bestätigt 
somit  den  ersten  Theil  des  obigen  Satzes.  Da  die  fünf  Punkte  gh'g"h"s 
auf  einem  Kegelschnitte  A  liegen,  dessen  Tangente  S6  ist,  so  werden, 
wenn  wir  die  Strahlen  sg  ,  sh'  als  ein  Paar  conjugirter  Strahlen,  sg", 
sh"  als  ein  zweites  Paar  eines  neuen  Strahlsystems  auffassen,  deren 
Durchbohrungssehnen  g'Ji  und  g" h"  mit  A  sich  in  o  treffen,  so  und 
sc  ein  drittes  Paar  dieses  Strahlsystems  (s)  sein  (S.  151).  Dieses 
Strahlsystem  (s),  welches  durch  die  beiden  Strahlenpaare  sg  ,  sh'  und 
sg" ,  sh"  bestimmt  wird,  hat  auch  sg  uud  sh  zu  einem  Paare  conju- 
girter Strahlen  und  ist  dasjenige,  welches  von  den  Tangentenpaaren 
aus  s  an  die  Kegelschnittschaar  gebildet  wird,  welche  dem  vollstän- 
digen Vierseit  ghg'h'g'lt'  einbeschrieben  ist,  oder  (Seite  324)  das- 
jenige Strahlsystem,  welches  dem  Polarkegelschnitt  des  Punktes  s  in 
Bezug  auf  diese  Kegelschnittschaar  zugehört;  folglich  sind  so  und  S6 
ein  Paar  conjugirter  Strahlen  für  den  genannten  Polarkegelschnitt; 
andererseits  berührt  dieser  Polarkegelschnitt  die  Seiten  des  Diagonal- 
dreiecks orp,  und  06  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  der  vierte  harmoni- 
sche Strahl  zu  os,  or,  op,  dem  os  zugeordnet,  also  sind  auch  os  und 
06  conjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Polarkegelschnitt  und  daher 
6  der  Pol  von  so  in  Bezug  auf  denselben;  in  gleicher  Weise  folgt, 
weil  der  Polarkegelschnitt  von  s  in  Bezug  auf  die  dem  vollständigen 
Vierseit  einbeschriebene  Schaar  unverändert  bleibt,  dass  der  Pol  von 
TS  der  Punkt  6  und  von  ps  der  Punkt  a"  ist,  und  da  die  drei  Strahlen 
os,  rs,  ps  durch  einen  Punkt  s  gehen,  so  müssen  die  drei  Pole  öö'a" 
in  einer  Geraden  S  liegen,  welche  die  Polare  von  s  ist.  Hierdurch 
ist  der  zweite  Theil  des  obigen  Satzes  erwiesen  und  damit  zugleich 
ein  elementarer  Satz  gewonnen: 

Wenn  man  die  drei  Paare  der  Gegenecken  eines  vollständigen  Vierseits 
gh,  g'h' ,  g"h"  mit  einem  beliebigen  Punkte  s  der  Ebene  verbindet  und  m 
jedem  dieser  Strahlen  den  vierten  liarmonischen  Strahl  construirt,  z,  B. 
m  gs  und  den  beiden  sich  in  g  kreuzenden  Seiten  des  Vierseits  den 
vierten  harmonischen,  welcher  gs  zugeordnet  ist,  ebenso  zu  hs  u.  s.  /.,  so 
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schneiden  sich  solche  Strahlen,  die  durch  je  zwei  Gegenechen,  z.  B.  f)  und 
h  gehen,  in  einem  Ftmlde  <5,  die  vierten  harmonischen  Sirahlen  durch  g 
und  li  in  a'  und  die  durch  g"  und  h"  in  ö"  dergestalt,  dass  die  drei 
Schnittpunkte  66  c"  in  einer  Geraden  liegen. 

Ein  besonderer  Fall  des  polaren  Nebensatzes  ist  sehr  bekannt, 
nämlich:  „Die  Verbindungslinien  der  Mitten  der  drei  Seitenpaare  eines 
vollständigen  Viereclis  laufen  durch  einen  Punkt"  {Schwerpunlit). 

Die  drei  conjugirten  Kegelsehnittbüsehel  \%[]  [33]  [®]  haben  weitere 
bemerk enswerthe  Eigenschaften:  Legt  man  aus  irgend  einem  Punkte 
a  der  Geraden  %  das  Tangeutenpaar  an  einen  Kegelschnitt  B  des 
Büschels  [S3J,  dessen  Grundpunkte  ghg"h"  sind,  und  mögen  die  Be- 
rührungspunkte tt'  heissen,  so  geht  die  Polare  tt'  von  a  in  Bezug 
auf  B  durch  den  conjugirten  Punkt  a  des  Punktsystems  (x,  |),  weil 
a  der  vierte  harmonische,  dem  a  zugeordnete  Punkt  zu  agh  ist.  Die 
vier  Punkte  ghtf  auf  dem  Kegelschnitt  B  besitzen  aber  die  Eigen- 
schaft, dass  sie  mit  irgend  einem  andern  Punkte  dieses  Kegelschnitts 
verbunden  vier  harmonische  Strahlen  liefern  (S.  125),  folglich  sind 
ebensowohl  g"  {ghtt'),  als  auch  Ji'  (ghtf)  je  vier  harmonische  Strahlen 
und  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

g"  {ghtt')  =  h"  {hgtt') (S.  12) 

ergiebt  sich,  dass  die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen,  also  die 
vier  Punkte  g'h'tt'  mit  g"h"  auf  einem  Kegelschnitt  A  liegen  und  dass 
die  Punkte  g'h'tt'  vier  harmonische  Punkte  dieses  Kegelschnitts  A 
sind  (S.  125),  folglich  tt'  durch  den  Pol  von  g'h'  gehen  muss;  der  Pol 
von  g'h'  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  A  muss  aber  auf  gh  liegen, 
weil  ogh  ein  Tripel  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  ist,  also  ist  der 
Schnittpunkt  von  tt'  mit  gh,  d.  h.  der  Punkt  a  der  Pol  von  ////  und 
ag  und  ah'  sind  Tangenten  des  Kegelschnitts  A  in  den  Punkten 
g'h'.  Da  ferner  ogh  das  Diagonaldreieck  des  vollständigen  Vierecks 
g'h'g'h"  ist  und  die  Tangenten  des  dem  letzteren  umschriebenen 
Kegelschnitts  A  in  g'h'  sich  auf  der  Diagonale  gh  im  Punkte  a 
treffen,  so  müssen  auch  die  Tangenten  des  Kegelschnitts  A  in 
g"]i'  sich  auf  der  Diagonale  gh  schneiden  in  dem  zu  gha  har- 
monisch liegenden,  dem  a  zugeordneten  Punkte,  also  in  a.  Der  Kegel- 
schnitt A  hat  also  ag"  und  ah"  zu  Tangenten  in  den  Punkten  g"  und  li'. 
Fassen  wir  das  Gefundene  zusammen,  so  ergiebt  sich:  Legt  man  aus 
irgend  einem  Punkte  a  der  Geraden  %  das  Tangenten})aar  an  einen 
Kegelschnitt  des  Büschels  [S3j,  so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einem 
Kegelschnitt  A,  welcher  durch  die  vier  Punkte  (/'//r/'A"  geht  und  ag, 
all'   zu  Tangenten  hat;  verändern   wir  daher  den  Kegelschnitt  B  des 
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Büschels  [33],  halten  aber  den  Punkt  a  fest,  so  verändern  sich  die 
Berührungspunkte  tt',  während  der  Kegelschnitt  A,  auf  welchem  sie 
liegen  müssen,  derselbe  bleibt,  also: 

Legt  man  aus  irgend  einem  Punkte  a  der  Geraden  %  an  sämmtliche 
Kegelschnitte  des  Büschels  [S]  die  Tangentenpaare ,  so  ist  der  Ort  ihrer 
Berührungs'punkte  ein  bestimmter  Kegelschnitt  A  des  Büschels  [St], 
welcher  ag" ,  alt'  zu  Tangenten  hat.  Weil  dieser  Kegelschnitt  A 
aber  auch  ag  und  ah'  zu  Tangenten  hat,  so  folgt:  Legt  man  aus 
irgend  einem  Funkte  a  der  Geraden  %  an  sämmtliche  Kegelschnitte  des 
Büschels  [S]  die  Tangentenpaare,  so  ist  der  Ort  ihrer  Berührungspunkte 
ein  bestimmter  L^^egelschnitt  A  des  Büschels  [St],  tvelcJier  ag ,  ah'  zu 
Tangenten  hat,  und  zwar  entsteht,  wenn  a  und  a  harmonisch  liegen  zu 
g,  h,  für  den  Punkt  a  und  das  Büschel  [35]  derselbe  Kegelschnitt  A , 
wie  für  den  Punkt  a  und  das  Büschel  [ß],  ebenso  auch  für  den  Punkt 
a  und  das  Büschel  [ß]  derselbe  Kegelschnitt  A,  wie  für  den  Punkt  a 
und  das  Büschel  [83];  die  Kegelschnitte  A  und  A  sind  aber  ver- 
schieden; sie  gehören  beide  dem  Büscliel  [St]  an,  aber  der  ersterc  hat  ag" , 
ah"  zu  Tangenten,  der  andere  ag  ,  ah'  und  zugleich  der  erstere  ag  ,  ah', 
der  andere  ag" ,  all'. 

Verändern  wir  jetzt  den  Punkt  a  (und  cc)  auf  %,  so  durchläuft 
der  Kegelschnitt  A  (und  A)  das  ganze  Büschel  [St],  und  die  Kegel- 
schnitte A  und  A  erfüllen  dasselbe  auf  doppelte  Weise.  Wir 
sehen  hieraus,  wie  das  ^Büschel  [St]  aus  dem  conjugirten  Büschel  [33] 
oder  [S]  hervorgeht;  in  gleicher  Weise  entsteht  das  Büschel  [33]  auf 
doppelte  Art  aus  den  Büscheln  [St]  und  [ß]  und  endlich  das  Büschel 
[©]  aus  den  Büscheln  [St]  und  [33].  Geht  man  andererseits  von  einem 
beliebigen  Kegelschnittbüschel  mit  vier  Grundpunkten  aus,  so  kann 
man  die  beiden  andern  zu  ihm  conjugirten  Büschel  dadurch  ableiten, 
dass  man  ein  Linienpaar  des  ersten  Kegelschnittbüschels  auffasst,  in 
der  einen  gemeinschaftlichen  Secante  dieses  Linienpaars  einen  Punkt  a 
annimmt  und  aus  a  die  Tangentenpaare  an  sämmtliche  Kegelschnitte 
des  Büschels  legt;  dann  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einem 
Kegelschnitt,  welcher  mit  der  Veränderung  von  a  das  eine  conjugirte 
Büschel  erzeugt;  in  gleicher  Art  liefert  die  andere  gemeinschaftliche 
Secante  das  dritte  conjugirte  Büschel.  Kommen  in  dem  anfänglich 
angenommenen  Büschel  drei  reelle  Linienpaare  vor,  so  giebt  es  drei- 
mal solche  je  drei  conjugirte  Büschel,  im  Ganzen  also  sieben  Kegel- 
schnittbüschel, da  das  ursprüngliche  dreimal  zählt. 

Die  beiden  oben  betrachteten  Kegelschnitte  A  und  A  stehen 
mit  den  beiden  Punkten  a  und  a,  welchen  sie  entsprechen,  in  einem 
eigenthümlichen  Zusammenhange:  Da  der  Ort  der   Berührungspunkte 
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aller  an  die  Kegelschnitte  des  Büschels  [S3]  aus  dem  Punkte  a  gelegten 
Tangentenpaare  der  Kegelschnitt  A  ist,  so  wird  es,  wenn  irgend 
eine  durch  a  gelegte  Transversale  den  Kegelschnitt  A  in  den  Punkten 
t  und  r  trifft,  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels  [33]  geben,  welche  die 
Transversale  in  den  Punkten  t  und  x  berühren,  und  es  werden  daher 
t  und  t  die  Asymptotenpunkte  desjenigen  Punktsystems  sein,  welches 
von  den  Kegelschnitten  des  Büschels  [33]  auf  der  Transversale  aus- 
geschnitten wird.  Betrachten  wir  nun  den  Kegelschnitt  A,  der  durch 
g'h'g'h"  geht,  und  dessen  Tangenten  ag  ,  ah'  sind;  möge  die  vorige 
durch  a  gezogene  Transversale  ihn  in  r  und  q  treffen,  so  sind  (/li'rQ 
vier  harmonisch  gelegene  Punkte  dieses  Kegelschnitts  (S.  124),  folglich 

g"  {glirg)     und     li'  (g'JirQ) 
je  vier  harmonische  Strahlen;    aus    der   Gleichheit    der  Doppel  Verhält- 
nisse, welche  den  Werth  —  1  haben: 

g"  {gh'rQ)  =h"  (h'g'rQ) 

folgt  aber,  dass  die  sechs  Punkte  ghrQg'h"  auf  einem  Kegelschnitte 
liegen,  welcher  natürlich  dem  Büschel  [33]  angehört;  es  sind  daher 
r,  Q  ein  Paar  conjugirter  Punkte  jenes  Punktsystems  auf  der  Trans- 
versale, welches  t  und  x  zu  Asymptotenpunkten  hat;  r,  q  liegen  daher 
zu  t,  X  harmonisch,  und  diese  vier  Punkte  sind  in  der  Art  paarweise 
zugeordnet,  dass  je  zwei  Schnittpunkte  mit  einem  der  Kegelschnitte 
A  und  A  zugeordnete  Punkte  sind;  jede  durch  den  Punkt  a  ge- 
zogene Transversale  trifft  demnach  die  beiden  Kegelschnitte  A  und 
A  in  vier  harmonisch  gelegenen  Punkten,  von  denen  je  zwei  Schnitt- 
punkte mit  demselben  Kegelschnitt  zugeordnete  sind;  dasselbe  gilt 
offenbar  für  den  Punkt  cc.  Das  Verhalten  der  lieiden  Kegelschnitte 
A  und  A  zu  den  Punkten  a  und  a  ist  mithin  genau  dasselbe,  wie 
es  in  der  Kreistheorie  bei  zwei  sich  rechtwinklig  schneidenden  Kreisen 
und  ihren  Mittelpunkten  sich  darbietet;  hat  man  zwei  sich  rechtwink- 
lig schneidende  Kreise,  so  ist  aus  den  Elementen  bekannt,  dass  jede 
durch  einen  der  beiden  Kreismittelpunkte  gehende  Transversale  die 
Kreise  in  vier  harmonisch  gelegenen  Punkten  trifft,  von  denen  die 
Schnittpunkte  mit  je  einem  Kreise  zugeordnete  sind.  Die  Verallge- 
meinerung dieser  Eigenschaft  besteht  nunmehr  in  folgendem  Satze: 

Legt  man  ans  irgend  einem  Punkte  a  einer  gemeinscliaftlichen  Sc- 
cante  eines  Kegelschnittbüschels  die  2'angentenpaare  an  dasselbe,  so  liegen 
die  Berühnmgsimnlite  auf  einem  Kegelschnitt  A;  legt  man  aus  dem 
conjugirten  Punkte  a  m  a  in  Bezug  auf  das  Büschel  ebenfalls  die  Tan- 
gentenpaare an  die  Kegelschnitte  des  Büschds,  so  liegen  die  Berührungs- 
punkte  auf  einem   andern  Kegelschnitt   A;    die    beiden   Kegelschnitte   A 
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und  A  haben  m  den  PimMen  a  und  a  die  eigenthlimliche  Lage,  dass 
jede  durch  a  oder  a  gehende  Transversale  von  den  leiden  Kegelschnitten 
in  vier  harmonisch e)t  Funlden  getroffen  wird,  von  denen  je  ztvei  Schnitt- 
punkte desselbeti  Kegelschnitts  zugeordnete  sind. 

Weitere  Eigenschaften,  welche  conjugirte  Kegelschnittbüschel  dar- 
bieten (wenn  z.  B.  aus  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  die  Tangenten- 
paare an  die  Kegelschnitte  der  Büschel  gelegt  werden,  wobei  die  Be- 
rührungspunkte auf  einer  Curve  dritten  Grades  liegen,  und  diese  drei 
Curven  dritten  Grades  in  Bezug  auf  die  conjugirten  Kegelschnitt- 
büschel in  eigenthümliche  Verbindung  treten),  müssen  wir  hier  über- 
gehen, um  nicht  die  Grenzen,  welche  diesem  Buche  gesteckt  sind,  zu 
überschreiten.  Es  bleibt  noch  übrig,  den  im  Eingange  dieses  Para- 
graphen berührten  besonderen  Fall  von  drei  conjugirten  Kegelschnitt- 
büscheln, welcher  schon  in  den  Elementen  auftritt,  mit  dem  hier  be- 
handelten allgemeinen  Falle  in  Verbindung  zu  setzen.  Nehmen  wir 
nämlich  an,  dass  von  den  drei  erzeugenden  Punktsystemen  {x,  |)  (i/,  rf) 
und  (^,  g)  eines  den  besonderen  Charakter  hat,  dass  sein  Träger  die 
unendlich  -  entfernte  Gerade  @^  ist  und  dasselbe  aus  allen  Paaren 
unendlich-entfernter  Punkte  besteht,  welche  in  je  zwei  zu  einander 
rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  also  dasjenige  Punktsystem  auf  ©^ , 
dessen  Asymptotenpunkte  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  auf  der 
unendlich  -  entfernten  Geraden  sind  (Seite  78);  ist  (^x,  |)  dieses  be- 
sondere Punktsystem,  dessen  Träger  %  also  @^  ist,  dagegen  (?/,  7]) 
ein  beliebiges,  etwa  hyperbolisches  Punktsystem  mit  den  Asymptoten- 
punkten gli  auf  dem  Träger  93,  so  wird  der  Träger  ß  des  dritten 
Punktsystems  diejenige  Gerade  sein,  welche  in  dem  Mittelpunkte  o  des 
Punktsystems  (?/,  rf),  der  dem  unendlich-entfernten  conjugirt  ist,  d.  h. 
in  der  Mitte  o  zwischen  g'h'  senkrecht  steht  auf  93,  und  das  dritte 
Punktsystem  (^,  ^)  auf  6,  welches  nothwendig  ein  elliptisches  sein 
muss  (S.  254),  wird  erhalten,  indem  wir  durch  ij  einen  beliebigen  Strahl 
yz  und  durch  ^  einen  darauf  senkrechten  ijt,  zielien,  welche  ß  in  z 
und  t,  treffen;  o  wird  ebenfalls  der  Mittelpunkt  dieses  Punktsystems 
sein,  und  zt,  liegen  nach  entgegengesetzten  Seiten   von  o  so,   dass 

oy  .  ori  -\-  oz  .  ol  =  0 

ist,  d.  h.  die  Potenzen  der  beiden  Punktsysteme  auf  $8  und  ß  gleich 
aber  entgegengesetzt  werden.  Die  von  solchen  drei  Punktsystemen 
erzeugten  conjugirten  Kegelschnittbüschel  nehmen  einen  besonders  ein- 
fachen Charakter  an,  indem  zwei  von  ihnen  conjugirte  Kreishiischcl  werden, 
und  das  dritte  ein  Büschel'  gleichseitiger  Hyperbeln  wird,  welches  in 
den  Elementen  unerwähnt  zu  bleiben  pflegt.    In  der  That,  das  Büschel 
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[SJ  wird  ein  gewöhnliches  Kreisbüschel,  welches  durch  die  beiden 
reellen  gemeinschaftlichen  Punkte  g'h'  geht,  weil  die  imaginären  Kreis- 
punkte auf  (5J^  alten  Kegelschnitten  dieses  Büschels  gemeinschaftlich 
sind,  letztere  also  alle  Kreise  werden;  diese  Kreise  haben  ihre  Mittel- 
punkte auf  ß  und  treffen  6  in  je  zwei  conjugirten  Punkten  des  Punkt- 
systems {z,  t).  Das  Büschel  [33]  wird  ebenfalls  ein  Kreisbüschel  mit  der 
ideellen  gemeinschaftlichen  Secante  ß;  es  hat  nämlich  seine  Mittel- 
punkte auf  33,  und  jeder  Kreis  desselben  trifft  33  in  je  zwei  conjugirten 
Punkten  y,  rj  des  gegebenen,  Punktsystems ;  die  Kreise  dieses  Büschels 
haben  also  die  Strecken  zwischen  je  zwei  conjugirten  Punkten  yr]  zu 
Durchmessern.  Die  Asymptotenpunkte  g'h'  repräsentiren  insbesondere 
die  Nullkreise  dieses  Büschels.  Die  beiden  genannten  Kreisbüscl.el 
heissen  bekanntlich  conjugirte  Kreisbüschel,  indem  jeder  Kreis  des 
einen  jeden  des  andern  rechtwinklig  schneidet.  Das  dritte  Büschel  |5l] 
besteht  endlich  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  die  reellen 
Punkte  g'h'  zu  reellen  Grundpunkten  haben  und  das  Punktsystem 
(^0,  ^)  auf  dem  Träger  ß^  zu  demjenigen,  welches  allen  Kegelschnitten 
dieses  Büschels  zugehört;  dadurch  ist  es  schon  bestimmt  und  besteht 
offenbar  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln,  da  es  den  oben  (S.  308)  auf- 
gestellten Bedingungen  dafür  genügt,  dass  ein  Büschel  mit  zwei 
reellen  und  zwei  imaginären  Grundpunkten  ein  Büschel  gleichseitiger 
Hyperbeln  sei;  je  zwei  unendlich-entfernte  Punkte  in  zwei  zu  einander 
rechtwinkligen  Richtungen  sind  also  die  unendlich -entfernten  Punkte 
einer  Hyperbel  dieses  Büschels;  der  Punkt  o  ist  der  Mittelpunkt  aller 
dieser  Hyperbeln;  der  Mittelpunktskreis  reducirt  sich  daher  auf  einen 
Punkt  0,  und  je  zwei  durch  o  gehende  rechtwinklige  Strahlen  sind 
'die  Asymptoten  einer  Hyperbel  dieses  Büschels;  da  die  Hyperbeln 
ausserdem  durch  die  reellen  Punkte  g'h'  gehen,  so  sind  sie  leicht  zu 
construiren.     (S.  120.)     (Vgl.  §.  61.) 

Wir  erwähnen  noch  im  Allgemeinen,  dass  bei  drei  conjugirten 
Keffelschnittbüschelh  hinsichtlich  ihrer  besonderen  Beschaffenheit  über- 
haupt  nur  zwei  Fälle  eintreten  können;  entweder  1)  hat  jedes  der 
drei  conjugirten  Büschel  vier  reelle  Grundpunkte,  was  der  von  uns 
behandelte  Fall  ist,  oder  2)  eines  der  drei  conjugirten  Büschel  hat 
zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Grundpunkte,  das  andere  ebenfalls, 
und  das  dritte  vier  imaginäre  Grundpunkte,  wovon  die  beiden  Kreis- 
büschel und  das  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  einen  besonderen 
Fall  bilden;  denn  nach  §.  42  (S.  254)  hängen  die  drei  erzeugenden 
Punktsysteme  {x,  |)  {y,  rj)  (g,  t,)  immer  so  mit  einander  zusammen, 
dass  entweder  alle  drei  hyperbolisch  oder  eines  hyperbolisch  und  die 
beiden  andern  elliptisch  sind. 
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Der  in  diesem  Paragraphen  durchgeführten  Betrachtung  steht  die 
gleichlaufende  polare  Nebenbetrachtung  zur  Seite,  welche  von  zwei 
beliebig  angenommenen  Strahlsystemen  ausgeht  (wie  auf  S.  312),  von 
denen  ein  drittes  in  bestimmter  Weise  abhängt;  diese  drei  Strahl- 
systeme bestimmen,  zu  je  zweien  in  Verbindung  gebracht,  drei  conju- 
girte  Kegelschnittschaar cn,  deren  Eigenschaften  in  ganz  gleicher  Weise, 
wie  die  obigen  der  conjugirten  Büschel,  abgeleitet  werden  können.  Da 
diese  Uebertragung  ohne  alle  Schwierigkeit  ausgeführt  werden  kann, 
so  übergehen  wir  dieselbe,  sowie  die  Wiederholung  der  gewonnenen 
Resultate,  welche  fast  gleichlautend  ausgesprochen  werden  können 
unter  der  bekannten  Veränderung  in  der  Bedeutung  der  angCAvendeten 
Bezeichnung.    (Siehe  Aufgaben  und  Sätze.) 

§.  52.    Besondere  Fälle  von  Kegelschnitt -Biisclieln  und  -Schaaren: 
Kegelschnitte,  die  sich  doppelt  berühren,  confocale  Kegelschnitte. 

Kegelschnitt-Büschel  und  -Schaaren  bieten  eine  Anzahl  von  be- 
sonderen Fällen  dar,  welche  hervorgehen  aus  der  besonderen  Beschaffen- 
heit und  Lage  der  sie  erzeugenden  Gebilde  oder  bestimmenden  Ele- 
mente, und  welche  von  grösserem  oder  geringerem  Interesse  sind. 
Wir  haben  bereits  als  besondere  Schaar  die  einem  Dreiseit  einbe- 
schriebene Parabelschaar  gefunden,  welche  die  unendlich-entfernte  Ge- 
rade zur  vierten  gemeinschaftlichen  Tangente  hat,  ferner  das  Büschel 
gleichseitiger  Hyperbeln,  dessen  vier  Grundpunkte  in  eigenthümlicher 
Verbindung  stehen,  endlich  das  Kreisbüschel,  welches  aus  den  Ele- 
menten bekannt  ist,  aber  auch  aus  der  allgemeinen  Erzeugung  durch 
zwei  Punktsysteme  hervorgeht,  wenn  das  eine  derselben  dasjenige  ist, 
welches  auf  der  unendlich-entfernten  Geraden  durch  je  zwei  in  recht- 
Avinkligen  Richtungen  liegende  Punkte  bestimmt  wird,  und  dessen 
Asymptotenpunkte  die  imaginären  Kreispunkte  sind.  In  diesem  Para- 
graphen sollen  noch  einige  besondere  Fälle  anderer  Art  untersucht 
werden. 

Wenn  von  den  beiden  erzeugenden  Punktsystemen  {x,  ^)  und 
(y,  rj)  auf  den  Trägern  51  und  SS,  welche  sämmtlichen  Kegelschnitten 
des  Büschels  gleichzeitig  zugehören,  eines  parabolisch  ist,  d.  h.  seine 
beiden  Asymptotenpunkte  zusammenfallen  (es  seien  g  und  h  auf  St), 
so  hat  dieser  Punkt  zu  seinem  conjugirten  jeden  beliebigen  andern 
des  Trägers  und  jeder  beliebige  Punkt  des  Trägers  wiederum  g  zu 
seinem  conjugirten  (S,  52);  die  Gerade  ß,  welche  die  conjugirten 
Punkte  des  Schnittpunktes  (St,  33)  in  beiden  Punktsystemen  verbindet, 
geht    also    durch  g,   und  das   dritte  Punktsystem   {z,   ^)   auf  ©    wird 
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folglich  auch  parabolisch  und  hat  ebenfalls  seine  zusammenfallenden 
Asymptotenpunkte  in  g.  Alle  Kegelschnitte  des  Büschels  herühren 
daher  die  Gerade  51  in  dem  Pimlcte  g  und  gehen  ausserdem  durch 
die  reellen  oder  imaginären  Asymptotenpunlde  des  ändern  gegehenen 
Punktsystems  {y ,  rj).  Das  gemeinschaftliche  Tripel  des  Büschels 
reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf  den  Schnittpunkt  j9  der  Geraden  ^^( ,  33 
und  den  doppelt  zu  zählenden  Punkt  g,  in  welchem  sich  sämmtliche 
Kegelschnitte  des  Büschels  berühren;  von  den  drei  unter  den  Kegel- 
schnitten des  Büschels  vorkommenden  Linienpaaren  ist  das  eine  %,  33; 
die  beiden  andern  coincidiren  und  gehen  von  g  nach  den  beiden 
Asymptotenpunkten  des  Punktsystems  auf  93.  Der  Mittelpunktskegel- 
schnitt des  Büschels  geht  durch  den  Schnittpunkt  p  der  beiden  Träger 
31  und  93,  durch  den  Mittelpunkt  nib  des  Punktsystems  auf  93,  durch 
den  Punkt  g,  in  welchem  er  die  Gerade  ß  zur  Tangente  hat  und,  falls 
das  Punktsystem  auf  93  hyperbolisch  ist  und  zu  Asymptotenpunkten 
g'h'  hat,  auch  durch  die  Mitten  der  beiden  Strecken  gg'  und^//;  wenn 
es  dagegen  elliptisch  ist,  so  ist  er  durch  die  vorigen  Bedingungen 
noch  nicht  vollständig  bestimmt;  wir  wissen  aber,  dass  die  Mitte  von 
gmt,  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kegelschnitts  sein  muss;  es  wird 
also  die  Tangente  in  nih  parallel  laufen  mit  ß,  und  hierdurch  ist  der 
Mittelpunktskegelschnitt  unzweideutig  bestimmt;  zugleich  erkennen  wir, 
dass  er  Hyperbel  sein  muss,  das  Büschel  also  aus  einer  Gruppe 
Ellipsen  und  einer  Gruppe  Hyperbeln  besteht,  Avelche  durch  zwei 
Parabeln  von  einander  getrennt  werden. 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  einer  Kegelschnittschaar ,  bei  welcher 
eines  der  beiden  erzeugenden  Strahlsysteme  parabolisch  angenommen 
wird,  und  deren  Kegelschnitte  eine  und  dieselbe  Gerade  in  einem  festen 
Funkte  herühren,  während  sie  ausserdem  zwei  reelle  oder  imaginäre 
gemeinschaftliche  Tangenten  haben.  Wir  unterlassen  hier  die  nähere 
Ausführung,  weil  sowohl  jenes  specielle  Büschel,  als  auch  diese  be- 
sondere Schaar  von  geringerem  Interesse  ist,  als  eine  noch  speciellere, 
zu  der  wir  gelangen,  wenn  wir  beide  erzeugenden  Punktsysteme  oder 
beide  erzeugenden  Strahlsysteme  parabolisch  annehmen;  hier  tritt 
nämlich  in  beiden  Fällen  dasselbe  Gebilde  auf,  welches  gleichseitig  als 
Kegelschnitt- Büschel  und  -Schaar  angesehen  werden  muss  und  daher 
auch  die  Eigenschaften  beider  Gebilde  mit  einigen  Modificationen  in 
sich  vereinigt.  Sind  nämlich  zwei  parabolische  Punktsysteme  auf  den 
Trägern  5t  und  93  gegeben  und  die  zusammenfallenden  Asymptoten- 
punkte des  ersten  in  g,  die  des  zweiten  in  g'  vereinigt,  so  besteht 
das  Kegelschnittbüschel  aus  sämmtlichen  Kegelschlitten,  ivelche  in  g 
und  g'   dieselben  Tangenten   51  und  93  haben,   also  sich  selbst  in  diesen 
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beiden  PimJdcn  (do]}i)elt)  berühren.  Wir  können  gleichzeitig  die  Punkte 
g  und  g  als  Mittelpunkte  zweier  parabolischen  Strahlsysteme  auffassen, 
deren  zusammenfallende  Asymptoten  beziehlich  die  Strahlen  %  und  33 
sind-  die  Kegelschnitte  der  durch  diese  beiden  Strahlsystenie  erzeugten 
Schaar  berühren  sämmtlich  51  und  33  beziehlich  in  den  Punkten  g  und 
g  und-  werden  daher  mit  den  Kegelschnitten  jenes  Büschels  identisch. 
In  dieser  Sehaar  einander  doppelt  berührender  Kegelschnitte  kommt  so- 
wohl das  Punktpaar  gg  vor,  dessen  Verbindungslinie  doppelt  gezählt 
als  specieller  Kegelschnitt  angesehen  werden  muss,  als  auch  das 
Linienpaar  3(33,  dessen  Schnittpunkt  p  sei.  Aus  den  bekannten 
Eigenschaften  des  Büschels  und  der  Schaar  folgt  hier  insbesondere: 
Jede  Gerade  2  in  der  Ebene  eines  Büsehels  sieh  doppelt  berührender 
Kegelschnitte  wird  in  einem  PunJctsystem  geschnitten  von  den  Kegelschnitten, 
und  die  Tangentenpaare  aus  jedem  FunJcte  P  an  dieselben  bilden  ein 
Strahlsystem.  Das  Punktsystem  ist  stets  hyperbolisch  und  hat  einen 
Asymptotenpimkt  auf  der  gemeinschaftlichen  Berührungssehue;  der 
andere  Asymptotenpunkt  ist  der  vierte  harmonische,  dem  Schnittpunkt 
mit  der  Berührungssehne  zugeordnete,  während  die  Schnittpunkte  mit 
den  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  das  andere  Paar  zugeordneter 
Punkte  sind;  es  giebt  daher  nur  einen  einzigen  Kegelschnitt  dieser 
Schaar,  welcher  die  Transversale  2  berührt,  und  zwar  in  dem  eben 
construirten  vierten  harmonischen  Punkte;  ebenso  ist  das  Strahlsystem 
in  dem  Punkte  P  immer  hyperbolisch  und  Pp  eine  Asymptote  des- 
selben, Pg  und  Pg'  ein  Paar  conjugirter  Strahlen,  so  dass  der  vierte 
harmonische,  zu  Ppt  zugeordnete  Strahl  Pt  die  Tangente  an  dem  ein- 
zigen Kegelschnitte  dieses  Büschels  ist,  welcher  durch  P  geht;  die 
Mittelpunkte  sämmtlicher  Kegelschnitte  dieses  Büschels  liegen  auf  der- 
jenigen Geraden,  welche  durch  p)  und  die  Mitte  der  Berührungssehne 
gg'  geht.  Diese  Gerade  ist  zugleich  der  eine  Theil  des  Mittelpunkts- 
kegelschnitts, welchen  jedes  Büschel  besitzt,  und  der  hier  in  ein  Linien- 
paar zerfällt;  der  andere  Theil  ist  die  Berührungssehne  gg  selbst; 
denn  da  diese  als  ein  zusammengefallenes  Linienpaar  aufzufassen  ist, 
so  kann  jeder  Punkt  von  ihr  als  Mittelpunkt  angesehen  werden. 

Die  Kegelschnitte  dieser  sich  doppelt  berührenden  Schaar  zerfallen 
im  Allgemeinen  in  eine  Gruppe  Ellipsen  und  eine  Gruppe  Hyperbeln, 
welche  von  einander  getrennt  werden  einmal  durch  das  Punktpaar  gg'  und 
das  andere  Mal  durch  die  einzig  vorkommende  Parabel,  deren  Mittel- 
punkt der  unendlich  -  entfernte  Punkt  der  vorhin  construirten  Mittel- 
punktslinie ist.  Die  sämmtlichen  Kegelschnitte  dieses  Büschels  haben 
ersichtlicher  Weise  den  Punkt  p)  und  die  Verbindungslinie  gg'  zum 
Pol  vnd  zur  Polare,  und  das  Strahlsystem,  welches  dem  ersteren,  das 
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Punktsystem,  welches  der  letzteren  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte 
des  Büschels  zugehört,  ist  für  alle  dasselbe,  und  beide  Systeme  liegen 
perspectivisch.  Hiernach  lässt  sich  diese  Kegel schnittschaar  auch  in 
anderer  Weise  erzeugen: 

Wenn  ein  Punktsystem  auf  dem  Träger  ß  und  ein  mit  jenem  per- 
spectivisches  Stralüsystem,  dessen  3Iittelpunht  o  ist,  gegeben  sind,  so  hilden 
sämmtliche  Kegelschnitte,  in  Bezug  auf  welche  diese  beiden  Gehüde  die 
dem  PunJcte  o  und  der  Geraden  S  zugehörigen  Systeme  sind,  eine  Schaar 
von  Kegelschnitten,  die  sich  dojypelt  berühren.  Ist  das  gegebene  Punkt- 
system und  also  auch  das  mit  ihm  perspectivische  Strahlsystem  hyper- 
bolisch, so  berühren  sich  sämmtliche  Kegelschnitte  in  den  beiden 
Asymptotenpunkten  jenes  Punktsystems  und  haben  in  diesen  Punkten 
die  Asymptoten  des  Strahlsystems  zu  gemeinschaftlichen  Tangenten; 
sind  dagegen  beide  Systeme  elliptisch,  so  ist  die  Kegelschnittschaar 
nichtsdestoweniger  vollständig  bestimmt  und  kann  reell  construirt  werden ; 
in  diesem  Falle  sagen  wir  der  Analogie  wegen:  Die  Kegelschnitte  haben 
eine  imaginäre  doppelte  Berührung.  Die  oben  angegebenen  Eigenschaften 
behalten  ihre  Gültigkeit;  denn  da  für  alle  Kegelschnitte  der  Schaar 
0  und  2  Pol  und  Polare  sind,  so  wird,  wenn  wir  irgend  einen  Punkt 
s  auf  der  Geraden  ß  annehmen  und  den  conjugirten  Punkt  (j  zu  s  in 
dem  gegebenen  Punktsysteme  mit  o  verbinden,  O0  die  Polare  von  s 
für  sämmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  sein;  wenn  also  irgend  eine 
durch  s  gezogene  Gerade  in  t  die  Polare  O0  trifft,  so  werden  s  und  t 
harmonisch  liegen  zu  sämmtlichen  Schnittpunktpaaren,  in  welchen  die 
Transversale  st  von  den  Kegelschnitten  der  Schaar  getroffen  wird; 
und  wenn  wir  andererseits  irgend  einen  Punkt  in  der  Polare  OG  an- 
nehmen, so  werden  diese  und  die  Verbindungslinie  mit  s  harmonisch 
liegen  zu  allen  Tangentenpaaren  aus  dem  angenommenen  Punkte  an 
die  Kegelschnitte  der  Schaar;  jene  Punktpaare  auf  der  Transversale 
bilden  also  ebenso  ein  Punktsystem,  wie  diese  Tangentenpaare  aus  dem 
Punkte  ein  Strahlsystem,  woraus  denn  das  Weitere  sich  von  selbst  ergiebt. 

Die  reelle  Construction  dieser  einander  doppelt  berührenden 
Kegelschnitte  für  den  Fall,  dass  die  beiden  Berührungspunkte  und 
also  auch  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  imaginär  sind,  lässt  sich 
so  ausführen:  Zieht  man  irgend  einen  Strahl  durch  o,  welcher  die  Be- 
rührungssehne 2  in  s  treffen  mag,  und  nimmt  auf  demselben  ein  Paar 
harmonisch-zugeordneter  Punkte  p  und  jf  zu  o  und  s  als  Mittelpunkte 
zweier  Strahlbüschel  an,  welche  nach  den  Paaren  conjugirter  Punkte 
X,  I  des  auf  S  gegebenen  Punktsystems  hingehen,  so  erzeugen  die- 
selben einen  Kegelschnitt  der  Schaar,  welcher  der  -Ort  des  Schnitt- 
punktes  {jpx,  ä|)   oder  {itx,  pi,)  ist;  verändern  wir  das  Paar  p  und 
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7C,  SO  erhalten  wir  sämmtliche  Kegelschnitte  dieser  Schaar.  Diese 
Schaar  einander  doppelt  berührender  Kegelschnitte  entspringt  also 
auch  aus  der  Annahme  zweier  Punktsysteme,  von  denen  das  eine 
hyperbolisch  ist  und  einen  Asymptotenpunkt  in  dem  Träger  des  andern 
hat.  Auch  ist  es  wichtig  zu  bemerken,  dass  die  Kegelschnitte  dieser 
Schaar  nicht  blos  ein  einziges,  sondern  unendlich  viele  gemeinsame 
Polardreiecke  haben,  welchen  eine  Ecke  (o)  und  die  gegenüberliegende 
Seite  (2)  gemeinschaftlich  ist. 

Einige  sehr  einfache  Fälle  solcher  Schaaren  gehen  aus  besonderer 
Annahme  von  o  und  S  hervor:  1)  liegt  o  im  Unendlichen,  so  ist  S 
ein  Durchmesser  sämmtlicher  Kegelschnitte  der  Schaar,  und  diese  sind 
alle  concentrisch,  da  sie  den  Mittelpunkt  des  Punktsystems  auf  S  zu 
ihrem  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  m  haben;  ist  das  Punktsystem 
auf  S  hyperbolisch,  so  berühren  sich  also  sämmtliche  Kegelschnitte 
in  den  Endpunkten  eines  allen  gemeinschaftlichen  Durchmessers;  ist 
dasselbe  elliptisch,  so  müssen  sämmtliche  Kegelschnitte  Hyperbeln  sein, 
welche  m  zum  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  haben,  und  da  mo  und 
2  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  aller  dieser  Hyperbeln  sind,  so 
bilden  die  Asymptoten  dieser  Hyperbelschaar  mit  imaginärer  doppelter 
Berührung  selbst  ein  Strahlsystem,  welches  S  und  mo  zu  Asymptoten 
hat;  2)  geht  2  in  die  Unendlichkeit,  so  ist  o  gemeinschaftlicher  Mittel- 
punkt sämmtlicher  Kegelschnitte  der  Schaar  und  das  gegebene  Strahl- 
system (o)  das  System  der  conjugirten  Durchmesser;  ist  dieses  also 
hyperbolisch,  so  besteht  die  Schaar  aus  lauter  Hyperbeln,  welche  den- 
selben Mittelpunkt  und  dieselben  Asymptoten  haben,  nämlich  die 
Asymptoten  des  Strahlsystems  (o);  ist  dasselbe  dagegen  elliptisch,  so 
besteht  die  Kegelschnittschaar  aus  ähnlichen  und  ähnlich -liegenden 
concentrischen  Ellipsen;  ist  insbesondere  das  Strahlsystem  (o)  ein  cir- 
culares,  so  wird  die  Kegelschnittschaar  mit  doppelter  imaginärer  Be- 
rührung im  Unendlichen  eine  Schaar  concentrischer  Kreise.*) 

Aus  dem  Vorstehenden  geht  u.  a.  die  Lösung  der  Aufgabe  hervor: 
Durch  drei  gegebene  Punkte  einen  Kegelschnitt  zu  legen,  ivelcher  einen  ge- 
gebenen Kegelschnitt  K^^^  doppelt  herüJirt**).  Es  giebt  vier  Kegelschnitte, 
welche  diesen  Bedingungen  genügen,  doch  zeigt  es  sich,  dass  dieselben 
nur  dann  reell  vorhanden  sind,  wenn  entweder  alle  drei  gegebenen 
Punkte  j^jgr  innerhalb  oder  alle  drei  ausserhalb  des  gegebenen  Kegel- 
schnitts liegen;  zieht  man  nämlich  die  drei  Verbindungslinien ^:)g',  qr,  rp, 


*)  Foncelet,  traite  des  proprietes  projectives  des  figures  pag.  228. 
**)  Siehe  Steiner:  „Allgemeine  Betrachtungen  über  einander  doppelt  berührende 
Kegelschnitte";  Crelle's  Journal  Bd.  XLV  S.  222. 
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SO  trifft  jede  derselben  den  Kegelschnitt  ^'^>  in  zwei  andern  Punkten, 
welche  als  ein  zweites  Paar  conjugirter  Punkte  eines  Punktsystems 
aufgefasst  werden  können;  liegen  nun  j)(/r  innerhalb  des  Kegelschnitts 
isT^"),  so  werden  auf  den  drei  Verbindungslinien  pq,  q_r,  rp  durch  je 
zwei  dieser  Punkte  und  die  beiden  Schnittpunkte  mit  ^(^>  drei  hyper- 
bolische Punktsysteme  bestimmt-,  diese  befinden  sich  genau  in  der- 
selben Lage,  wie  die  drei  zusammengehörigen  Punktsysteme  (a:,|)  {y,ri)  {z,^ 
auf  den  Trägern  StS3©  in  §.42;  die  drei  Paar  Asymptotenpunkte  (yr/i,5r7i',5f'7i" 
liegen  daher  zu  je  dreien  auf  vier  geraden  Linien:  gg  g",  gh'li" ,  hg'ii',  hli  g". 
Jede  dieser  vier  Geraden  trifft  nun  den  Kegelschnitt  isT^'^^  in  zwei  solchen 
Punkten,  in  Avelchen  ihn  ein  durch  pqr  und  diese  Punkte  selbst  ge- 
legter Kegelschnitt  doppelt  berührt  (reell  oder  imaginär),  denn  es  ist 
ersichtlich,  dass  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  p  gelegt  wird  und  K^'^^ 
in  den  beiden  Schnittpunkten  einer  dieser  vier  Geraden  doppelt  be- 
rührt, notliAvendig  durch  q  und  r  gehen  muss;  also  hat  die  vorgelegte 
Aufgabe  im  Allgemeinen  vier  Lösungen,  sobald  die  drei  Punktsysteme 
auf  pq,  qr,  rp  hyperbolisch  sind;  dies  ist  aber  der  Fall,  sobald  ent- 
weder die  drei  Punkte  pqr  innerhalb  des  Kegelschnitts  Ä^^-^  liegen,  oder 
alle  drei  ausserhalb;  sollte  in  dem  letzteren  Falle  die  Verbindungslinie 
pq  den  Kegelschnitt  K^'^^  nicht  treffen,  so  können  wir  doch  leicht  die 
Asymptotenpunkte  gli  auf  ihr  bestimmen,  indem  wir  nämlich  zwei 
auf  einander  liegende  Punktsysteme:  das  erste,  elliptische,  welches 
der  Geraden  ^g  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K^^^  zugehört,  das  andere 
hyperbolische  mit  den  Asymptotenpunkten  p  und  q  auffassen  und  das 
gemeinschaftliche  Paar  conjugirter  Punkte  (S.  58  und  158)  beider  Punkt- 
systeme bestimmen,  welches  noth wendig  reell  ist;  dies  ist  das  gesuchte 
Punktpaar  r/,  ^;  sobald  dl^o  pqr  alle  drei  ausserhalb  des  Kegelschnitts 
iC'^'  liegen,  sind  ebenfalls  die  drei  Punktsysteme  auf  pq,  qr,  rp  hyper- 
bolisch, und  die  Aufgabe  hat  vier  reelle  Lösungen.  Sobald  aber  von 
den  drei  gegebenen  Punkten  pqr  einer  innerhalb  und  die  beiden  andern 
ausserhalb  des  Kegelschnitts  K^'^'^  liegen,  oder  umgekehrt,  ist  nur  eines 
von  den  drei  Punktsystemen  auf  pq,  qr,  rp  hyperbolisch,  die  beiden 
andern  sind  elliptisch;  von  den  sechs  Ecken  'des  vollständigen  Vier- 
seits  ggg'hh'h"  ist  also  nur  ein  Paar  Gegenecken  reell,  und  die  vier 
Seiten  sind  imaginär;  die  Aufgabe  lässt  also  keine  reelle  Lösung  zu. 
Fassen  wir  aus  der  Schaar  Kegelschnitte  mit  doppelter  (reeller 
oder  imaginärer)  Berührung  n.ur  zwei  ins  Auge,  Ä'^^'  und  Kf*,  so  er- 
kennen wir  interessante  Beziehungen,  welche  dieselben  darbieten.  Sind 
0  und  2  das  besondere  Paar  Pol  und  Polare  für  beide  Kegelschnitte, 
denen  dasselbe  Strahl-  und  Punktsystem  in  Bezug  auf  beide  Kegel- 
schnitte   zugehören,    und    welche    wir    kurz  die  Berührungsselme  und 
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ihren  Pol  nennen  wollen,  so  liegt  o  innerhalb  beider  Kegelschnitte, 
und  2  trifft  keinen  von  beiden,  wenn  die  doppelte  Berührung  eine 
imaginäre  ist;  dagegen  liegt  o  ausserhalb  beider,  und  S  trifft  beide 
in  denselben  zwei  reellen  Punkten,  wenn  die  Kegelschnitte  eine  reelle 
doppelte  Berührung  haben.  Nehmen  wir  nun  irgend  eine  Transversale, 
welche  den  Kegelschnitt  K^'^'^  in  den  Punkten  t  und  fj,  die  Berührungs- 
sehne  !^  in  s  treffen  möge,  so  schneiden  sich  die  Tangenten  in  t  und 
ty  an  dem  Kegelschnitt  Ä^^^  in  einem  Punkte  r,  und  ro  ist  die  Polare 
von  s  für  beide  Kegelschnitte;  die  vier  Strahlen  rt,  rt^,  ro  und  rs 
sind  harmonisch,  die  ersteren  beiden  und  die  letzteren  beiden  zuge- 
ordnet; trifft  nun  die  Tangente  für  t  den  andern-  Kegelschnitt  ^[^^  in 
zwei  Punkten  xi,,  die  zweite  Tangente  für  t^  aber  in  dem  Punktpaar 
x^i,^,  und  wir  denken  uns  die  Verbindungslinie  xs  gezogen,  so  wird 
dieselbe  den  Kegelschnitt  Kf^  in  demjenigen  zweiten  Punkte  treffen, 
welcher  der  vierte  harmonische,  dem  x  zugeordnete  ia4,  während  s  und 
der  Schnittpunkt  {xs,  ro)  das  andere  Paar  zugeordneter  Punkte  ist. 
Dieser  vierte  harmonische  Punkt  muss  aber  auf  dem  vierten  harmo- 
nischen Strahl  zu  rx,  ro,  rs  liegen,  und  da  dieses  der  Strahl  rt^  ist, 
welcher  den  Kegelschnitt  Kf^  in  x^  und  1^  trifft,  so  muss  xs  den  Kegel- 
schnitt K[^^  in  x^  oder  |^  treffen;  gehe  also  xx^  durch  s,  so  muss  auch 
ersichtlicherweise  ^1^  durch  s  gehen,  und  es  schneiden  sich  x^j^  und 
Xj^^  in  einem  Punkte  })  der  Geraden  ro,  indem  prs  ein  Tripel  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  Kf^  sind.    Wir  haben  hieraus  folgenden  Satz: 

Hat  man  zivei  einander  doppelt  herührende  Kegelschnitte  und  zieht  zwei 
heliehige  Tangenten  an  dem  einen,  tvelche  den  andern  in  den  FimMpaaren 
xh,  und  x^i,^  treffen,  so  liegt  von  den  drei  SchnittpunJcten  (xx^,  H^) 
(ä;|i,  ^i|)  (x^,  Xj^li)  der  eine  auf  der  gemeinschaftlichen  Berührungs- 
sehne 2  und  die  beiden  andern  auf  der  Folare  des  ersteren,  welche  durch 
den  gemeinschaftlichen  Pol  o  der  Berührungssehne  geht.  Der  erste  Punkt 
liegt  mit  den  beiden  Berührungspunkten  in  gerader  Linie. 

Halten  wir  jetzt  eine  der  beiden  Tangenten  fest  und  bewegen  die 
andere  am  Kegelschnitt  K^^  herum,  so  bleibt  der  Berührungspunkt  t^ 
und  die  Punkte  a;^!^  fest;  s  beschreibt  eine  gerade  Punktreihe  auf  2 
und  Xj^s,  Ij^s  also  projectivische  Strahlbüschel,  die  zugleich  mit  dem 
von  tj^t  beschriebenen  Strahlbüschel  projectivisch  sind.  Wir  schliessen 
daraus  folgenden  Satz: 

Bewegt  sich  hei  zwei  einander  doppelt  berührenden  Kegelschnitten  K^^^ 
und  Kf^  eine  veränderliche  Tangente  an  dem  einen  K'^^  herum  und 
schneidet  jedesmal  den  andern  K^  in  den  Punlctpaarm,  x  und  §,  so  he- 
schreih'en  x  und   i,   zivei    Tirumme   Funlctreihen   auf  diesem  Kegelschnitt, 
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ivelche  mit  irgend  sivei  Feripheriepunkten  B  und  B  auf  Kf^  verbunden 
zwei  projectivische  Strahlhüschel  liefern,  und  die  Berührungspunlcte  der 
Tangente  des  ersten  Kegelschnitts  bilden  gleichfalls  eine  PunMreihe  auf 
demselben,  welche  mit  einem  seiner  Peripheriejmnlde  verbunden  ein  mit 
jenen  beiden  projectivisches  Strahlbüschel  liefert.  Solche  zwei  krumme 
Punktreihen  x  und  |,  welche  auf  demselben  Kegelschnitt  ausgeschnitten 
werden  durch  die  Strahlen  zweier  projectivischen  Strahlbüschel,  die 
ihre  Mittelpunkte  in  zwei  beliebigen  Peripheriepunkten  des  Kegel- 
schnitts haben,  und  deren  entsprechende  Strahlen  immer  zwei  ent- 
sprechende Punkte  X,  |  auf  dem  Kegelschnitt  bestimmen,  heissen 
Icrumm-projectivische  PioiMreihen ,  und  es  zeigt  sich  für  dieselben  die 
Umkehrung  des  vorigen  Satzes  als  allgemein  gültig:  Hat  man  zwei 
krumm-projectivische  PunMreihen,  auf  demselben  Kegelschnitt,  so  umhüllt 
die  Verbindungslinie  entsprechender  Punhte  einen  neuen  Kegelschnitt,  tvelclier 
mit  dem  gegebenen  eine  doppelte  {reelle  oder  imaginäre)  Berührung  hat. 

In  der  That,  da  drei  Paar  willkürlich  als  entsprechend  auf  dem 
Kegelschnitt  angenommene  Punkte  a  und  a,  b  und  ß,  c  und  y  die 
beiden  krumm-projectivischen  Gebilde  bestimmen  und  für  jedes  vierte 
Paar  entsprechender  Punkte  x,  |  die  Strahlhüschel  I?(a&CÄ;)  und  B(a/3j^^) 
dasselbe  Doppelverhältniss  haben,  wenn^  undB  zwei  beliebige  Peripherie- 
punkte des  Kegelschnitts  bedeuten,    so   beschreiben  auch  «|  und  ax 

Fig.  77. 


zwei  projectivische  Strahlbüschel,  während  wir  aa  festhalten  und  xi, 
verändern  (Fig.  77);  diese  liegen  aber  perspectivisch,  weil  in  die  Ver- 
bindungslinie ihrer  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strahlen  hinein- 
fallen; der  Ort  des  Schnittpunkts  (a|,  ax)  ist  also  eine  gerade  Linie; 
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nehmen  wir  anstatt  a  und  a  ein  anderes  Paar  hß,  so  erhalten  wir 
dieselbe  gerade  Linie,  weil  sowohl  {aß,  ah)  als  auch  {ay,.  ac)  und 
{hy,  ßc)  auf  derselben  Geraden  liegen  (wegen  des  Pasc«rschen  Sechsecks 
aßcahy)]  es  ist  daher,  wenn  x^  und  yrj  irgend  zwei  Paare  entsprechender 
Punkte  der  beiden  krumm -projecti vischen  Gebilde  bedeuten,  der  Ort 
des  Schnittpunktes  (xtj,  y^)  eine  feste  Gerade  £,  und  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  andern  Schnittpunkte  {x^,  yrj)  und  {xy,  |tj)  läuft 
daher  durch  einen  festen  Punkt  o,  den  Pol  der  Geraden  !B  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt.  Der  Punkt  o  und  die  Gerade  £  sind  vollständig 
und  eindeutig  bestimmt,  sobald  die  Beziehung  der  beiden  krumm- 
projectivischen  Gebilde  durch  drei  Paar  als  entsprechend  festgesetzte 
Punkte  des  Kegelschnitts  gegeben  wird;  jeder  Punkt  des  Kegelschnitts 
gehört  sowohl  der  einen,  als  auch  der  andern  krummen  Punktreihe  an,  der 
ihm  entsprechende  in  dem  einen  und  dem  andern  Sinne  ist  aber  nicht 
derselbe  zweite  Puükt  des  Kegelschnitts,  sondern  es  sind  verschiedene; 
die  Punkte,  in  welchen  ü  den  Kegelschnitt  trifft,  sind  zusammen- 
fallende entsprechende  Punkte  der  beiden  Gebilde  und  können  reell 
oder  imaginär  sein.  Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  (xt],  y^)  =  s 
auf  der  Geraden  £  und  (x^,  yrf)  =  r,  so  ist  or  die  Polare  von  s  wegen 
der  Eigenschaft  des  Vierecks  im  Kegelschnitt;  dem  Punkte  o  gehört 
ein  bestimmtes  Strahlsystem,  seiner  Polare  2  ein  bestimmtes  mit 
jenem  perspectivisches  Punktsystem  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu; 
von  jenem  sind  os  und  or  ein  Paar  conjugirter  Strahlen,  von  diesem 
die  Schnittpunkte  der  Linien  rs  und  ro  mit  ß  ein  Paar  conjugirter 
Punkte. 

Denken  wir  uns  imn  einen  Kegelschnitt,  welchem  dasselbe 
Strahlsystem  in  o  und  dasselbe  Punktsystem  auf  2  zugehört,  und 
welcher  ausserdem  x^  berührt,  wodurch  dieser  vollständig  und  ein- 
deutig bestimmt  ist  (Seite  344),  oder  mit  andern  Worten,  welcher 
den  gegebenen  Kegelschnitt  in  denjenigen  beiden  Punkten  berührt,  in 
welchen  2  ihn  schneidet,  und  der  ausserdem  x^  zur  Tangente  liat,  so 
müssen  auch  für  ihn  ro  und  rs  conj'ugirte  Strahlen  sein,  also  da.  rx 
eine  Tangente  ist,  so  muss  die  andere  der  vierte  harmonische,  dem  rx 
zugeordnete  Strahl  sein,  d.  h.  (wegen  des  Vierecks  x^yr})  die  Gerade 
ry  oder  yr]-^  wir  sehen  hieraus,  dass  dieser  Kegelschnitt  auch  yrj  berührt, 
und  verändern  wir  yr],  so  verändern  sich  zwar  r  und  s,  aber  der 
oben  bestimmte  Kegelschnitt,  welchem  das  Strahlsystem  in  o  und  das 
Punktsystem  auf  2  zugehört,  bleibt  derselbe;  es  berühren  daher  alle 
Verbindungsstrahlen  yi]  entsprechender  Punkte  der  beiden  krumm- 
projectivischen  Gebilde  einen  Kegelschnitt,  welcher  den  Träger  der 
beiden  Gebilde  doppelt  berührt,  w.  z.  b.  w.;  jeder  Strahl  hat  zum  Be- 
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rülirungspunkte  den  vierten  harmonischen  Punkt,  der  dem  Schnitt- 
punkte mit  der  Berührungssehne  2  zugeordnet  ist. 

Auf  die  zahlreichen  Folgerungen,  welche  aus  dieser  Grundeigen- 
schaft einander  doppelt  berührender  Kegelschnitte  hervortreten,  ge- 
stattet der  Raum  nicht,  näher  einzugehen*).  Wir  bemerken  nur,  dass 
zwei  besondere  Fälle  dieser  allgemeineren  Betrachtung  in  dem  Laufe 
"unserer  Untersuchungen  von  besonderer  Wichtigkeit  geworden  sind; 
nämlich  erstens,  wenn  der  Kegelschnitt  aus  einem  Linienpaar  besteht, 
wo  dann  die  beiden  krummen  Gebilde  zwei  gewöhnliche  gerade  pro- 
jectivische  Punktreihen  werden  und  ihr  Erzeugniss  ein  Kegelschnitt 
ist,  welcher  mit  dem  Linienpaar  der  beiden  Träger  eine  doppelte  Be- 
rührung hat  (§.  21);  zweitens,  wenn  die  beiden  krummen  Gebilde  auf 
dem  Kegelschnitt  die  hesonäere'  involiitorische  Lage  haben,  dass  einem 
Punkte  des  Kegelschnitts,  als  Element  beider  Gebilde  aufgefasst,  in 
dem  jedesmaligen  andern  ein  und  derselbe  Punkt  entspricht;  in  diesem 
Falle  laufen  alle  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  durch  einen 
festen  Punkt,  und  die  entsprechenden  Punkte  mit  einem  Peripherie- 
punkte des  Kegelschnitts  verbunden  liefern  ein  Strahlsystem  (S.  151); 
der  doppelt  berührende  Kegelschnitt  zerfällt  in  ein  Punktpaar. 

In  gleicher  Weise,  wie  die  Punkte  eines  Kegelschnitts  eine  krumme 
Punktreihe,  bilden  die  Tangenten  desselben  ein  krummes  Strahl- 
büschel, und  die  Punktreihe,  in  welcher  sie  eine  beliebige  feste  Tangente 
treffen,  lässt  sich  mit  der  Punktreihe,  in  welcher  sie  irgend  eine 
zweite  feste 'Tangente  treffen,  in  projectivische  Beziehung  setzen  der 
Art,  dass  die  Tangenten  des  Kegelschnitts  einander  paarweise  ent- 
sprechen und  man  an  demselben  Kegelschnitt  zwei  krumm-projeetivische 
Strahlbüschel  erhält;  der  Ort  des  Schnittpunktes  je  zweier  ent- 
sprechender Tangenten  wird  wieder  ein  Kegelschnitt,  welcher  den 
Träger  der  beiden  Tangentenbüschel  doppelt  berührt.  Dies  tritt  in 
ganz  analoger  Weise  zu  Tage,  wie  das  oben  bewiesene  Resultat  und 
bedarf  keiner  weiteren  Auseinandersetzung. 

Unter  den  besonderen  Fällen  von  Kegelschnitt  -  Büscheln  und 
-Schaaren,  von  denen  die  eben  betrachtete  Schaar  einander  doppelt  be- 
rührender Kegelschnitte  eine  hervorragende  Bedeutung  hat,    könnten 


*)  Wir  verweisen  in  dieser  Beziehung  auf  die  Abhandlung  Gocpel'a:  „üeber 
Projectivität  der  Kegelschnitte  als  krunamer  Gebilde",  Grelle' s,  Journal  Bd.  XXXVI 
S.  317  und  die  Erweiterung  derselben:  „Ueber  die  Erzeugnisse  krummer  pro- 
jectivischer  Gebilde"  von  H.  Schröter  in  dem  Crelle-Borchardt' sehen  Journal  Bd.  LIV 
S.  31 ;  sowie  ^,Erzeugnisse  krumm-projectivischer  Gebilde  von  Ä.  Milinoicsld  in  Schlö- 
milch's  Zeitschrift  (1873)  und  „Kegelschnitte  in  doppelter  Berührung"  von  A.  Mili- 
nowski,  Gymn.-Progr.     Tilsit  1870. 
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wir  nocli  diejenigen  untersuchen,  bei  welchen  die  Kegelschnitte  des 
Büschels  in  einem  gegebenen  Punkte  eine  dreipunktige  Berührung 
haben  und  a)  durch  einen  vierten  gemeinschaftlichen  Punkt  gehen,  oder 
b)  eine  vierte  gemeinschaftliche  Tangente  haben;  endlich,  wenn  die 
Kegelschnitte  des  Büschels  in  einem  gegebenen  Punkte  eine  vier- 
punktige  Berührung  haben.  Doch  wollen  wir  die  nähere  Untersuchung 
dieser  besonderen  Fülle  dem  Leser  überlassen  und  nur  noch  eine 
specielle  Kegelschnittschaar  erwähnen,  welche  häufiger  auftritt. 

Wenn  nämlich  die  beiden  erzeugenden  Strahlsysteme  einer  Kegel- 
schnittschaar (S.  312)  (Ä)  und  (B)  zwei  circulare  Strahlsysteme  sind, 
so  haben  die  Kegelschnitte  dieser  Schaar  die  Mittelpunkte  Ä  und  B 
zu  gemeinschaftlichen  Brennpunkten,  denn  es  giebt  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  nur  zwei  reelle  Punkte,  für  welche  die  zugehörigen  Stralil- 
systeme  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  circulare  sind,  und  dies  sind 
die  Breimpunkte  des  Kegelschnitts  (S.  190);  also  bilden  sämmtliche 
Kegels.chnitte,  welche  Ä  und  B  zu  ihren  gemeinschaftlichen  Brenn- 
punkten haben,  eine  besondere  Kegelschnittschaar  mit  vier  imaginären 
Tangenten;  die  Brennpunkte  sind  als  das  einzig  reelle  Paar  Gegen- 
ecken dieses  imaginären  Vierseits  anzusehen.  Wir  nennen  diese  Kegel- 
schnittschaar eine  Scliaar  confocaler  Kegelschnitte  und  können  zur  reellen 
Construction  derselben  nach  den  früheren  allgemeinen  Betrachtungen 
auf  folgende  Weise  gelangen:  Das  dVitte,  von  den  beiden  gegebenen 
circularen  Strahlsystemen  {Ä)  und  (B)  abhängige  Strahlsystem  (C) 
wird  nämlich  besonderer  Art,  indem  sein  Mittelpunkt  ii^  die  Unend- 
lichkeit geht  und  derjenige  unendlich-entfernte  Punkt  C^  wird,  welcher 
in  senkrechter  Richtung  zu  AB  liegt.  Das  Strahlsystem  (C^)  wird 
ein  gleichseitig-hyperbolisches,  dessen  beide  Asymptoten  die  in  der 
Mitte  m  zwischen  AB  errichtete  Senkrechte  und  die  unendlich -ent- 
fernte Gerade  65^  sind;  je  zwei  conjugirte  Strahlen  desselben  sind  zwei 
solche,  die  zu  der  Geraden  mC^  parallel  laufen  und  gleichweit  von  ihr  ab- 
stehen. Die  beiden  Asymptoten  des  Strahlsystems  (C^)  und  die  Ge- 
rade AB  sind  das  gemeinschaftliche  Tripel  conjugirter  Strahlen  für 
alle  Kegelschnitte  der  Schaar,  folglich  ist  m  der  Mittelpunkt,  und  die 
beiden  Senkrechten  mü^  und  AniB  sind  die  Axen  für  sämmtliche 
Kegelschnitte,  was  auch'a  priori  klar  ist.  Denken  wir  uns  irgend  ein 
Paar  conjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems  (C^),  d.  h.  zwei  von  m 
gleich  weit  abstehende  parallele  Gerade,  welche  senkrecht  auf  AB 
stehen,  und  drehen  um  A  (oder  B)  einen  rechten  Winkel,  dessen 
Schenkel  jene  beiden  Parallelen  in  den  Punkten  ^^  (und  /^')  durch- 
bohren, so  umhüllt  die  Verbindungslinie  2^  einen  Kegelschnitt  der 
Schaar,    dessen   Tangenten  in  zwei   gegenüberliegenden   Scheiteln   das 
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Fig.  78. 


aDgenommene  Paar  von  Parallelen  ist  (Fig.  78).  Verändern  wir  dieses 
Paar,  so  erhalten  wir  sämmtliclie  Kegelschnitte  der  confocalen  Schaar; 
diese  zerfällt  demnach  in  eine  Gruppe  Ellipsen  und  eine  Gruppe  Hy- 
perbeln, je  nachdem  jenes  Parallelenpaar  ausserhalb  der  Strecke  AB 
liegt  oder  zwischen  Ä  und  B  hindurchgeht.  Die  beiden  Gruppen 
werden  von  einander  getrennt  einmal  durch  das  Punktpaar  AB,  oder 

deren  doppelt  gedachte  Verbindungs- 
linie, welche  als  Parabel  aufgefasst 
werden  kann,  und  zweitens  durch 
die  doppelt  gedachte  unendlich-entfernte 
Gerade  @^,  in  welche  diejenige  Parabel, 
die  in  der  Schaar  vorkommen  muss, 
übergeht;  die  doppelt  gedachte  Gerade 
inC^  ist  zwar  auch  als  ein  besonderer 
Kegelschnitt  der  Schaar  aufzufassen-,  er 
steht  aber  isolirt  da  in  der  Hyperbel- 
gruppe. Die  Mittelpunktslinie  der  Schaar 
wird  unbestimmt,  was  denn  auch  damit 
übereinstimmt,  dass  m  der  Mittelpunkt 
sämmtlicher  Kegelschnitte  der  confo- 
calen Schaar  ist.  Die  Polar -Eigen- 
schaften dieser  besonderen  Kegelschnitt- 
schaar  zeigen  einige  Eigenthümlichkeiten,  welche  sich  sowohl  aus  der 
allgemeinen  »Betrachtung  (§.  49),  als  auch  aus  den  Focaleigenschaften 
des  Kegelschnitts  (§.  36)  ergeben.  Die  Winkel  zwischen  dem  Tangenten- 
paar aus  einem  Punkte  P  an  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  haben 
nämlich  dieselben  beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Halbirungs- 
strahlen,  wie  die  Winkel  zwischen  den  Strahlen  FA  und  PB]  folglich 
bilden  sämmtliche  Tangentenpaare  aus  P  an  die  Kegelschnitte  der 
confocalen  Schaar  ein  gleichseitig -hyperbolisches  Strahlsystem,  dessen 
Asymptoten  die  beiden  zu  einander  senkrechten  Halbirungsstrahlen 
der  Winkel  zwischen  dem  Strahlenpaar  PA,  PB  sind.  Es  giebt  also 
durch  den  beliebig  angenommenen  Punkt  P  immer  zwei  reelle  Kegel- 
schnitte der  Schaar,  von  denen  einer  Ellipse,  der  andere  Hyperbel  ist; 
sie  schneiden  sich  rechtwinklig  in  diesem  Punkte ;  wir  erkennen  hieraus, 
dass  in  der  confocalen  Kegelschnittschaar  weder  zwei  Ellipsen,  noch 
zwei  Hyperbeln  einen  reellen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben  können, 
dass  aber  jede  Ellii)se  jede  Hyperbel  in  vier  reellen  (zu  m  symmetrisch 
liegenden)  Punkten  trifft,  und  dass  sie  sich  überall  rechtwinklig  durch- 
schneiden. Dies  lässt  sich  auch  so  aussprechen:  Je  zwei  conjugirte 
Gerade  in  Bezug  auf  die  Schaar  confocaler  Kegelschnitte  stehen  auf  einander 
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senkrecht  Ermitteln  wir  von  irgend  einem  Punkte  P  den  Polarkegel- 
schnitt in  Bezug  auf  die  Schaar,  so  erkennen  wir,  dass  derselbe  eine 
Parabel  sein  muss,  weil  er  allemal  dem  gemeinscliaftlichen  Tripel  con- 
jugirter  Strahlen  für  die  Schaar  einbeschrieben  ist  und  dasselbe  hier 
aus  den  drei  Geraden  AB,  mC^  und  ®^  besteht;  ein  Kegelschnitt, 
der  ©^  zur  Tangente  hat,'  ist  aber  Parabel  (S.  114).  Diese  Parabel 
hat  die  Verbindungslinie  Pm  zur  Leitlinie,  weil  die  durch  m  gehenden 
Axen  jedes  Kegelschnitts  der  Schaar  und  die  durch  P  gehenden  Hal- 
birungsstrahlen  der  Winkel  zwischen  PA  und  PB  zwei  Paare  zu  einander 
rechtwinkliger  Tangenten  dieser  Parabel  sind;  der  Brennpunkt  der- 
selben findet  sich  also  auch  leicht,  indem  man  von  diesem  der  Parabel 
umschriebenen  vollständigen  Vierseit  denjenigen  Diagonalpunkt  auf- 
sucht, welcher  nicht  in  der  Diagonale  mP  liegt.  Die  beiden  conju- 
girten  Kegelschnittschaaren  (§.  51),  welche  zu  der  confocalen  Kegel- 
schnittschaar gehören  und  durch  die  drei  Strahlsysteme  (A)  (B)  (C^) 
erzeugt  werden,  bestehen,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  aus  Parabeln,  weil 
(SJ^  eine  Asymptote  von  (0^)  ist,  und  zwar  wird  die  eine  Schaar  ge- 
bildet von  sämmtlichen  Parabeln,  welche  A  zum  Brennpunkt  und  jede 
durch  B  gehende  Gerade  zur  Leitlinie  haben,  die  andere  Schaar  von 
sämmtlichen  Parabeln,  welche  B  zum  Brennpunkt  und  jede  durch  A 
gehende  Gerade  zur  Leitlinie  haben;  diese  Parabeln  berühren  gemein- 
schaftlich die  in  der  Mitte  m  auf  AB  senkrecht  stehende  zweite 
Asymptote  des  Strahlsystems  (C^)  u.  s.  w.  —  Im  Allgemeinen  ist 
noch  zu  erwähnen,  dass,  wenn  von  den  beiden  erzeugenden  Strahl- 
systemen (^A)  und  (j5)  nur  eines  ein  circulares  Strahlsystem,  das  andere 
ein  beliebiges  hyperbolisches  oder  elliptisches  Strahlsystem  ist,  alsdann 
eine  Kegelschnittschaar  zum  Vorschein  kommt,  welche  einen  Brenn- 
punkt gemeinschaftlich  hat  und  ausserdem  zwei  reelle  oder  imaginäre 
gemeinschaftliche  Tangenten,  je  nachdem  das  andere  Strahlsystem 
hyperbolisch  oder  elliptisch  ist;  auch  diese  Kegelschnittschaaren  bieten 
manche  Eigenthümlichkeiten  dar. 

§.  53.    Gemisclite  Kegelschnittschaaren. 

Wenn  wir  Punkte  und  Tangenten  eines  Kegelschnitts  als  Bestim- 
mungsstücke desselben  annehmen,  so  ist  der  Kegelschnitt  im  Allgemeinen 
durch  fünf  dieser  Elemente  ein-  oder  mehrdeutig  bestimmt  und  zwar: 
Durch  fünf  Punkte  oder  fünf  Tangenten  eindeutig  (S.  99),  durch  vier 
Punkte  und  eine  Tangente  oder  durch  vier  Tangenten  und  einen  Punkt 
zweideutig  (S.  235),  endlich  durch  drei  Punkte  und  zwei  Tangenten  oder 
durch  drei  Tangenten  und  zwei  Punkte  vierdeutig  (S.  236).     Durch  vier 

Steiuer,  Vorlegungen  II.    2.  Aufl.  23 


354  Dritter  Abschnitt. 

dieser  Bestimmungsstücke  ist  der  Kegelsclinitt  nicht  bestimmt,  sondern 
es  giebt  eine  unendliche  Reihe  von  Kegelschnitten,  welche 'vier  Be- 
dingungen genügen,  indem  sie  durch  gegebene  Punkte  gehen  oder 
gegebene  Gerade  berühren.  Von  solchen  unendlichen  Reihen  von 
Kegelschnitten  haben  wir  bisher  nur  zwei  einander  gegenüberstehende 
in  Betracht  gezogen:  Das  Kegelschnittbüschel  als  die  Totalität  aller 
durch  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  und  die  Kegelschnittschaar 
als  die  Totalität  aller  vier  Gerade  berührenden  Kegelschnitte  mit 
Berücksichtigung  auch  der  Fälle,  in  denen  von  den  vier  gemeinschaft- 
lichen Punkten  öder  Tangenten  Paare  imaginär  sind.  Obwohl  nun 
diese  beiden  Gebilde  von  hervorragender  Bedeutung  sind,  so  lassen 
sich  doch  noch  andere  derartige  Reihen  von  Kegelschnitten  bilden, 
nämlich  zunächst  wieder  zwei  einander  gegenüberstehende  Gebilde: 
a)  sämmtliche  Kegelschnitte,  welche  durch  drei  feste  Punkte  gehen 
und  eine  feste  Gerade  berühren,  und  b)  sämmtliche  Kegelschnitte, 
welche  drei  feste  Gerade  berühren  und  durch  einen  festen  Punkt  gehen; 
sodann  ein  sich  selbst  gegenüberstehendes,  also  alleinstehendes  Ge- 
bilde: c)  sämmtliche  Kegelschnitte,  welche  zwei  feste  Gerade  be- 
rühren und  durch  zwei  feste  Punkte  gehen.  Diese  drei  Gebilde,  welche 
„gemischte  Kegelschnittschaaren"  heissen  mögen,  sollen  jetzt  näher  unter- 
sucht werden. 

Ebenso  wie  Steiner  durch  projectivische  Drehung  (S.  226)  das  Kegel- 
schnittbüschel aus  dem  Strahlbüschel  entstehen  lässt,  kann  man  eine  ge- 
mischhte  Kegelschnittschaar  von  drei  Punkten  und  einer  Tangente  aus 
einem  Tangentenbüschel  (Seite  350),  d.  h.  den  sämmtlichen  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  erzeugen  in  folgender  Art:  Denken  wir  uns  einen  Kegel- 
schnitt K^-'^  und  zwei  beliebige  Punkte  desselben  B  und  B^  als  die 
Mittelpunkte  von  Strahlbüscheln,  eine  beliebige  Tangente  t  des  Kegel- 
schnitts Ä'(^>  als  den  perspectivischen  Durchschnitt  zweier  Strahlbüschel, 
welche  in  B  und  B^  ihre  Mittelpunkte  haben,  so  wird  die  pro- 
jectivische Beziehung  dieser  beiden  Strahlbüschel  {B)  und  (jB^)  durch 
die  Gerade  t  vollständig  bestimmt,  und  durch  die  Veränderung  der 
Tangente  t  am  Kegelschnitt  K^^^^  erhalten  wir  unendlich -viele  Paare 
von  projectivischen  Strahlbüscheln  mit  den  Mittelpunkten  B  und  B^, 
deren  paarweise  Beziehung  jedesmal  unzweideutig  festgestellt  ist.  Endlich 
haben  wir  noch  zwei  projectivische  Strahlbüschel  in  B  und  B^,  welche 
den  Kegelschnitt  K^^^  selbst  erzeugen.  Denken  wir  uns  nun  diese 
unendlich  -  vielen  Paare  projectivischer  Beziehungen  in  sich  festge- 
halten, aber  um  die  Mittelpunkte  B  und  B^  so  gedreht,  dass  die 
beiden  den  Kegelschnitt  Ä^(^^  erzeugenden  Strahlbüschel  in  persiDCctivische 
Lage    kommen,    also    die   Schnittpunkte    entsprechender  Strahlen    auf 
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einer  Geraden  S  liegen,  alsdann  werden  zwei  solche  Strahlbüschel, 
welche  vor  der  Drehung  eine  Tangente  t  zum  perspectivischen  Durch- 
schnitt hatten,  sich  im  Allgemeinen  nicht  mehr  in  perspectivischer 
Lage  befinden,  also  einen  Kegelschnitt  erzeugen;  alle  diese  Kegel- 
schnitte gehen  durch  B  und  JB^;  sie  gehen  ausserdem  durch  einen 
dritten  festen  Punkt  C,  den  Schnittpunkt  derjenigen  beiden  Strahlen, 
welche  vor  der  Drehung  in  der  Verbindungslinie  BB^  vereinigt  waren, 
und  welohe  für  alle  projectivischen  Beziehungen  (bei  der  perspectivischen 
Lage)  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  waren;  endlich  berühren 
diese  Kegelschnitte  sämmtlich  die  Gerade  2,  weil  vor  der  Drehung 
alle  t  den  Kegelschnitt  K^^'^  berührten;  aus  den  gemeinschaftlichen 
Punkten  von  t  und  K  werden  nämlich  nach  der  Drehung  die  gemein- 
schaftlichen Punkte  des  aus  t  entspringenden  Kegelschnitts  mit  S, 
und  da  jene  beiden  zusammenfallen,  so  müssen  auch  diese  beiden  zu- 
sammenfallen. Wir  erhalten  also  in  der  That  eine  gemischte  Kegel- 
schnittschaar von  drei  Punkten  BB^C  und  einer  Tangente  S  gewisser- 
massen  auf  organischem  Wege  aus  den  sämmtlichen  Tangenten  eines 
Kegelschnitts. 

In  ganz  analoger  Weise  kann  die  gegenüberstehende  gemischte 
Kegelschnittschaar  von  drei  Tangenten  und  einem  Punkte,  welche 
allen  Kegelschnitten  gemeinschaftlich  sein  sollen,  aus  einer  krummen 
Punktreihe  (§.  51),  d.  h.  den  sämmtlichen  Punkten  eines  Kegelschnitts 
erzeugt  werden.  Nehmen  wir  zwei  feste  Tangenten  2t  und  St^  eines 
Kegelschnitts  K^^'>  und  betrachten  einen  veränderlichen  Punkt  p  des- 
selben als  Projectionspunkt  für  zwei  projectivische  Punktreihen  auf  5t 
und  2ti,  welche  sich  in  perspectivischer  Lage  befinden,  so  erhalten 
wir  mit  der  Veränderung  von  p  unendlich-viele  Paare  projectivischer 
Punktreihen  auf  2t  und  2ti,  deren  Beziehung  vollständig  bestimmt  ist; 
endlich  werden  2t  und  21^  noch  von  den  Tangenten  des  Kegelschnitts 
K^'^^  in  zwei  projectivischen  Punktreihen  getroffen,  die  sich  nicht  in 
perspectivischer  Lage  befinden.  Denken  wir  uns  nun  diese  unendlich- 
vielen  Paare  projectivischer  Beziehungen  in  sich  festgehalten,  aber  die 
Träger  2t2ti,  ohne  ihre  Lage  zu  verändern,  auf  sich  selbst  so  ver- 
schoben, dass  die  beiden  letzten  den  Kegelschnitt  K^'^'>  erzeugenden 
Puuktreihen  in  perspectivische  Lage  gelangen  (was  bekanntlich  auf 
unendlich-viele  Arten  geschehen  kann),  so  werden  nach  der  Ver- 
schiebung je  zwei  vorhin  perspectivische  Punktreihen  auf  2t  und  %i 
sich  im  Allgemeinen  nicht  mehr  in  perspectivischer  Lage  befinden, 
sondern  einen  Kegelschnitt  erzeugen;  alle  so  erhaltenen  Kegelschnitte 
berühren  2t  und  2ti  und  eine  dritte  Gerade  ß,  die  Verbindungslinie 
derjenigen   beiden  Punkte    auf  den  Trägern   nach    der  Verschiebung, 
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welche  vorher  in  ihrem  Schnittpunkte  vereinigt  waren  und  für  jedes 
Paar  der  unendlich-vielen  projectivischen  Beziehungen  hei  perspectivi- 
scher  Lage  ein  Paar  entsprechender  Punkte  sind  und  also  auch  bleiben; 
endlich  gehen  sämmtliche  aus  den  Punkten  p  entspringende  Kegel- 
schnitte durch  einen  festen  Punkt  P,  den  Projectionspunkt  der  beiden 
projectivischen  Punktreihen  auf  %  und  %^,  welche  vor  der  Verschie- 
bung den  Kegelschnitt  K^'^'^  erzeugten  und  nach  der  Verschiebung  per- 
spectivisch  zu  liegen  kommen.  Wir  erhalten  also  eine  gemischte 
Kegelschnittschaar  von  drei  gemeinschaftlichen  Tangenten  31  ?t^©  und 
einem  gemeinschaftlichen  Punkte  P,  hervorgegangen  aus  den  siimmt- 
lichen  Punkten  p  eines  Kegelschnitts. 

Auch  umgekehrt  können  wir,  sobald  die  bestimmenden  Elemente 
einer  solchen  gemischten  Kegelschnittschaar,  also  a)  drei  Punkte 
BB^C  und  eine  Gerade  £  oder  b)  drei  Gerade  SlSt^ß  und  ein  Punkt 
P  gegeben  sind,  den  Kegelschnitt  Z"'^)  herstellen,  aus  dessen  Tan- 
genten oder  Punkten  das  ganze  Gebilde  durch  Drehung  oder  Ver- 
schiebung hervorgeht.  Wir  denken  uns  nämlich  im  Falle  a)  in  B 
und  B^  zwei  perspectivische  Strahlbüschel,  welche  die  Gerade  S  zum 
perspecti vischen  Durchschnitt  haben,  und  drehen  diese  beiden  Strahl- 
büschel; deren  projectivische  Beziehung  also  bestimmt  ist,  um  solche 
Winkel,  dass  die  Strahlen  BG  und  B^C  zusammenfallen,  dann  er- 
zeugen jene  Strahlbüschel  den  Kegelschnitt  X^^^;  oder  b)  wir  denken 
uns  5t  und  21^  als  die  Träger  zweier  perspectiv! scher  Punktreihen, 
welche  P  zu  ihrem  Projectionspunkte  haben,  und  verschieben,  indem 
wir  diese  projectivische  Beziehung  festhalten,  die  Träger  auf  sich 
selbst  um  solche  Strecken,  dass  die  Schnittpunkte  (51,  ©)  und  (Slj,  ß) 
in  den  Schnittpunkt  (St,  St^)  hineinfallen;  dann  erzeugen  jene  beiden 
nicht  mehr  perspectivischen  Punktreihen  den  Kegelschnitt  K^^'^. 

Diese  Entstehung  der  beiden  gemischten  Kegelschnittschaaren 
giebt  ebensowohl  Aufschluss  über  ihre  Mächtigkeit,  welche  gleich  ist 
der  von  den  Tangenten  oder  Punkten  eines  Kegelschnitts,  wie  über 
die  Eigenschaften  beider  Gebilde.  Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  die 
Schaar  Kegelschnitte,  welche  durch  drei  Punkte  gehen  und  eine  gerade 
Linie  berühren,  mit  S  (3j?,  \l)  und  die  Schaar  Kegelschnitte,  welche 
drei  gerade  Linien  berühren  und  durch  einen  Punkt  gehen,  mit 
S  (3Z,  \p),  so  zeigt  sich  zunächst  der  Doppelsatz: 


Burcli  einen  beliebigen  Funkt 
der  Ebene  gehen  im  Allgemeinen 
zwei  Kegelschnitte  der  Schaar 
SiSp,  11). 


Eine  beliebige  Gerade  in  der 
Ebene  berühren  im  Allgemeinen 
zwei     Kegelschnitte      der      Schaar 
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Demi  fassen  wir  zum  Beweise  des  Satzes  links  irgend  zwei  Tan- 
genten t  des  erzeugenden  Kegelschnitts  X^^)  auf,  so  entspringen  aus 
diesen  beiden  Tangenten  zwei  Kegelschnitte  der  Schaar  5(3jp,  11), 
welche  ausser  den  drei  gemeinschaftlichen  Punkten  JBB^C  noch  den- 
jenigen vierten  Punkt  gemein  haben  müssen,  in  welchem  sich  nach 
der  Drehung  die  beiden  Strahlen  von  JB  und  B^  treffen,  welche  zum 
Schnittpunkte  der  beiden  Tangenten  t  hingehen;  also  umgekehrt,  da 
durch  einen  beliebigen  Punkt  o  nur  zwei  Tangenten  t  an  den  Kegel- 
schnitt K^'^'>  möglich  sind,  so  gehen  auch  durch  einen  beliebigen  Punkt 
o'  der  Ebene  nur  zwei  Kegelschnitte  der  Schaar  S  (i^p,  11)]  und 
analog  rechts.     Ferner  zeigt  sich: 


Eine  beliebige  Gerade  in  der 
Ebene  ivird  im  Allgemeinen  von 
vier  Kegelschnitten  der  ScJiaar 
S  (3p,  11)  berührt 


Durch  einen  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  gehen  im  Allgemeinen 
vier  Kegelschnitte  der  Schaar 
8(31,  Ip). 


Denn  denken  wir  uns  zum  Beweise  des  Satzes  links  eine  Gerade 
@  als  den  perspectivischen  Durchschnitt  noch  zweier  projectivischer 
Strahlbüschel,  deren  Mittelpunkte  in  B  und  B^  placirt  sind,  und  wel- 
che mit  jener  Gruppe  von  Strahlbüschelpaaren  unveränderlich  zusam- 
menhängen, so  werden  dieselben  vor  der  Drehung  einen  Kegelschnitt 
^(^^  erzeugt  haben,  und  soviel  Tangenten  t,  als  die  Kegelschnitte  K'^'^ 
und  ^(^)  gemeinschaftlich  haben,  werden  durch  die  Drehung  in  Kegel- 
schnitte verwandelt,  welche  die  Gerade  @  berühren;  also  im  All- 
gemeinen vier;  das  Analoge  zeigt  sich  bei  dem  Satze  rechts. 

Auch  über  die  Natur  der  in  der  Schaar  S  (3p,  1 1)  vorkommen- 
den Kegelschnitte  giebt  die  obige  Entstehungs weise  Aufschluss;  da 
nämlich  alle  Punkte,  welche  nach  der  Drehung  in  die  Unendlichkeit 
gelangen,  vor  derselben  auf  einem  Kreise  liegen  (dem  „Drehkreise" 
S.  228),  welcher  das  Erzeugniss  zweier  gleicher  und  gleichlaufender 
Strahlbüschel  ist,  so  werden  alle  diejenigen  Tangenten  t  des  erzeugen- 
den Kegelschnitts  K^^'^,  welche  den  Drehkreis  in  zwei  reellen  Punkten 
schneiden,  in  Hyperbeln,  diejenigen,  welche  ihn  berühren,  in  Parabeln 
und  diejenigen,  welche  ihn  nicht  treffen,  in  Ellipsen  verwandelt; 
solche  Tangenten  t,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des  Drehkreises 
gehen,  werden  nach  der  Drehung  in  gleichseitige  Hyperbeln  übergehen, 
weil  die  unendlich- entfernten  Punkte  unter  rechtwinkligen  Richtungen 
erscheinen.     Wir  haben  also  folgendes  Ergebnisse 

In  der  gemischten  Kegelschnittschaar  S  (3j),  1 1)  Jcomnien  im  All- 
gemeinen vier  Parahcln  vor,  ivelchc  zivei  Gruppen  Ellipsen  und  mvei 
Gruppen  Hyperbeln   von  einander  trennen;   unter   letzteren   befinden  sich 
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im  Allgemeinen  nur  zwei  gleichseitige  Htjperheln;  insbesondere  enthält  die 
Schaar  drei  Linienpaare,  welche  ihre  Doppelpunkte  in  der  Geraden  2 
haben  und  jedesmal  aus  zwei  Geraden  bestehen,  deren  eine  die  Ver- 
bindungslinie zweier  von  den  2>p  ist  und  die  andere  die  Verbindungs- 
linie des  dritten  mit  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  S  und  der  vori- 
gen Verbindungslinie.  Diese  drei  Linienpaare  entspringen  nämlich 
aus  denjenigen  beiden  Tangenten  t  des  Kegelschnitts  K^'^\  welche  in 
den  Punkten  BB^  berühren,  weil  die  projectivische  Beziehung  hier 
den  parabolischen  Charakter  annimmt,  und  drittens  aus  der  Tangente 
des  Kegelschnitts  K^'^^  in  demjenigen  Punkte  D,  in  welchem  sich  vor 
der  Drehung  zwei  Strahlen  schnitten,  welche  nach  derselben  in  die 
Verbindungslinie  BB^  hineinfallen,  weil  für  diese  t  die  perspectivische 
Lage  erhalten  bleibt. 

Für  die  Schaar  S  {^l,  Ijj)  lässt  sich  leicht  der  Ort  der  Mittel- 
punkte sämmtlicher  Kegelschnitte  ermitteln;  ziehen  wir  nämlich  durch 
irgend  einen  Punkt  p  des  erzeugenden  Kegelschnitts  K^^'^  ein  Paar 
von  Parallelen  zu  den  Trägern  %  und  Sl^,  so  treffen  dieselben  in  den 
Punkten  r  und  q^,  und  diese  behalten  ihre  Eigenschaft,  Durchschnitts- 
punkte der  Parallelstrahlen  (S.  28)  zu  sein,  auch  nach  der  Verschie- 
bung. Wir  erhalten  dadurch  nach  der  Verschiebung  ein  dem  jedes- 
maligen Kegelschnitte  der  Schaar  umbeschriebenes  Parallelogramm, 
dessen  Mittelpunkt  der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts  wird.  Der. 
Ort  des  Mittelpunktes  des  ersten  Parallelogramms  ändert  aber  durch 
die  Verschiebung  nur  seine  Lage  in  der  Ebene,  indem  er  sich  selbst 
congruent  bleibt,  und  dieser  Ort  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  ein  dem  er- 
zeugenden Kegelschnitt  K^^^  ähnlicher  Kegelschnitt;  denn  bezeichnen 
wir  den  Schnittpunkt  der  Träger  %%^  mit  e  (oder  fj),  als  Punkte  der 
beiden  den  Kegelschnitt  K^'^^  erzeugenden  Punktreihen,  und  die  Be- 
rührungspunkte mit  f  und  e^,  so  erzeugen  bei  der  Bewegung  yonp  die  Strahl- 
büschel \p  und  t^p  den  Kegelschnitt  K^^^]  bezeichnen  wir  aber  mit  e  und  qp^ 
die  Mitten  der  Strecken  ef  und  e^f^,  mit  n  die  Mitte  von  tp,  so  sind 
en  cp^n  parallel  resp.  mit  \p  und  ej;,  erzeugen  also  einen  ähnlichen  und 
ähnlich-liegenden  Kegelschnitt,  welcher  in  £  und  gj^  die  Träger  Sl^Ij 
berührt;  nach  der  Verschiebung  nimmt  dieser  Kegelschnitt  zwar  eine 
andere  Lage  ein,  bleibt  aber  dem  K^^^  ähnlich;  wir  haben  mithin  fol- 
gendes Resultat: 

Sämmtliche  Kegelschnitte  der  gemischten  Schaar  S  (31,  Ip)  haben 
ihre  Mittelpunläe  auf  einem  Kegelschnitte ,  welcher  ähnlich  ist  dem  er- 
zeugenden Kegelschnitt  K'^^.  Stellen  wir  uns  noch  die  Gerade  2)  her, 
welche  diejenigen  beiden  entsprechenden  Punkte  auf  den  Trägern  21 
und  5Ii  der  den  Kegelschnitt  jfiT^^^  erzeugenden  Punktreihen  verbindet,  die 
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nach  der  Verschiebung  in  dem  Schnittpunkte  (2l5(i)  vereinigt  werden, 
d.  h.  die  Gerade  ®,  welche  parallel  zu  ^  und  symmetrisch  rücksicht- 
licli  des  Schnittpunktes  (HStj)  liegt,  und  welche  nothwendig  eine 
Tangente  des  erzeugenden  Kegelschnitts  K^'^'>  ist,  so  können  wir  nach 
dem  oben  (S.  273)  gefundenen  Kriterium  leicht  entscheiden,  welcher  Art 
die  Kegelschnitte  der  gemischten  Schaar  S  (31,  Ip)  sein  werden;  der 
Kegelschnitt  ^'->,  welcher  die  drei  Geraden  SISlj^  berührt,  liegt  ent- 
weder ganz  innerhalb  öder  ganz  ausserhalb  des  von  jenen  drei  Ge- 
raden gebildeten  Dreiseits.  In  dem  ersten  Falle  liegt  er  ganz  in 
einem  der  Räume  (c)  (S.  273,  Fig.  67)  und  ist  nothwendig  Ellipse;  die 
Kegelschnitte  der  Schaar  bestehen  also  in  diesem  Falle  aus  lauter 
Ellipsen,  und  auch  der  Mittelpunktskegelschnitt  ist  eine  Ellipse.  Im 
zweiten  Falle  ist  der  Kegelschnitt  K^^'^  entweder  Ellipse  und  liegt  dann 
ganz  in  einem  der  Räume  (h),  welche  den  Seiten  des  Dreiseits  an- 
liegen; die  Kegelschnitte  der  Schaar  bestehen  in  diesem  Falle  aus 
lauter  Hyperbeln,  und  der  Mittelpunktskegelschnitt  ist  Ellipse;  oder 
der  Kegelschnitt  jfiT^^^  ist  Hyperbel  und  liegt  dann  mit  einem  Zweige 
in  einem  Räume  (li)  und  mit  dem  andern  in  dem  gegenüberliegenden 
Räume  (e);  die  Kegelschnitte  der  Schaar  bestehen  aus  einer  Gruppe 
Ellipsen  und  einer  Gruppe  Hyperbeln,  welche  durch  zwei  Parabeln 
von  einander  getrennt  werden;  der  Mittelpunktskegelschnitt  ist  Hyper- 
bel, und  die  beiden  unendlich-entfernten  Punkte  derselben  sind  die 
Mittelpunkte  der  beiden  in  der  Schaar  vorkommenden  Parabeln. 

Das  auf  S.  273  angegebene  Kriterium  giebt  auch  unmittelbar  Auf- 
schluss  über  die  Natur  der  gemischten  JKegelschnittschaar  je  nach 
der  Lage  der  sie  bestimmenden  Elemente,  nämlich  der  drei  Geraden 
S(5liß  und  des  Punktes  P.  Es  theilen  nämlich  die  drei  Geraden 
St^li©  das  Gebiet  der  ganzen  Ebene  in  7  Räume:  den  endlichen 
Raum  des  von  ihnen  gebildeten  Dreiseits,  die  drei  unendlichen 
den  Seiten  anliegenden  Räume  und  die  drei  unendlichen  den  Ecken 
anliegenden  Scheitelräume;  je  nachdem  der  Punkt  P  in  dem  einen 
oder  andern  dieser  Räume  liegt,  ändert  sich  die  Natur  der  gemischten 
Kegelschnittschaar,  und  zwar:  1)  Wenn  der  gegebene  Punkt' P  inner- 
halb des  endlichen  Dreiecksraumes,  den  die  drei  gegebenen  Geraden 
51  ^(i®  begrenzen,  gelegen  ist,  so  besteht  die  Schaar  aus  lauter  Ellip- 
sen, und  auch  der  Mittelpunktskegelschnitt  ist  eine  Ellipse;  2)  wenn 
der  Punkt  P  in  einem  der  drei  unendlichen  Scheitelräume,  welche  an 
die  Ecken  des  Dreiseits  anstossen,  gelegen  ist,  so  besteht  die  Schaar 
aus  lauter  Hyperbeln,  und  der  Mittelpunktskegelschnitt  ist  wiederum 
eine  Ellipse;  3)  wenn  der  Punkt  P  in  einem  der  drei  den  Seiten  des 
Dreiseits   anliegenden   unendlichen  Räume  gelegen  ist,    so  zerfällt  die 
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Schaar  in  eine  Gruppe  Ellipsen  und  eine  Gruppe  Hyperbeln,  welche 
(lurcli  zwei  Parabeln  von  einander  getrennt  werden;  der  Mittelpunkts- 
kegelsclinitt  ist  H3^perbel,  und  der  eine  Zweig  derselben  enthält  die 
Mittelpunkte  der  Ellipsen,  der  andere  die  der  Hyperbeln,  während  die 
beiden  unendlich-entfernten  Punkte  dieser  Mittelpunktshyperbel  die 
Mittelpunkte  der  beiden  Parabeln  der  Schaar  sind. 

Wir  brechen  hier  die  Betrachtung  der  beiden  noch  wenig  unter- 
suchten Kegelschnittschaaren  S(3p,  11)  und  S  (31,  Ip)  ab  und  über- 
lassen die  vielen  noch  unerledigten  Fragen,  welche  sich  hieran  knüpfen, 
dem  Leser.  Die  hier  gegebene  Entstehungsweise  derselben  scheint 
eine  ergiebige  und  empfehlenswer.the  Quelle  für  ihre  Untersuchung; 
sie  lässt  uns  aber  in  dem  Falle  im  Stich,  wenn  von  den  dp  oder 
3Z  ein  Paar  imaginär  wird,  d.  h.  a)  wenn  ein  Punkt  p,  eine 
Gerade  l  und  ein  (elliptisches)  Punktsystem  gegeben  ist  und  alle 
Kegelschnitte,  welche  durch  p  gehen,  l  berühren  und  das  gegebene 
Punktsystem  zu  ihrem  zugehörigen  haben,  die  gemischte  Kegelschnitt- 
schaar  bilden;  oder  b)  wenn  eine  Gerade  l,  ein  Punkt  ^j  und  ein 
(elliptisches)  Strahlsystem  gegeben  ist  und  alle  Kegelschnitte,  welche 
l  berühren,  durch  j9  gehen  und  das  gegebene  Strahlsystem  zu  dem 
ilinen  zugehörigen  zu  haben,  die  gemischte  Kegelschnittschaar  bilden. 
Zur  Construction  der  Kegelschnitte  dieser  Schaaren  können  wir  ge- 
langen, indem  wir  a)  einen  veränderlichen  Punkt  p  die  Gerade  l  durch- 
laufen lassen  und  jedesmal  den  Kegelschnitt  construiren,  welcher  in 
p  die  l  berührt,  durch  p)  geht  und  das  gegebene  Punktsystem  zu 
seinem  zugehörigen  hat  (S.  150);  b)  indem  wir  einen  veränderlichen 
Strahl  t  um  p  drehen  und  jedesmal  den  Kegelschnitt  construiren, 
welcher  in  p  die  t  berührt,  ausserdem  l  berührt  und  das  gegebene 
Strahlsystem  zu  dem  ihm  zugehörigen  hat.  Diese  Constructionen  ge- 
statten, wenn  auch  nicht  einen  so  unmittelbaren  Einblick,  wie  die 
obige  organische  Entstehungs weise,  doch  eine  Anschauung  dieser  ge- 
mischten Kegelschnittschaaren  und  bieten  eine  Handhabe  für  ihre  Unter- 
suchung, die  übrigens  zum  Theil  schon  auf  Curven  höheren  Grades  führt. 

Wir  haben  noch  die  dritte  gemischte  Kegelschnittschaar  S{2p,  21) 
von  zwei  festen  Punkten  und  zwei  festen  Tangenten  in  Betracht  zu 
ziehen  oder,  wenn  wir  uns  von  der  Realität  dieser  Paare  unabhängig 
machen  wollen,  alle  Kegelschnitte  aufzusuchen,  welche  gleichzeitig  ein 
gegebenes  Funktsystem  und  ein  gegebenes  Strahlsystem  zu  den  ihnen  zu- 
gehörigen haben.  Das  Verhalten  dieser  gemischten  K'egelschnittschaar 
lässt  sich  leicht  aus  einem  speciellen  Falle  erkemien,  wenn  wir  näm- 
lich alle  Kreise  in  Betracht  ziehen,  welche  zwei  gegebene  Gerade 
berühren,  da  diese    auf  der  unendlich-entfernten   Geraden   ©^   ausser- 
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dem  zwei  imaginäre  gemeinschaftliche  Punkte  haben  (S.  195);  aber 
auch  allgemein  zeigt  sich  leicht  Folgendes: 

Sind  gegeben  ein  .Strahlsystem  (x,  |),  dessen  Mittelpunkt  B  ist,  und 
ein  Punktsystem  (y,  7])  auf  dem  Träger  51,  so  wird  es  im  Allgemei- 
nen einmal  vorkommen,  dass  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  des  Strahl- 
systems durch  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punktsystems  hin- 
durchgeht (S.  58  und  158);  ein  solches  gemeinschaftliches  Paar  ist 
immer  reell  vorhanden,  sobald  eines  oder  beide  Systeme  elliptisch 
sind,  oder  wenn  beide  Systeme  hyperbolisch  sind  mit  den  Asymptoten 
g,  h  und  den  Asymptotenpunkten  g,  t),  falls  die  letzteren  durch 
die  ersteren  nicht  getrennt  werden,  d.  h.  die  Punkte  g,  f)  entweder 
in  demselben  Winkelraume  oder  in  zwei  Scheitelräumen  von  den 
vier  durch  g  und  h  gebildeten  Winkelräumen  enthalten  sind;  wenn 
aber  g  und  \)  in  zwei  neben  einander  liegenden  Winkelräumen 
enthalten    sind    (Fig.  79),    so    giebt    es    kein  ^^.    ^^ 

solches  perspectivisch  liegendes  Paar  con- 
jugirter Elemente.  Dann  giebt  es  aber  über- 
haupt gar  keinen  reellen  Kegelschnitt  der 
Schaar;  denn  ein  Kegelschnitt,  welcher  g,  h 
berührt  und  durch  g  geht,  ist  vollständig  in 
dem  Winkel-  und  seinem  Scheitelraume  ent- 
halten, in  welchem  g   liegt,   mag   er  Ellipse, 

Hyperbel  oder  Parabel  sein;  er  kann  also  nie  durch  einen  Punkt  f) 
gehen,  welcher  in  einem  der  Neben-Scheitelräüme  liegt.  Die  Schaar 
enthält  also  in  diesem  Falle  keinen  einzigen  reellen  Kegelschnitt. 
Sehen  wir  daher  von  diesem  illusorischen  Falle  ab,  so  giebt  es  ein 
Strahlenpaar  l  und  l  des  Strahlsystems  (I?),  welches  den  Träger  5t 
in  einem  Paare  conjugirter  Punkte  p  und  7i  des  auf  ihm  gegebenen 
Punktsystems  trifft,  und  dasselbe  ist  nach  dem  Obigen  leicht  zu  con- 
struiren.  Diese  besonderen  perspectivisch- liegenden  Paare  l,  X  und 
p,  %  conjugirter  Elemente  beider  gegebenen  Systeme  beherrschen  diese 
gemischte  Kegelschnittschaar.  Geht  nämlich  l  durch  p  und  A  durch 
TT,  so  wird,  weil  p  und  %  ein  Paar  conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  jeden 
Kegelschnitt  dieser  Schaar  sein  müssen,  die  Polare  von  p  durch  % 
gehen;  sie  muss  aber  andererseits  auch  den  Pol  von  l  enthalten,  weil 
l  durch  i)  geht;  der  Pol  von  l  muss  ferner  auf  der  Geraden  A 
liegen,  weil  l  und  A  conjugirte  Gerade  für  alle  Kegelschnitte  der 
Schaar  sind;  es  sind  also  nur  zwei  Möglichkeiten  vorhanden,  entweder 
ist  Jt  selbst  der  Pol  von  Z,  oder  wenn  er  es  nicht  ist,  so  muss  A  die 
Polare  von  p  sein;  die  Kegelschnitte  der  Schaar  zerfallen  daher  in 
zwei  Gruppen:  für  die  erste  Gruppe  sind  p  und  A  Pol  und  Polare,  für 
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die  zweite  Gruppe  sind  71  und  l  Pol  und  Polare.  Bezeichnen  wir  diese 
beiden  Gruppen,  in  welche  die  gemischte  Kegels chnittschaar  zerfällt, 
durch  [;),  A]  und  [jr,  X\,  so  ergiebt  sich  folgendes  Verhalten:  Weil 
in  der  Gruppe  [j>,  A]  die  Polare  A  von  j)  durch  li  geht,  so  muss  auch 
die  Polare  von  J5  durch  2>  gehen,  und  weil  der  Pol  j>  von  A  auf  5t 
liegt,  so  muss  auch  der  Pol  von  St  auf  A  liegen,  dagegen  in  der 
Gruppe  [ä,  /]  geht  die  Polare  von  B  beständig  durch  jt,  und  der  Pol 
von  2t  liegt  immer  auf  l.     Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 

Die  (jcmischte  Kegelschnittschaar  von  swei  festen  Tangenten,  deren 
Schnittpunkt  B,  und  zivei  festen  Pnnliten,  deren  Verbindungslinie  2t  sei, 
zerfällt  in  zwei  Gruppen  von  Kegelschnitten;  für  jede  derselben  geJd  die 
Polare  von  B  (BerüJirungssehne  der  beiden  festen  Tangenten)  durch  je 
einen  festen  Punkt  p  und  jr,  welcJte  auf  2t  liegen,  und  der  Pol  der  Ge- 
raden 2t  (Schnittpunkt  der  Tangoiten  in  den  beiden  festen  Punkten)  liegt 
auf  je  einer  festen  Geraden  A  und  l,  ivelche  durch  B  gehen;  die  Geraden 
A  und  l  gehen  resp.  durch  die  Punkte  n  und  p  und  sind  zugeordnet-har- 
monische  Strahlen  zu  den  beiden  festen  Tangenten,  sowie  p  und  n  zuge- 
ordnet-harmonische  Punkte  zu  den  beiden  festen  Punkten  der  Schaar  sind. 

Für  den  vollständig  reellen  Fall,  wenn  beide  Systeme  (B)  und 
(2t)  hyperbolisch  sind,  also  die  Asymptoten  gh  des  Strahlsystems  die 
beiden  festen  Tangenten  und  die  Asymptotenpunkte  gt)  des  Punkt- 
systems die  beiden  festen  Punkte  der  gemischten  Kegelschnittschaar 
sind,  ist  zu  bemerken,  dass  die  Kegelschnitte  von  jeder  der  beiden 
Gruppen  paarweise  mit  einander  zusammenhängen:  Ziehen  wir  nämlich 

Fig.  80. 


irgend  einen  Strahl  durch  p,  welcher  g  und  h  in  den  Punkten  ^j  und 
^2  trifft,  so  wird  auch,  wenn  wir  t^  und  t^  mit  n  verbinden  und  die 
Schnittpunkte   dieser   Verbindungsstrahlen   mit  h  und  g  durch   ^3  und 
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t^  bezeichnen,  die  Verbindungslinie  t.J^  durch  p  laufen  müssen  (Fig.  80), 
denn  die  Strahlen  ghll  sind  harmonisch,  und  aus  der  harmonischen 
Eigenschaft  des  Vierecks  folgt  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung. 
Es  giebt  hiernach  zwei  Kegelschnitte  der  Gruppe  Q),  X],  von  denen  der  eine 
in  t^t^,  der  andere  in  t^t_^  die  Geraden  ^/i  berührt  und  durch  gt)  geht; 
andererseits  giebt  es  aber  auch  zwei  Kegelschnitte  der  Gruppe  [%,  l], 
deren  einer  in  t^t^,  der  andere  in  f^^i  die  Geradeii  gh  berührt  und 
ausserdem  durch  g!^  geht;  diese  vier  Kegelschnitte,  welche  paarweise 
den  beiden  Gruppen  angehören,  berühren  sich  in  den  vier  Punkten 
h^2^äh  derartig,  dass  jeder  aus  der  einen  Gruppe  die  beiden  andern 
aus  der  andern  Gruppe  berührt;  die  vier  Punkte  tii^tj^  liegen  ferner 
mit  den  festen  Punkten  gf)  in  einem  Kegelschnitt  ^^'^\  weil  g  und  l) 
zugeordnete  Punkte  sind  zu  ^j  und  it,  zwei  Diagonalpunkten  des  voll- 
ständigen Vierecks  t^t^^t-^t.^.  Dieser  Kegelschnitt  ^^^)  hat  B2)7t  zu  einem 
Tripel  conjugirter  Punkte,  folglich  ist  jj;t  die  Polare  von  B  in  Bezug 
auf  ihn,  und  daher  sind  Bo,  und  Bl)  seine  Tangenten  in  den  Punkten 
g  und  ^.  Verändern  wir  den  willkürlich  durch  p  gezogenen  Strahl, 
so  verändert  sich  auch  das  Viereck  der  vier  Berührungspunkte  t^^t^i^t^ 
und  der  Kegelschnitt  U^^'>-^  ersteres  behält  das  feste  Diagonaldreieck 
Bpn  und  ein  Seitenpaar  r/A  unverändert,  der  Kegelschnitt  Ä^^^^  be- 
schreibt eine  Schaar  sich  doppelt  berührender  Kegelschnitte,  welche 
in  den  Punkten  g  und  f)  die  gemeinsamen  Tangenten  i'g  und  jBI)  haben. 
In  analoger  Weise  ordnen  sich  die  Kegelschnitte  der  gemisch- 
ten Schaar  zu  zwei  und  zwei  Paaren,  wenn  man  auf  l  einen  beliebi- 
gen Punkt  p  nimmt,  ihn  mit  g  und  t)  verbindet  und  die  Schnittpunkte 
dieser  Verbindungsstrahlen  mit  /l  abwechselnd  mit  l)  und  g  verbindet, 
welche  beiden  Linien  sich  Aviederum  auf  l  schneiden;  man  erhält  da- 
durch ein  Vierseit,  dessen  Diagonaldreiseit  St  /  A  ist,  und  von  dem  ein 
Paar  Gegenecken  g  und  f)  sind;  die  vier  Seiten  dieses  Vierseits  sind 
die  Tangenten  von  vier  Kegelschnitten,  welche  paarweise  den  beiden 
Gruppen  Q),  A]  und  [jr,  l]  angehören  und  sich  derartig  berühren,  dass 
jeder  aus  der  einen  Gruppe  die  beiden  andern  aus  der  andern  Gruppe 
berührt.  Die  vier  Seiten  dieses  Vierseits  und  die  beiden  Geraden  (j 
und  h  sind  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts,  der  SlU  zum  Tripel 
conjugirter  Strahlen  hat  und  daher  die  Geraden  g  und  h  in  denjenigen 
beiden  Punkten  berührt,  in  welchen  sie  von  SI  geschnitten  werden; 
verändern  wir  den  willkürlich  angenommenen  Punkt  p  auf  der  Geraden 
l,  so  verändert  sich  sowohl  jenes  Vierseit,  als  auch  dieser  Kegel- 
schnitt und  letzterer  durchläuft  eine  Schaar  einander  doppelt  berührender 
Kegelschnitte,  deren  beide  Berührungspunkte  die  Schnittpunkte  von  g 
und  h  mit  der  Geraden  Sl  sind. 

• 
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§.  54.     Die  gemeinscliaftliclieii  Punkte,  Tangenten  und  das  gemeinsame 
Tripel  conjugirter  Punkte  und  Strahlen  für  zwei  beliebig  angenommene 

Kegelschnitte. 

Zwei  willkürlich  in  der  Ebene  angenommene  Kegelschnitte  kömien 
höchstens  vier  gemeinschaftliche  Punkte  und  vier  gemeinschaftliche 
Tangenten  haben,  denn  durch  fünf  dieser  Elemente  ist  der  Kegel- 
schnitt im  Allgemeinen  eindeutig  bestimmt,  d.  h,  zwei  Kegelschnitte, 
welche  z.  B.  fünf  Punkte  gemeinschaftlich  haben,  müssen  identisch  zu- 
sammenfallen. Die  Frage  nach  der  Realität  dieser  gemeinschaft- 
lichen Punkte  und  Tangenten  sowie  die  Construction  derselben 
ist  für  viele  geometrische  Untersuchungen  unerlässlich,  insbesondere 
für  die  Construction  des  Kegelschnittbüschels  und  der  Kegelschnitt- 
schaar,  welche  beiden  Gebilde  durch  zwei  Kegelschnitte  vollständig 
und  eindeutig  bestimmt  werden.  Es  soll  daher  diese  Frage  nachträg- 
lich beantwortet  werden. 

Ein  Kegelschnitt  theilt  die  unendliche  Ebene  in  zwei  Gebiete, 
welche  wir  das  äussere  und  innere  Gebiet  nennen;  ersteres  wird  er- 
füllt von  sämmtlichen  Tangenten  des  Kegelschnitts,  letzteres  von 
keiner  getroffen.  Denken  wir  uns  eine  veränderliche  Tangente  an 
dem  Contour  eines  Kegelschnitts  herumbewegt,  so  durchstreift  dieselbe 
das  ganze  äussere  Gebiet  doppelt;  denn  halten  wir  den  Berührungs- 
punkt in  der  Tangente  fest,  so  theilt  er  jedesmal  dieselbe  in  zwei 
unendliche  Hälften,  und  während  der  Berührungspunkt  den  Contour 
des  Kegelschnitts  einmal  durchläuft,  durchstreift  jede  der  beiden 
Hälften  das  ganze  äussere  Gebiet.  Bei  der  Hyperbel  bildet  das 
äussere  Gebiet  ein  zusammenhängendes  Ganze  von  unendlicher  Aus- 
dehnung; das  innere  Gebiet  besteht  aus  zwei  getrennten  (im  Unend- 
lichen zusammenhängenden)  Theilen  ebenfalls  von  unendlicher  Aus- 
dehnung. Die  Bewegung  der  Tangente  mit  ihrem  Berührungspunkt 
längs  des  Contours  der  Hyperbel  zeigt  den  Zusammenhang  der  beiden 
Hyperbelzweige  im  Unendlichen  (S.  120).  Das  innere  Gebiet  der  Ellipse 
ist  von  endlicher  Ausdehnung,  das  äussere  von  unendlicher;  bei  der 
Parabel  sind  beide  von  unendlicher  Ausdehnung  und  jedes  in  sich  zu- 
sammenhängend. 

Wenn  wir  zwei  Kegelschnitte  ÜT^^^  und  Kf^  in  der  Ebene  will- 
kürlich annehmen,  so  können  drei  wesentlich  verschiedene  Fälle  rück- 
sichtlich ihrer  gegenseitigen  Lage  eintreten,  nämlich  1)  ist  das  innere 
Gebiet  des  einen  ganz  in  dem  inneren  Gebiete  des  anderen  enthalten 
und  zugleich  enthält  das  äussere  Gebiet  des  ersteren  ganz  das  äussere 
Gebiet  des  letzteren,  d.  h.  der  eine  Kegelschnitt  liegt  ganz  innerhalb 


Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittschaar.     §.  54.  365 

des  anderen,  oder  2)  das  innere  Gebiet  des  einen  liegt  ganz  in  dem 
äusseren  Gebiet  des  anderen  und  zugleich  das  äussere  Gebiet  des 
ersteren  enthält  ganz  das  innere  des  anderen,  d.  h.  der  eine  Kegel- 
schnitt liegt  ganz  ausserhalb  des  anderen,  oder  3)  das  innere  Gebiet 
des  einen  greift  theilweise  über  in  das  innere  Gebiet  des  anderen.  In 
den  Fällen  1)  und  2)  können  die  Kegelschnitte  keinen  reellen  Punkt 
gemeinschaftlich  haben,  im  Falle  3)  müösen  sie  gemeinschaftliche 
Punkte  haben  und  zwar  nothwendig  zwei  oder  vier;  denn  verfolgen 
wir  den  Contour  des  einen,  so  muss  ein  auf  demselben  sich  bewegen- 
der Punkt  aus  dem  äusseren  Gebiete  des  anderen  in  das  innere  Gebiet 
desselben  übertreten  bei  der  Annahme,  dass  ein  Theil  der  inneren 
Gebiete  sich  deckt;  der  sich  bewegende  Punkt  muss  aber  auch  wiederum 
aus  dem  inneren  Gebiet  in  das  äussere  zurückkehren,  von  wo  wir  ihn 
ausgehen  Hessen,  bei  dem  continuirlichen  Durchlaufen  des  zusammen- 
hängenden (bei  der  Hyperbel  durchs  Unendliche  zusammenhängenden) 
Contours;  er  muss  also  mindestens  zweimal  die  Grenze  überschreiten, 
kann  es  aber  auch  viermal  thun,  d.  h.  ^wei  Kegelschnitte  hahcn  mitweder 
heinen  oder  zwei  oder  vier  gemeinschaftliche  PunMe;  haben  -sie  einen  ge- 
meinschaftlichen PtmM,  so  müssen  sie  noch  einen  ziveiten  reellen  PunM 
gemeinschaftlich  haben,  können  aber  auch  noch  drei  haben;  hahcn  sie  drei 
reelle  PunMe  gemein,  so  tnüssen  sie  noch  einen  vierten  reellen  gemein- 
schaftlichen Punkt  haben  (S.  238).  Hieraus  folgt  unmittelbar  das  polar- 
gegenüberstehende Ergebniss :  Haben  zwei  Kegelschnitte  eine  reelle  gemein- 
schaftliche Tangente,  so  müssen  sie  noch  eine  zweite  haben,  können  aber 
auch  noch  drei  andere  gemejf^chaftliche  Tangenten  haben;  denn  wenn 
wir  zwei  Kegelschnitte  mit  einer  reellen  gemeinschaftlichen  Tangente 
in  Bezug  auf  irgend  einen  Kegelschnitt  als  Basis  polarisiren  (S.  146), 
so  erhalten  wir  zwei  neue  Kegelschnitte,  welche  einen  reellen  Punkt 
gemein  haben,  folglich  nothwendig  noch  einen  zweiten  oder  drei 
andere  gemeinschaftliche  Punkte;  die  ursprünglichen  beiden  Kegel- 
schnitte haben  daher  nothwendig  noch  eine  zweite  gemeinschaftliche 
Tangente,  oder  auch  drei;  hieraus  folgt:  Zwei  Kegelschnitte  haben  ent- 
iveder  keine  oder  zwei  oder  vier  gemeinschaftliche  Tangenten. 

"Wie  nun  gemeinschaftliche  Punkte  und  Tangenten  bei  zwei  Kegel- 
schnitten zusammen  auftreten,  erkennen  wir  am  deutlichsten,  indem 
wir  das  gemeinschaftliche  Tripel  conjugirter  Punkte  und  Strahlen  in 
Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  aufsuchen.  Irgend  ein  Punkt  in  der 
Ebene  hat  in  Bezug  auf  jeden  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte 
K^^'>  und  Ä^P^  eine  bestimmte  Polare;  suchen  wir  solche  Punkte  in 
der  Ebene  auf,  für  welche  die  beiden  Polaren  zusammenfallen;  und 
andererseits,  jede  Gerade  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  hat   einen 
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bestimmten  Pol;  suchen  wir  solche  Gerade  auf,  welche  für  beide  Kegel- 
schnitte denselben  Pol  haben;  eine  Lösung  der  ersten  Frage  giebt  zu- 
gleich eine  Lösung  der  zweiten,  wie  ersichtlich  ist,  und  zwei  Lösungen 
geben  sofort  eine  dritte,  denn  seien  x  und  X,  y  und  Y  zwei  Paar 
Pole  und  Polaren  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte,  so  muss  der 
Schnittpunkt  (X,  Y)  und  die  Verbindungslinie  xy  ein  drittes  Paar 
Pol  und  Polare  für  beide  Kegelschnitte  sein.  Mehr  als  drei  Lösungen 
der  Frage  können  aber  im  Allgemeinen  nicht  existiren,  sobald  die  ge- 
gebenen Kegelschnitte  von  einander  verschieden  sind,  denn  wären  x  und  X, 
y  und  Y,  (X,  Y)  =  z,  und  xy  =  Z  diese  drei  Paare  Pole  und  Polaren 
und  noch  ein  viertes  Paar  u  und  U,  so  Hessen  sich  unendlich-viele  neue 
Paare  herstellen,  nämlich  xu  ==  V  und  (X,  U)  =  v  u.  s.  f.,  und  aus 
diesen  wieder  neue,  was  einen  netzartigen  Fortgang  hat;  auf  jeder 
Verbindungslinie  wie  z.  B.  xy  wäre  ein  Punktsystem  bekannt,  welches 
beiden  Kegelschnitten  gleichzeitig  zugehörte,  imd  die  beiden  Asym- 
ptotenpunkte wären  allemal  ein  Paar  gemeinschaftlicher  Punkte  beider 
Kegelschnitte  (reell  oder  imaginär),  die  beiden  Kegelschnitte  hätten 
also  unendlich-viele  gemeinschaftliche  Punkte  und  wären  somit  iden- 
tisch. 

Nach  dieser  vorläufigen  Bemerkung  kommt  es  darauf  an,  jene 
besonderen  Punkte  zu  finden,  deren  Polaren  in  Bezug  auf  beide 
Kegelschnitte  zusammenfallen;  bewegen  wir  zu  diesem  Zwecke  einen 
veränderlichen  Punkt  p  auf  einer  beliebigen  Geraden  @,  so  wird  seine 
Polare  in  Bezug  auf  den  ersten  Kegelschnitt  K^^'^  ein  Strahlbüschel 
beschreiben,  welches  um  den  Pol  o  der|^eraden  @  sich  dreht  und 
projectivisch  ist  mit  der  von  p  beschriebenen  Punktreihe  auf  dem 
Träger  ^  (S.  145);  ebenso  die  Polaren  von  den  Punkten  p  in  Bezug 
auf  den  zweiten  Kegelschnitt  Ä'P^;  diese  beiden  projectivisch en  Strahl- 
büschel, deren  Mittelpunkte  o  und  o^  sind,  erzeugen  selbst  einen 
Kegelschnitt  ^^^\  welcher  durch  o  und  o^  geht  und  die  Eigenschaft 
besitzt,  dass  sich  in  jedem  Punkte  q  desselben  die  Polaren  eines  ge- 
wissen Punktes  ;p  der  Geraden  &  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte 
K'-^'>  und  Ä'P^  schneiden,  also  auch  umgekehrt:  Die  Polaren  eines  jeden 
Punktes  q  des  Kegelschnitts  Ä'^^  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte 
K^^^  und  J5rp)  trefi'en  sich  in  einem  Punkte  p  der  Geraden  @;  wenn 
wir  jetzt  eine  zweite  Gerade  05^  annehmen  und'  von  einem  veränder- 
lichen Punkte  pi  durchlaufen  lassen,  so  erhalten  wir  in  derselben 
Weise  einen  zweiten  Kegelschnitt  ^p^,  welcher  durch  die  beiden 
Pole  m  und  ni^  der  Geraden  ÖJ^  rücksichtlich  der  Kegelschnitte 
K^^'>  und  Ä'p)  hindurchgeht  und  alle  Punkte  q^  enthält,  deren 
Polaren   in   Bezug    auf  K^^'>   und   Ä'P^   sich  in  einem  Punkte  p^   der 


Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittschaar.     §.  54.  367 

Geraden  ©^  treffen.  Die  beiden  Kegelschnitte  Ä(2>  und  Äf'  haben 
nun  einen  unmittelbar  anzugebenden  Punkt  gemein;  der  Schnittpunkt 
P  der  Geraden  (3,  ©^  hat  nämlich  in  Bezug  auf  K'-^^  und  Kf^  zwei 
Polaren,  welche  sich  in  Q  treffen,  und  durch  Q  müssen  offenbar  beide 
Kegelschnitte  Ä*^^)  und  ^p>  hindurchgehen;  sie  haben  nach  dem  Obigen 
nothwendig  noch  einen  oder  drei  andere  gemeinschaftliche  Punkte, 
welche  die  Lösung  der  vorgelegten  Frage  darbieten;  sei  x  ein  gemein- 
schaftlicher Punkt  der  Kegelschnitte  ^^^^  und  ^p)  ausser  dem  bekann- 
ten Q,  so  müssen,  weil  x  in  ^^^^  liegt,  seine  Polaren  rücksichtlich 
K^^'^  und  ^p^  sich  in  einem  Punkte  ^  der  Geraden  @  treffen,  und  weil 
X  in  ^p^  liegt,  müssen  sie  sich  in  einem  Punkte  ^^  der  Geraden  (B^ 
treffen;  die  Punkte  |  und  ^^  fallen  aber  nicht  zusammen  in  P,  weil 
sonst  a;  in  ^  läge;  folglich  müssen  die  Polaren  von  x  rücksichtlich 
beider  Kegelschnitte  K^^^Kf^  in  die  Gerade  ^1^  hineinfallen,  d.  h. 
X  ist  ein  Punkt  der  gesuchten  Art.  Wir  schliessen  also:  Es  giebt  in 
der  Ebene  im  Allgemeinen  drei  PtmJcte  xyz  der  Art,  dass  für  jeden  der- 
selben die  Polaren  rilclisicMlich  zweier  gegebenen  Kegelschnitte  K^^^  und 
Kf^  zusammenfallen;  von  diesen  drei  PunJäen  muss  einer  immer  reell 
sein.  Nehmen  wir  an,  es  wären  alle  drei  reell,  so  zeigt  sich  ein 
merkwürdiger  Zusammenhang  zwischen  ihnen  und  ihren  Polaren  für 
die  Kegelschnitte  K^^  und  K\^\  Wenn  nämlich  die  Polare  von  x  in 
Bezug  auf  K^^  und  Ä"p)  in  |  und  |^  resp.  die  Geraden  05  ©^  trifft 
und  die  Polare  von  y  in  r}  und  rj^,  so  muss  auch  der  Schnittpunkt 
(11]^,  r]r]i)  ein  solcher  Punkt  sein,  dass  er  dieselbe  Polare  xy  in  Be- 
zug auf  beide  Kegelschnitte  K^^'>K\^^  hat;  es  giebt  aber  nur  noch  einen 
einzigen  dritten  Punkt  dieser  Art,  nämlich  z,  den  vierten  Schnittpunkt 
der  beiden  Kegelschnitte  ^^^^  und  ^p^,  folglich  muss  der  Punkt  (H^,  Tjrjj) 
mit  2  coincidiren,  und  seine  Polare,  welche  in  ^  und  ^^  resp.  die 
Geraden  Ö5  und  (3i  trifft,  muss  die  Verbindungslinie  xy  sein;  es  ist 
also  z  der  Pol  von  xy  und  in  gleicher  Weise  x  der  Pol  von  yz  und 
y  der  Pol  von  zx]  die  drei  Punkte  xyz  liegen  daher  so,  dass  jeder  der 
Pol  der  Verbindungslinie  der  beiden  andern  ist,  d.  h.  sie  bilden  ein 
Tripel  conjugirter  Punkte  für  beide  Kegelschnitte  K^^^  und  K'p,  und  die 
Verbindungslinien : 

{yz)  =  X  {zx)=Y  {xy)  =  Z 
ein  Tripel  conjugirter  Strahlen.  Hierdurch  ist  zugleich  die  zweite 
oben  aufgestellte  Frage  beantwortet,  nämlich  solche  Gerade  in  der 
Ebene  zweier  gegebenen  Kegelschnitte  K-^  Kp  zu  finden,  deren  Pole 
in  Bezug  auf  beide  zusammenfallen;  denn  eine  solche  Gerade  muss 
die  Träger  @  und  ©^  in  zwei  derartigen  Punkten  :p  und  :pi  treffen, 
dass  der  Schnittpunkt  der  Polaren  von  p  in  Bezug  auf  K^^^  und  Kf^ 
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mit  dem  Schnittpunkt  der  Polaren  von  p^  zusammenfällt,  und  solcher 
Geraden  giebt  es,  wie  wir  gesehen  haben,  nur  die  drei  H^,  rjrj^,  t,t,y 
oder  X,   Y,  Z.     Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 

Es  giebt  in  der  Ebene  im  Allgemeinen  drei  Gerade  X  YZ  der  Art,  dass 
für  jede  derselben  die  Pole  rücJcsicJdlich  zweier  gegebenen  Kegelschnitte  K^^^ 
und  Kf^  zusammenfallen;  von  diesen  drei  Gei-aden  muss  mie  immer  reell 
sein;  sind  alle  drei  reell,  so  bilden  sie  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen  für 
beide  Kegelschnitte  K^^'>  und  K[^\  d.  h.  der  Fol  jeder  ist  der  SchnittiMnkt 
der  beiden  andern. 

Da  von  dem  gemeinschaftlichen  Polardreieck,  dessen  Ecken  xyz  und 
gegenüberliegende  Seiten  XYZ  gleichzeitig  beziehungsweise  ein  Tripel 
conjugirter  Punkte  und  Strahlen  für  beide  gegebenen  Kegelschnitte  sind, 
entweder  alle  Ecken  und  Seiten  reell  sind  oder  nur  eine  Ecke  x  und 
die  gegenüberliegende  Seite  X,  so  brauchen  wir  auch  nur  diese  beiden 
immer  reellen  Elemente,  deren  Construction  oben  angegeben  ist,  zu 
ermitteln  und  können  die  übrigen  auf  folgende  Art  aus  ihnen  finden: 
Die  Polare  X  von  x  ist  der  Träger  zweier  verschiedenen  Punktsysteme, 
welche  beziehungsweise  den  Kegelschnitten  K"^^  und  Kp  zugehören; 
haben  dieselben  ein  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter  Punkte  (Seite  58 
und  158),  so  muss  dasselbe  aus  den  Punkten  y  und  z  bestehen;  dieses 
Punktpaar  kann  also  nur  dann  imaginär  sein,  wenn  die  auf  X 
befindlichen  Punktsysteme,  welche  den  Kegelschnitten  K'^'^  und  Kf^ 
zugehören,  beide  hyperbolisch  sind  und  die  Asymptotenpunkte*  dersel- 
ben sich  gegenseitig  trennen,  oder  mit  andern  Worten,  wenn  die 
Gerade  X  beide  Kegelschnitte  K^^^  und  Kf^  in  je  zwei  reellen  Punkten 
schneidet,  von  denen  das  eine  Paar  durch  das  andere  und  zugleich 
dieses  durch  jenes  getrennt  wird.  Wenn  die  Kegelschnitte  K^"^^  und 
Kf^  keinen  reellen  Punkt  gemein  haben,  also  in  der  oben  mit  1)  und 
2)  bezeichneten  Lage  sich  befinden,  bei  welcher  entweder  der  eine 
ganz  innerhalb  oder  ganz  ausserhalb  des  andern  gelegen  ist,  dann  ist 
es  ersichtlich,  dass  jede  Gerade,  welche  beide  in  reellen  Punktpaaren 
schneidet  (also  auch  X),  sie  nothwendig  so  treffen  muss,  dass  die 
Schnittpunktpaare  nicht  durch  einander  getrennt  werden;  also  schliessen 
wir:  Zwei  Kegelschnitte,  ivelche  keinen  reellen  PunJct  gemein  haben,  müssen 
nothwendig  ein  reelles  Tripel  conjugirter  PunJcte  xyz  gemeinschaftlich 
haben,  denn  es  giebt  überhaupt  keine  Gerade  in  der  Ebene  zweier  so 
gelegener  Kegelschnitte,  welche  dieselben  in  Punktpaaren  träfe,  die 
einander  trennen,  also  auch  kein  X  der  Art.  Andererseits  haben  zwei 
Kegelschnitte,  welche  vier  reelle  gemeinschaftliche  Punkte  haben, 
immer  ein  reelles  gemeinsames  Tripel  xyz,  welches  a  priori  zu  be- 
stimmen von  früher  her  bekannt  ist,  nämlich  das  Diagonaldreieck  des 
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von  den  vier  Schnittpunkten  gebildeten  vollständigen  Vierecks;  also 
bleibt  dafür,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  K^^^  und  K'^'^  von  dem 
gemeinsamen  Tripel  allein  x  und  X  reell  haben,  der  einzige  Fall 
übrig,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte 
haben;  wir  schliessen  also:  Wenn  zivei  Kegelschnitte  nur  zwei  reelle 
Schnittpunkte  haben,  so  ist  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  nur  ein 
PunJct  X  und  seine  Polare  X  (die  Verbindungslinie  der  beiden  andern) 
reell.  Denn  wäre  das  Tripel  xyz  vollständig  reell  und  die  Kegel- 
schnitte hätten  nur  einen  reellen  Punkt  a  gemeinschaftlich,  so  würde, 
wenn  der  Schnittpunkt  ( ax,  X)  ==  J  ist,  der  vierte  harmonische 
Punkt  zu  ax^,  dem  a  zugeordnet,  nothwendig  auch  ein  gemeinschaft- 
licher Punkt  beider  Kegelschnitte)  also  der  zweite  Punkt  ß  sein  müssen; 
in  gleicher  Weise  würden  wir  aber  noch  zwei  andere  reelle  gemein- 
schaftliche Punkte  erhalten,  indem  wir  a  mit  y  und  0  verbinden  und 
die  gleiche  Construction  ausführen;  wenn  also  die  Kegelschnitte  ein 
reelles  gemeinschaftliches  Tripel  und  nur  einen  Punkt  gemein  hätten, 
so  müssten  sie  vier  reelle  gemeinschaftliche  Punkte  haben;  es  kann 
mithin,  wenn  sie  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte  haben,  das  Tripel 
nicht  vollständig  reell  sein,  sondern  nur  x  und  X,  und  zugleich 
müssen  die  beiden  reellen  gemeinschaftlichen  Punkte  mit  x  in  gerader 
Linie  liegen;  und  umgekehrt:  Wenn  von  dem  gemeinschaftlichen 
Tripel  zweier  Kegelschnitte  allein  ein  Tripelpunkt  x  und  seine  zuge- 
hörige Polare  X  reell  sind,  so  müssen  die  beiden  Kegelschnitte  zwei 
und  nur  zwei    reelle    gemeinschaftliche  Punkte  haben. 

Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  den  gemeinschaftlichen  Tangenten 
zweier  Kegelschnitte,  Wenn  zwei  Kegelschnitte  vier  reelle  gemeinschaft- 
liche Tangenten  haben,  so  haben  sie  ein  vollständig  reelles  gemeinschaft- 
liches Polardreieck,  nämlich  das  Diagonaldreieck  des  von  jenen  vier 
Tangenten  gebildeten  vollständigen  Vierseits,  Ebenso:  Wenn  zwei 
Kegelschnitte  keine  reelle  gemeinscJmftlichc  Tangente  halten,  so  müssen  sie 
ein  reelles  Tripel  xonjugirter  Strahle?i  (und  FimJcte)  besitzen.  Dies  folgt 
durch  Polarisation  aus  dem  oben  Nachgewiesenen:  dass,  wenn  zwei 
Kegelschnitte  keinen  reellen  Punkt  gemein  haben,  ihr  gemeinsames  Tripel 
vollständig  reell  sein  muss.  Denn  polarisiren  wir  die  beiden  gege- 
benen Kegelschnitte  K^^  und  Kf\  von  welchen  angenommen  wird, 
dass  sie  keine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente  haben,  so  erhalten 
wir  zwei  neue  Kegelschnitte,  welche  keinen  reellen  Punkt  gemein 
haben,  und  da  diese  ein  reelles  gemeinschaftliches  Tripel  haben,  so 
müssen  auch  jene  ein  solches  haben,  indem  aus  Pol  und  Polare  eines 
Kegelschnitts  durch  Polarisation  allemal  wieder  Polare  und  Pol  des 
Polarerzeugnisses  wird  (S.  146),  also  auch  aus  einem  Tripel  conjugirter 
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Punkte  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen,  .was  ja  gleichzeitig  ein  Tripel 
conjugirter  Punkte  giebt.  Wenn  endlich  die  gegebenen  Kegelschnitte 
Z'(2>  und  Kf^  nur  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  haben,  so 
kann  ihr  gemeinschaftliches  Tripel  nicht  ganz  reell  sein,  sondern  nur 
X  imd  x-^  denn  wären  alle  drei  conjugirten  Strahlen  XYZ  des  Tripels 
reell,  so  müssten  die  Kegelschnitte,  sobald  sie  nur  eine  reelle  gemein- 
schaftliche Tangente  hätten,  alle  vier  reell  haben;  wir  finden  nämlich, 
wenn  a  die  erste  wäre,  die  drei  übrigen,  indem  wir  durch  jeden 
Schnittpunkt  derselben  mit  X,  Y,  Z  den  vierten  harmonischen,  ihr 
zugeordneten  Strahl  construiren,  während  je  ein  Tripelstrahl  und  die 
Verbindungslinie  jenes  Schnittpunktes  mit  dem  Pol  dieses  Tripelstrahls 
das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  sind.  Also:  Wenn  zwei  Kegel- 
schnitte nur  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  haben,  so  ist  von 
ihrem  gemeinschaftlichen  Tripel  allein  ein  Tripelstrahl  X  und  sein  Pol  x 
(der  Schnittpunkt  der  beiden  andern)  reell;  imd  auch  umgekehrt:  Wenn 
allein  X  und  x  reell  sind,  so  müssen  die  Kegelschnitte  zwei  und  nur 
zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  haben.  Hieraus  folgt  in  Ver- 
bindung mit  dem  Obigen:  Zwei  Kegelschnitte,  welche  nur  sivei  reelle 
SchnitlpunTite  hahen,  müssen  zwei  und  nur  zwei  reelle  gemeinschaftliche 
Tangenten  hesitzen,  und  umgeJcehrt.     (Vgl.  §.  62.) 

Hieraus  ersehen  wir,  dass  bei  zwei  beliebig  angenommenen  Kegel- 
schnitten K'-^'^  und  K[^^  rücksichtlich  ihrer  gemeinschaftlichen  Punkte 
und  Tangenten  überhaupt  nur  folgende  5  Fälle  eintreten  können: 

A)  Das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz  und  X  =  (y^),  Y  =  (zx), 
Z  =  (xy)  ist  vollständig  reell: 

I.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  heinen  reellen  PtmTct  und  keine 

reelle  Tangente  gemeinschaftlich. 
n.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  keinen  reellen  Punkt,  aber  vier 
reelle  Tangenten  gemeinschaftlich. 
ni.  Bie  beiden  Kegelschnitte  haben  vier  reelle  Punkte,  aber  keine 

reelle  Tangente  gemeinschaftlich. 
IV.  Die   beiden  Kegelschnitte  haben   vier    reelle  Punkte  und  vier 
reelle  Tangenten  gemeinschaftlich. 

B)  Von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  ist  nur  ein  Tripelpunkt  x 
und  ein  Tripelstrahl  X,  seine  Polare,  reell: 

V.  Die    beiden  Kegelschnitte  haben  nur  ztvei   reelle  Punkte  und 
gleichzeitig  nur  zwei  reelle  Tangenten  gemeinschaftlich. 

Wie  in  diesen  fünf  Fällen  das  gemeinsame  Tripel  rücksicht- 
lich der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte   gelegen   ist,    lässt   sich   auf 
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folgende  Weise  erkennen:  Ein  Tripel  conjugirter  Punkte  für  einen 
Kegelschnitt  liegt  (S.  148)  immer  so  zu  demselben,  dass  ein  Tripel- 
punkt  in  dem  inneren  Gebiete  des  Kegelschnitts,  die  beiden  anderen 
in  dem  äusseren  Gebiete  enthalten  sind  d.  h.  von  den  drei  conjugirten 
Strahlen  zwei  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punktpaaren  und  der 
dritte  nicht  schneidet.  Das  gemeinschaftliche  Tripel  zweier  Kegel- 
schnitte kann  demnach,  wenn  es  vollständig  reell  ist,  nur  auf  zwei 
Arten  zu  demselben  gelegen  sein: 


entweder 


oder 


(a) 


innerh.  K^^\  innerh,  Kf^ 
ausserh.  K^^\  ausserh.  ^f  ^ 
ausserh.7£(^\  ausserh.  Ä^P^ 

trifft  weder ^(2)^noch^p) 
trifft  ^<2)  ,,^d  ^(2) 
trifPfc  i:(2)  und  Xp) 


m 


X 

y 

z 

X 
Y 
Z 


ausserh.  Ä^%  ausserh,  iTp' 
innerh.  K^'^\  ausserh.  K^^^ 
ausserh.  K^  ^\  innerh.  K[^'> 
trifft  £(2)  und  ^(2) 
trifft  nicht  X(2),  aber  Xp) 
trifft  K^^\  aber  nicht  Ä'p) 


Jw  dem  Falle  I.  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  (a);  da  von 
den  beiden  Kegelschnitten  der  eine  ganz  in  dem  innern  Gebiete  des 
andern  enthalten  ist  (s.  S.  364,  1)),  so  kann  der  Fall  (ß)  nicht  ein- 
treten, denn  läge  JTp^  ganz  innerhalb  K^'^\  so  müsste  jeder  Punkt 
innerhalb  Xp^  a  fortiori  auch  innerhalb  K'-^'^  liegen,  folglich  wäre  kein 
0  möglich,  es  muss  daher  der  Fall  (a)  eintreten. 

Im  Falle  II.  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  (/3);  da  der  eine 
Kegelschnitt  ganz  ausserhalb  des  andern  liegen  muss  (s.  S.  364,  2)),  so 
giebt  es  keinen  Punkt,  der  innerhalb  beider  liegt';  der  Fall  («)  kann 
also  nicht  stattfinden,  weil  es  kein  x  giebt,  folglich  muss  der  Fall  (ß) 
eintreten. 

In  dem  Falle  IIL  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  (/3);  dies  folgt  aus 
dem  vorigen  Falle  durch  Polarisation;  denn  das  polarisirte  Gebilde 
des  vorigen  giebt  zwei  Kegelschnitte,  welche  keine  reellen  Tangenten, 
aber  vier  reelle  Punkte  gemein  haben,  und  das  Tripel  conjugirter 
Punkte  geht  in  das  Tripel  conjugirter  Strahlen  über;  es  ist  aber 
offenbar,  dass  beide  übereinstimmend  liegen  müssen,  folglich  liegt 
das  Tripel  im  Falle  III.  so  wie  im  Falle  IL  nach  der  Art  (ß). 

In  dem  Falle  IV.  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  («);  denken  wir 
uns,  da  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  reell  sind,  die  ganze 
Schaar  der  dem  Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitte,  so  erfüllen 
dieselben,  wie  wir  wissen  (S.  282),  nur  die  fünf  elliptischen  Räume 
(c),    während    die    sechs    hyperbolischen    Räume    (h)    frei    bleiben 
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(Fig.  81),  und  auf  diese  fünf  elliptischen  Räume  vertheilen  sich  die 
Kegelschnitte  der  Schaar  in  zwei  Gruppen  Ellipsen  und  zwei  Gruppen 
Hyperbeln  der  Art,  dass  die  eine  Gruppe  Ellipsen  ganz  in  dem  Räume 
(e),  die  eine  Gruppe  Hyperbeln  ganz  in  den  Räumen  (e^)  und  (eg),  die 

Fig.  81. 

(h)       \' 


andere  Gruppe  Ellipsen  ganz  in  dem  Räume  (63)  und  die  letzte  Gruppe 
Hyperbeln  ganz  in  den  Räumen  (^3)  und  (ej  enthalte^  ist.  Wenn 
also  zwei  Kegelschnitte  dieser  Schaar  K^^'^  und  Kf^  reelle  Schnittpunkte 
haben  sollen,  wie  in  IV.,  so  müssen  sie  entweder  beide  im  Räume  (e), 
oder  beide  in  (e^)  und  {e.^,  oder  beide  in  (^3),  oder  beide  in  (e^  und 
(ej,  oder  einer  in  {e.^  und  der  andere  in  (ßg)  und  (ej  enthalten  sein, 
denn  diese  Räume  e  echliessen  sich  gegenseitig  aus;  bei  diesen  fünf 
Annahmen  liegt  aber  immer  das  Tripel  xys  nach  der  Art  (a);  liegen 
nun  beide  Kegelschnitte  im  Räume  (e),  so  liegt  x  ausserhalb  beider 
und  auch  ^5  sind  beide  in  (ej  und  (e^)  enthalten,  so  liegen  y  und  z 
ausserhalb  beider;  sind  sie  in  (e^)  enthalten,  so  liegt  x  und  y  ausser- 
halb beider;  sind  beide  in  (ßg)  und  (ej  enthalten,  so  liegen  wiederum 
X  und  y  ausserhalb  beider,  und  endlich  auch,  wenn  einer  in  (^3),  der 
andere  in  (ßg)  und  {e^  enthalten  ist.  Unter  allen  möglichen  Annahmen 
liegt  also  im  Falle  IV.  das  Tripel  xyz  nach  der  Art  (a). 

In  dem  Falle  V.  liegt  der  reelle  IVipelpunld  x  ausserhalb  heider 
Kegelschnitte,  und  seine  Polare  X  schneidet  beide  Kegelschnitte  in  reellen 
Punhtpaaren ,  ivelche  einander  trennen,  wie  wir  dies  schon  oben  ge- 
sehen haben. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  während  die  Lage  der  Fälle  I., 
II.,  IV.,  V.  bei  jeder  Art  von  zwei  Kegelschnitten  (Ellipse,  Parabel,  Hy- 
perbel) auftreten  kann,  der  Fall  III.  nur  möglich  ist,  wenn  wenigstens 
einer  der  beiden  Kegelschnitte  Hyperbel  ist.  Dies  folgt  wiederum 
durch  Polarisation  des  Falles  IL,  wo  jeder  Kegelschnitt  ganz  in  dem 
äusseren  Gebiet  des  andern  liegt,  also  kein  Punkt  existirt,  welcher 
gleichzeitig  innerhalb  beider  sich  befindet.  Das  Polar  -  Erzeugniss 
eines  Kegelschnitts  iC^^^  wird  aber  nur  Ellipse,  wenn  der  Mittelpunkt 


Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittschaar.    §.  54.  373 

der  Basis  innerhalb  K^^'^  liegt  (S.  146),  und  da  es  im  Falle  II.  keinen 
Punkt  giebt,  welcher  gleichzeitig  innerhalb  K^'^'^  und  Kf"»  liegt,  so  muss 
das  Polarerzeugniss  der  Art  sein,  dass  wenigstens  einer  der  beiden  er- 
zeugten Kegelschnitte  Hyperbel  ist  (oder  auch  beide);  weil  aber  durch 
Polarisation  des  Falles  IL  der  Fall  IIL  hervorgeht,  so  muss  von  zwei 
Kegelschnitten,  welche  vier  reelle  Punkte,  aber  keine  reelle  Tangente 
gemein  haben,  wenigstens  einer  Hyperbel  sein. 

Wir  müssen  noch  eines  besonderen  Falles  Erwähnung  thun,  welcher 
eine  Ausnahme  macht.  Aus  der  vorigen  Untersuchung  geht  nämlich 
hervor,  dass  im  Allgemeinen  zwei  Kegelschnitte  nur  ein  einziges  Tripel 
conjugirter  Punkte  gemeinschaftlich  haben,  von  dem  entweder  alle  drei 
Punkte  xyz  oder  nur  einer  x  und  seine  Polare  X  reell  sind;  die  beiden 
auf  X  befindlichen  Punktsysteme,  welche  den  beiden  Kegelschnitten 
zugehören,  haben  als  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter  Punkte  y  und 
z  und  können,  so  lange  sie  von  einander  verschieden  sind,  nur  ein 
einziges  gemeinschaftliches  Paar  besitzen;  es  kann  aber  der  besondere 
Fall  eintreten,  dass  diese  beiden  Punktsysteme  identisch  sind;  alsdann 
haben  sie  unendlich -viele  Paare  conjugirter  Punkte  gemeinschaftlich, 
und  die  beiden  Kegelschnitte  haben  unendlich  -  viele  Tripel  conjugirter 
Punkte  gemeinschaftlich,  welche  indessen  eine  Ecke  x  und  die  gegen- 
überliegende Seite  X  gemein  haben.  Die  Kegelschnitte  haben  dann 
(S.  344)  eine  reelle  oder  ideelle  doppelte  Berührung,  und  es  folgt  hieraus, 
dass  zwei  Kegelschnitte,  auch  ohne  identisch  zu  sein,  mehr  als  ein 
gemeinschaftliches  Tripel  haben  können;  dass  sie  dann  aber  eine 
(reelle  oder  ideelle)  doppelte  Berührung  haben  müssen  und  den  unendlich- 
vielen  gemeinschaftlichen  Tripeln  eine  Ecke  und  die  gegenüberliegende 
Seite  (Polare)  gemeinsam  ist. 

Nachdem  wir  vermittelst  des  aufgefundenen  gemeinschaftlichen 
Tripels  zweier  Kegelschnitte  alle  möglichen  Fälle  hinsichtlich  der 
Realität  ihrer  gemeinschaftlichen  Punkte  und  Tangenten  erörtert  haben, 
bleibt  es  noch  übrig,  eine  directe  Construction  der  letzteren  aufzu- 
finden, indem  das  gemeinschaftliche  Tripel,  dessen  Construction  oben 
gegeben  wurde,  als  bereits  ermittelt  angenommen  wird.  Um  gemein- 
schaftliche Punkte  zweier  Kegelschnitte  K^"^'^  und  Kf^  aufzufinden,  kommt 
es  darauf  an,  solche  Gerade  in  der  Ebene  zu  ermitteln,  welchen  in 
Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  dasselbe  Punktsystem  zugehört,  denn 
eine  solche  Gerade  muss  reelle  oder  ideelle  gemeinschaftliche  Secante 
beider  Kegelschnitte  sein,  je  nachdem  jenes  Punktsystem  hyperbolisch 
oder  elliptisch  ist;  um  andererseits  gemeinschaftliche  Tangenten  zweier 
Kegelschnitte  zu  finden,  kommt  es  darauf  an,  solche  Punkte  in  der 
Ebene  zu  ermitteln,  denen  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  dasselbe 
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Strahlsystem  zugehört;  denn  die  Asymptoten  eines  solchen  Strahl- 
systems,  wenn  es  hyperbolisch  ist,  müssen  gemeinschaftliche  Tangenten 
beider  Kegelschnitte  sein,  und  wenn  es  elliptisch  ist,  so  nennen  wir 
einen  solchen  Punkt  den  Durchschnittspunkt  zweier  imaginärer  gemein- 
schaftlicher Tangenten  beider  Kegelschnitte. 

Jene  Geraden  und  diese  Punkte  aufzufinden  giebt  uns  das  gemein- 
schaftliche Tripel  ein  Hülfsmittel  an  die  Hand;  denn  ein  Tripelpunkt 
X  und  seine  Polare  X  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  auf  irgend  einem 
durch  X  gezogenen  Strahl  der  Schnittpunkt  |  mit  X  und  der  Punkt 
X  ein  Paar  conjugirter  Punkte  für  beide  Kegelschnitte  sind,  also  die 
beiden  Punktsysteme  auf  diesem  durch  x  gezogenen  Strahl,  welche  den 
beiden  Kegelschnitten  zugehören,  das  Punktpaar  a;|  zu  einem  gemein- 
schaftlichen Paar  conjugirter  Punkte  haben;  drehen  wir  jetzt  einen 
Strahl  um  x,  so  kann  es  vorkommen,  dass  auf  ihm  noch  ein  zweites 
Paar  conjugirter  Punkte  beiden  Punktsystemen  gemeinschaftlich  wird, 
und  dann  müssen  sie  identisch  sein,  weil  zwei  Paare  conjugirter  Punkte 
das  Punktsystem  bestimmen;  also  eine  gemeinschaftliche  Secante 
wäre  gefunden.  Lassen  wir  wie  am  Anfange  unserer  Betrachtung 
einen  Punkt  p  eine  beliebige  Gerade  @  durchlaufen,  und  treffen  siel; 
die  Polaren  von  p  rücksichtlich  der  beiden  Kegelschnitte  K^"^^  und  Kf^ 
in  dem  veränderlichen  Punkte  q,  so  beschreibt  q',  wie  wir  gesehen  haben, 
einen  bestimmten  Kegelschnitt  Ä'^^,  welcher  dem  gemeinschaftlichen 
Tripel  xys  umschrieben  ist,  und  jedem  Punkte  p  der  Geraden  @  ent- 
spricht ein  bestimmter  Punkt  q  des  Kegelschnitts  ^^^^  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  p  und  q  ein  Paar  conjugirter  Punkte  beider  gegebenen 
Kegelschnitte  Ä"^^'  und  Kf^  sind.  Dem  Punkte  x  entspricht  der  Schnitt- 
punkt I  der  Geraden  @  mit  X,  den  Punkten  %J2  (wenn  sie  reell  sind) 
die  Schnittpunkte  7^2;_  der  Geraden  @  mit  Y  und  Z.  Da  p  und  q 
immer  ein  Paar  conjugirter  Punkte  sind  für  K^^^  und  Kf'i,  und  x  und 
I  ein  zweites  Paar,  so  folgt  aus  dem  auf  S'.  153  bewiesenen  Satze,  dass 
die  Schnittpunkte  (a?|),  |q)  =  q^  und  {xc{,  |p)  ==  p^  ebenfalls  ein  Paar 
conjugirter  Punkte  für  beide  Kegelschnitte  sein  müssen;  weil  aber  der 
letztere  p*  auf  6J  liegt,  so  muss  der  erstere  auf  ^^^'  liegen,  d.  h.  die 
Verbindungsstrahlen  :rp  und  |q  treffen  sich  in  einem  Punkte  q^  des 
Kegelschnitts  ^'(^^,  dessen  conjugirter  Punkt  p^  auf  @  derjenige  ist,  in 
welchem  x(\  die  Gerade  @  trifft,  oder  mit  andern  Worten:  Verbinden 
wir  X  mit  einem  Paar  conjugirter  Punkte  p  und  q,  resp.  auf  ®  und 
^(^>,  so  treffen  die  Verbindungsstrahlen  ®  und  W-^^  zum  andern  Male 
in  einem  neuen  Paar  conjugirter  Punkte  p^  und  q^  Hieraus  geht 
hervor,  dass  die  beiden  Verbindungsstrahlen  x)^  und  x(\  bei  der  gleich- 
zeitigen   Bewegung    von   p    und    q    fin  Strahlsystem    erzeugen.      Sind 
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nämlich  o  und  o^  die  Pole  der  Geraden  @  in  Bezug  auf  die  Kegel- 
schnitte K^^'^  und  Kf^,  so  beschreiben  oq  und  ö^q,  die  Polaren  von 
p,  zwei  projectivische  Strahlbüschel  mit  der  von  p  durchlaufenen  Punkt- 
reihe, erzeugen  also  jenen  Kegelschnitt  ^'■^^  der  durch  x  geht;  folglich 
beschreibt  auch  xq  ein  mit  oq,  also  mit  der  Punktreihe  (p)  pro- 
jectivisches  Strahlbüschel;  xp  und  xc\  beschreiben  mithin  zwei  con- 
centrische  projectivische  Strahlbüschel,  welche  so  auf  einander  liegen, 
dass  die  Schenkel  entsprechender  gleicher  Winkel  verkehrt  auf  einander 
fallen;  denn  wir  haben  gesehen,  dass,  wenn  xp  mit  x(\^  coincidirt, 
xq  auf  xp^  fallen  muss;  nach  S.  60  bilden  daher  xp  und  xq  ein  Strahl- 
system; dieses  Strahlsystem  lässt  sich  leicht  anschauen,  sobald  die 
Gerade  @  und  der  Kegelschnitt  ^^^^  bekannt  sind;  denn  wir  haben  ge- 
sehen, dass  zwei  conjugirte  Strahlen  xp  und  xq  desselben  den  Kegel- 
schnitt St^^^  in  den  Punkten  q  und  q^  durchbohren,  deren  Verbindungs- 
sehne durch  den  festen  Punkt  |  geht,  woraus  noch  einfacher  folgt, 
dass  xp  und  xq  ein  Strahlsystem  erzeugen;  jeder  durch  |  gehende 
Strahl  trifft  also  den  Kegelschnitt  ^<^^  in  solchen  zwei  Punkten  q  und 
q^f  welche  mit  x  verbunden  zwei  Strahlen  liefern,  die  in  den  conju- 
girten  Punkten  p^  und  p  der  Geraden  (3  begegnen.  Hieraus  wird  es 
leicht,  die  eigentlich  vorgelegte  Frage  zu  beantworten ;  denn  ist 
das  eben  ermittelte  Strahlsystem  [x]  hergestellt,  und  wir  drehen  einen 
veränderlichen  Strahl  um  x,  indem  wir  den  jedesmal  ihm  conjugirten 
Strahl  aus  diesem  Strahlsystem  hinzufügen,  so  trifft  ersterer  den  Kegel- 
schnitt Si^"'^''  und  letzterer  die  Gerade  @  (und  zugleich  umgekehrt) 
allemal  in  zwei  Punkten  q  und  p,  welche  für  K^^^  und  K^^^  gleich- 
zeitig conjugirt  sind;  sobald  daher  zwei  solche  conjugirte  Strahlen 
des  Strahlsystems  [x]  zusammenfallen,  müssen  auf  diesem  Doppel- 
stralil  nicht  allein  die  Punkte  p  und  q,  sondern  auch  die  Punkte  x 
und  der  Schnittpunkt  |  mit  X  je  ein  Paar  conjugirter  Punkte  für 
K^'^^  und  Ä^p'  sein,  und  da  durch  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  ein 
Punktsystem  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  ist,  so  muss  diesem 
Doppelstrahl  in  Bezug  auf  K^"^^  und  K[^^  dasselbe  Punktsystem  zuge- 
hören, d.  h.  er  muss  (reelle  oder  ideelle)  gemeinschaftliche  Secante 
der  Kegelschnitte  K^'^^  und  Kf^  sein.  Es  kommt  also  Alles  darauf  an, 
die  Asymptoten  des  Strahlsystems  [x]  zu  finden;  dieselben  werden 
dadurch  leicht  ermittelt,  dass  wir  durch  |  das  Tangentenpaar  an  den 
Kegelschnitt  W^^^  legen  und  die  Berührungspunkte  aa^  mit  x  verbinden. 
Die  vollständige  Auflösung  der  Aufgabe :  „Die  gemcinscJiaftUchen  Punkte 
zweier  heliehig  gegebenen  Kegelschnitte  K^^  und  Kf^  zu  finden",  lässt  sich 
also  folgendermassen  zusammenfassen: 

Man  nehme  von   den   Punkten   p   einer   heliebigen   Geraden  @   die 
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Polarm  in  Bezug  auf  K^^^  und  Kf\  welche  sich  paarweise  in  einem  ver- 
änderlichen PunJcte  q  treffen,  dessen  Ort  ein  hestimmter  Kegelschnitt  ^^^) 
ist;  dasselbe  mache  man  mit  einer  zweiten  Geraden  @^,  dadurch  erhalt 
man  einen  zweiten  Kegelschnitt  ^p\  Bie  Kegelschnitte  W-^^'^  und  Wf>  haben 
einen  reellen  Punkt  Q  gemein,  den  Schnittpunkt  der  Polaren  von  (&,  &^)  ==  P 
in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  K^^'>  und  K[^\  Sie  haben  daher  im 
Allgemeinen  noch  drei  andox  Punkte  xyz  gemein,  (von  denen  wenigstens 
einer  x  und  die  Gerade  X,  auf  welcher  die  beiden  andern  liegen,  reell 
sein  muss).  Bie  drei  Verbindungslinien  (yz)  =  X,  (zx)  ==  Y,  (xy)  =  Z 
treffen  @  in  den  Punkten  ^rj^;  die  Tangentenpaare  aus  diesen  Schnitt- 
punkten an  den  Kegelschnitt  ^^^^  gelegt  mögen  die  Berührungspunkte  aa^, 
ßß^'yy^  haben,  dann  sind  die  sechs  Linien  xa,  xa^,  yß,  yß^,  zy,  zy^ 
sechs  gemeinschaftliche  Secanten  der  beiden  Kegelschnitte  K-^  und  Kf^ 
und  müssen  sich  zu  je  dreien  in  vier  Punkten  treffen,  welche  die  ge- 
suchten sind. 

Hieraus  ergiebt  sich  beiläufig  ein  Satz ,  welcher  auch  auf  directem 
Wege  zu  verificiren  ist: 

Hat  man  einem  Breieck  xyz  eilten  Kegelschnitt  ^^^^  umschrieben, 
und  iverden  die  Seiten  des  Breiecks  yz,  zx,  xy  von  einer  beliebigen  Trans- 
versale resp.  in  den  Punkten  ^rj^ getroffen;  legt  man  aus  ^rji,  die  Tangenten- 
paare an  ^(^^  tmd  bestimmt  die  Berührungspunkte  derselben:  cca^,  ßß^,  yy^, 
so  schneiden  sich  die  sechs  Verbindungsstrahlen  xa,  xa^,  yß,  yß^,  zy,  zy^ 
zu  je  dreien  in  vier  Punkten  und  sind  die  sechs  Seiten  eines  vollständigen 
Vierecks,  dessen  drei  BiagonalpiinJcte  xyz  sind. 

[Anmerkung.  Wir  bemerken  noch,  dass  die  Lösung  unserer  Auf- 
gabe nur  eiue  Zurückführung  derselben  auf  eine  andere  ist;  um  nämlich 
die  vier  Schnittpunkte  zweier  beliebig  gegebenen  Kegelschnitte  K'^'^Kf^ 
zu  finden,  müssen  wir  drei  Schnittpunkte  xyz  zweier  andern  Kegel- 
schnitte ^^^'^Uf^  ermitteln,  welche  einen  bekannten  vierten  Punkt  Q 
gemein  haben.  Diese  Zurückführung  ist  in  der  Natur  der  Sache  be- 
gründet und  nicht  zu  eliminiren;  sie  ist  gleichbedeutend  mit  der  Zurück- 
führung der  Lösung  der  biquadratischen  auf  die  der  cubischen  Glei- 
chung; wie  denn  überhaupt  in  unserer  Untersuchung  eine  geometrische 
Lösung  der  .biquadratischen  vermittelst  einer  cubischen  und  quadra- 
tischer Gleichungen  enthalten  ist.] 

Die  analoge  Construction  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  der 
Kegelschnitte  K'^'^  und  Kf^  ist  nach  dem  bekannten  Uebertragungs- 
princip  unmittelbar  herzustellen;  mit  den  bereits  construirten  Linien 
und  Punkten  können  wir  sie  ein  wenig  abkürzen,  wie  folgt:  Von  dem 
Punkte  P  =  (Ö5,  ©J  werden  die  beiden  Polaren  in  Bezug  auf  K^^  und 
Kf\  die  sich  in  Q  trefi'en,  und  ein  Kegelschnitt  ß^^^  construirt,  welcher 


Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittschaar.    §.  54.  377 

dieselben  berührt  und  dem  Dreiseit  XYZ  einbeschrieben  ist,  also 
durch  diese  fünf  Tangenten  vollständig  bestimmt  wird;  zieht  man  die 
drei  Strahlen  Fx,  Py,  Fz\  dann  schneiden  dieselben  den  Kegelschnitt 
ß^^>  in  sechs  Punkten,  deren  Tangenten  an  (S^^^  beziehlich  ao^,  bb^,  CC^ 
heissen  mögen;  die  Schnittpunkte  (Xa)  (Xq^)  (Tb)  (Yb^  {Zz)  (Zc^) 
sind  die  sechs  Ecken  (drei  Paar  Gegenecken)  eines  vollständigen  Vier- 
seits,  welches  aus  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden 
Kegelschnitte  'K^^'^Kf^  gebildet  wird  und  zu  seinen  drei  Diagonalen  XYZ 
hat.  Die  Kegelschnitte  ^^'^  und  ß^^^)  haben  die  Beziehung  zu  einander, 
dass  ersterer  den  beiden  Dreiecken  xyz,  Qoo^  zugleich  umschrieben  ist 
und  der  letztere  diesen  beiden  Dreiecken  gleichzeitig  einbeschrieben  ist. 

Die  gegebene  allgemeine  Lösung  ist  nun  hinsichtlich  der  Realität 
der  construirten  gemeinschaftlichen  Punkte  und  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte X^^)  und  iTf^  zu  discutiren,  und  es  sind  dabei  die  obigen  Fälle 
A)  und  B)  zu  unterscheiden.     (Seite  370.) 

-A)  Ist  das  Tripel  xys  und  XYZ  vollständig  reell,  so  kann  eine 
gerade  Linie  @  in  der  Ebene  zu  diesem  Dreieck  nur  auf  zwei  wesentlich 
verschiedene  Arten  gelegen  sein:  entweder  sie  trifft  alle  drei  Seiten 
desselben  in  ihren  Verlängerungen  (d.  h.  ausserhalb  der  Strecken 
ys^  gx,  xy)  oder  nur  eine  in  der  Verlängerung  und  die  beiden  andern 
zwischen  den  Ecken  des  Dreiecks;  da  der  Kegelschnitt  ^^^^  dem 
Dreieck  xy0  umschrieben  ist,  so  müssen  die  drei  Schnittpunkte  ^rj^ 
der  Geraden  @  mit  den  Dreiecksseiten  entweder  alle  drei  ausserhalb 
02)  liegen  oder  nur  einer  ausserhalb  und  die  beiden  andern  innerhalb; 
von  den  sechs  Berührungspunkten  aa^  ßß^  yy^  sind  mithin  entweder 
alle  oder  nur  zwei  reell,  und  es  giebt  daher  auch  entweder  sechs  reelle 
gemeinschaftliche  Secanten  oder  nur  zwei  für  die  beiden  Kegelschnitte 
K^^^  und  iCp^,  d.  h.  die  beiden  Kegelschnitte  haben  entweder  vier 
reelle  Schnittpunkte  oder  keinen,  in  dem  letzten  Falle  aber  zwei 
angebbare  ideelle  gemeinschaftliche  Secanten. 

Andererseits  kann  ein  Punkt  P  zu  einem  Dreiseit  XYZ  nur  auf 
zwei  wesentlich  verschiedene  Arten  gelegen  sein :  entweder  seine  Ver- 
bindungslinien mit  den  Ecken  xyz  des  Dreiseits  treff'en  alle  drei  Seiten 
in  Punkten  zwischen  den  Ecken  desselben,  oder  von  diesen  Schnitt- 
punkten liegt  nur  einer  zwischen  den  Ecken  des  Dreiseits  und  die 
beiden  andern  in  den  Verlängerungen  der  Seiten.  Hiernach  können 
wir  beurtheilen,  in  welche  Räume  die  drei  zusammengehörigen  Strahlen 
Px,  Py,  Pz  hineinfallen,  wie  auch  der  Punkt  P  in  der  Ebene  liegen 
mag,  und  müssen  dazu  sechszehn  verschiedene  Fälle  unterscheiden.  Die 
Seiten  des  Dreiecks  xyz  theilen  nämlich  die  ganze  Ebene  in  sieben 
von  einander  getrennte  Räume,  den  endlichen  Dreiecksraum  e,  die  drei 
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an  die  Ecken  xys  anstossenden  Scheitelräume  e^e.^e.^  von  unendlicher 
Ausdehnung  und  die  drei  den  gegenüberliegenden  Seiten  anliegenden 
Räume  \W  ebenfalls  von  unendlicher  Ausdehnung  (Fig.  82).  Da 
nun  jede  durch  eine  der  drei  Ecken  des  Dreiecks  gezogene  Gerade 
immer  nur  zwei  zusammengehörige  Räume  c^  und  \,  oder  e^  und  h.^, 
oder  63  und  \  und  ausserdem  einen  von  den  vier  Räumen  eWh^ 
treffen  kann,  so  vertheilen  sich  drei  zusammengehörige  Strahlen 
Px  Py  Pz  nur  auf  dreizehn  von  einander  verschiedene  Arten  auf  diese 
Räume  in  folgender  Weise: 

Fig.  82. 
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Ziehen  wir  nämlich  durch  xyz  drei  Parallelen  zu  den  Dreiecks- 
seiten, so  wird  dadurch  jeder  der  drei  Räume  h  in  vier  Räume  zer- 
legt, wodurch  wir  im  Ganzen  3  .  4^  -f-  4e  =  16  Räume  erhalten. 
Der  Lage  des  Punktes  P  in  je  einem  dieser  16  Räume  entsprechen 
16  Fälle,  die  sich  aber  auf  die  obigen  13  reduciren,  weil  dreimal  die 
Lage  des  Punktes  P  in  zwei  verschiedenen  Räumen  eine  gleiche  Lage 
von  Px,   Py,   Pz  hervorruft;   sobald  nämlich  P  in  dem  Scheitelraum 
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c^  und  in  dem  Scheitelraum  von  \  zwischen  den  beiden  durch  y  und 
s  gezogenen  Parallelen  sich  befindet^  wird  die  Lage  von  Px,  Py,  Pz 
gleichartig. 

Der  Kegelschnitt  S^^^,  welcher  dem  Dreieck  xyz  einbeschrieben 
ist,  kann  nur  so  gelegen  sein,  dass  er  ganz  enthalten  ist  in  einem  der 
Räume: 

1)        2)        3)        4)    oder     5)  6)  7) 

Von  den  drei  Strahlen  Px^  Py,  Pz  müssen  ihn  daher  solche  in  reellen 
Punkten  treffen,  welche  in  diese  Räume  hineinfallen;  aus  dem  obigen 
Tableau  erkennen  wir  aber  leicht,  dass,  welcher  dieser  7  Fälle  auch 
angenommen  wird,  die  drei  Strahlen  Px,  Py,  Pz  den  Kegelschnitt 
©(2^  entweder  alle  drei  in  reellen  Punktpaaren  treffen,  oder  nur  einer 
von  ihnen;  von  den  sechs  Tangenten  aa^  bb^  cc^  sind  also  auch  ent- 
weder alle  oder  nur  zwei  reell,  und  von  dem  vollständigen  Vierseit 
der  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  existiren  daher  entweder  nur 
ein  Paar  Gegenecken  oder  drei  Paar,  .d.  h.  die  beiden  Kegelschnitte 
haben  entweder  4  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  oder  keine;  in 
dem  letzten  Falle  existiren  aber  zwei  angebbare  Punkte,  welche  als 
ein  Paar  Gegenecken  des  imaginären  vollständigen  Vierseits  anzusehen 
sind.  Wir  erkennen  hieraus,  dass  Lei  A)  in  der  That  nur  die  vier 
oben  mit  L,  IT.,  IIL,  IV.  bezeichneten  Fälle  auftreten  können  und  auch 
wirklich  auftreten  müssen,  wie  die  angegebene  Construction  es  er- 
heischt. (Wir  sehen  dabei  von  speciellen  Fällen  ab,  indem  einige  der 
construirten  Punkte  oder  Linien  zusammenfallen  können,  welche  dann 
als  doppelt  aufzufassen  sind.) 

B)  Ist  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  der  gegebenen  Kegel- 
schnitte K^^'>  und  Kf^  nur  ein  Tripelpunkt  x  und  ein  Tripelstrahl  X, 
seine  Polare  d.  h.  die  Verbindungslinie  der  beiden  andern  imaginären 
Tripelpunkte  reell,  so  schneidet  X  den  Kegelschnitt  ^^-^  nicht  (denn 
schnitte  sie  ihn,  so  wären  die  Schnittpunkte  y  z  reell,  was  nicht  der 
Fall  ist);  alle  Punkte  der  Geraden  X  liegen  also  ausserhalb  des  Kegel- 
schnitts ^^^),  mithin  auch  der  Punkt  |,  in  welchem  (^  von  X  getroffen 
wird;  es  giebt  also  aus  ^  ein  reelles  Tangentenpaar  an  ^^^^\  und  die 
Berührungspunkte  aa}  mit  x  verbunden  geben  ein  Seitenpaar  des  voll- 
ständigen Vierecks  der  vier  gemeinschaftlichen  Punkte  von  K^'^^  und 
Kf\  Von  den  beiden  Geraden  xa  und  xa^  muss  nun  die  eine  in 
zwei  reellen  gemeinschaftlichen  Punkten  die  Kegelschnitte  K^'^^  und 
Kf^  treffen,  die  andere  in  zwei  imaginären.  Denn  wir  können  die 
beiden  Punktsysteme   auf  den  Geraden  xa  und  xa^  bestimmen,  deren 
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jedes  beiden  Kegelschnitten  gleichzeitig  zugehört,  und  werden  finden, 
dass  das  eine  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch  sein  muss;  mögen 
nämlich    (Fig.    83)    die    Geraden    xa    und    xa}    der    Geraden  X    in 

j  und  j^  begegnen  und  der  Ge- 
raden (35  in  b  und  V-,  so  be- 
stimmen die  Punktpaare  x"^  und 
ab  auf  der  ersten,  x"^  und  a^V- 
auf  der  zweiten  die  Punktsysteme, 
welche    den  Kegelschnitten   K^"^^ 


und   Kf^  gleichzeitig   zugehören. 

Die  Geraden  ®  und  X  treffen 
sich  in  %,  und  aa^  ist  die  Polare  von  |  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt Sl^-);  trifft  diese  also  die  X  in  |\  so  sind  jj^  und  |^^  zwei 
Punktpaare  desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Geraden  X  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  Ät^^)  zugehört;  dieses  ist  nothwendig 
elliptisch,  weil  die  Schnittpunkte  yz  von  X  und  ^^^^  imaginär  sind, 
folglich  müssen  jj^  durch  ||^  getrennt  werden,  d.  h.  wenn  |  zwischen 
j:j:^  liegt,  so  liegt  ^  ausserhalb  dieser  Strecke  und  umgekehrt.  Nun 
liegen  aa}-"^  in  einer  Geraden  und  bb^|  in  einer  zweiten  Geraden, 
und  diese  Punkte  sind  je  drei  Schnittpunkte  mit  den  Seiten  des  Dreiecks 
ä;jj^;  von  den  Schnittpunkten  ||^  wissen  wir,  dass  sie  getrennt  werden 
durch  die  Dreiecksecken  jj^;  von  den  Schnittpunkten  irgend  einer  Ge- 
raden in  der  Ebene  wissen  wir,  dass  nothwendig  entweder  keiner 
oder  zwei  zwischen  den  Ecken  eines  Dreiecks  liegen  müssen;  hieraus 
folgt:  Wenn  wir  in  einem  Dreieck  a^jj^  auf  jeder  Seite  das  Eckenpaar 
als  ein  Paar  conjugirter  Punkte  eines  Punktsystems  auffassen,  und 
zwei  beliebige  gerade  Linien  X  und  @  in  der  Ebene  des  Dreiecks 
jede  Dreiecksseite  in  einem  zweiten  Paar  conjugirter  Punkte  treffen 
lassen,  so  müssen  die  drei  dadurch  hervorgerufenen  Punktsysteme  auf 
den  Dreiecksseiten  entweder  a)  alle  drei  hyperbolisch  oder  &)  zwei 
elliptisch  und  eins  hyperbolisch  sein.  Es  können  aber  nie  alle  drei 
elliptisch  oder  eines  elliptisch  und  die  beiden  andern  hyperbolisch  -sein. 
Da  von  unsern  drei  Punktsystemen  auf  den  Seiten  des  Dreiecks 
^J?i7  welche  durch  die  Geraden  X  und  %  bestimmt  werden,  das  eine 
jjj,  llj  bekanntermassen  elliptisch  ist,  so  müssen  die  beiden  andern 
verschiedener  Art,  d.  h.  eines  elliptisch,  das  andere  hyperbolisch  sein, 
folglich  müssen  die  Kegelschnitte  K^'^'^  \xxA  Kf^  in  dem  Falle  B)  zwei 
reelle  imd  zwei  imaginäre  Schnittpunkte,  aber  ein  reelles  Paar  ge- 
meinschaftlicher Secanten  haben,  welches  durch  x  geht. 

Wir   können    in    ähnlicher  Weise    zeigen,    dass  in    diesem  Falle 
B)  andererseits  auf  der  Geraden  X  zwei  solche  reelle  Punkte  existiren, 
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dass  für  jeden  derselben  die  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  K^'^'^  und 
^p)  zugehörigen  Strahlsysteme  identisch  werden,  und  dass  von  den 
dadurch  erhaltenen  zwei  Strahlsystemen  nothwendig  das  eine  hyper- 
bolisch und  das  andere  elliptisch  ist;  die  Asymptoten  des  ersteren 
sind  die  beiden  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  K^^'^  und 
Kf\  während  die  anderen  beiden  imaginär  sind,  aber  als  reellen 
Schnittpunkt  auf  X  den  Mittelpunkt  des  andern  elliptischen  Strahl- 
systems haben.  Allein  es  bedarf  hier  keines  so  umständlichen  Nach- 
weises mehr,  weil  durch  Polarisation  des  bereits  gefundenen  Resultates 
das  andere  unmittelbar  zu  Tage  tritt;  denn  das  Polarerzeugniss  zweier 
Kegelschnitte,  für  welche  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  allein  x 
und  X  reell  sind,  wird  aus  zwei  neuen  Kegelschnitten  bestehen,  für 
welche  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  allein  X  und  x  reell  sind; 
da  jene  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinschaftliche  Punkte 
haben  müssen,  so  müssen  diese  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  ge- 
meinschaftliche Tangenten  haben;  das  Polar-Gebilde  ist  aber  derselben 
Gattung  B),  wie  das  polarisirte,  folglich  tritt  in  der  That  für  den 
Fall  B)  nur  die  einzige  oben  mit  V.  bezeichnete  Möglichkeit  ein,  dass 
die  Kegelschnitte  K^^'^  und  ^P^  allein  zwei  reelle  Schnittpunkte  und 
zugleich  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  haben. 

Wir  sind  durch  diese  Untersuchung  in  den  Stand  gesetzt,  wenn 
zwei  beliebige  Kegelschnitte  K^^'^  und  Kf^  gegeben  sind,  sowohl  'das 
Büschel,  als  auch  die  Schaar  Kegelschnitte  herzustellen,  welche  durch 
jene  beiden  bestimmt  werden.  Hierzu  bedarf  es  nur  der  oben  ange- 
gebenen Construction  eines  immer  reellen  gemeinschaftlichen  Paares  von 
Pol  und  Polare,  x  und  X,  und  dann  des  reellen  Linienpaares  durch  x 
und  des  reellen  Punktpaares  auf  X,  deren  ersteres  ein  Paar  gemein- 
schaftlicher Secanten  der  beiden  Kegelschnitte  und  letzteres  ein  Paar 
Schnittpunkte  gemeinschaftlicher  Tangenten  ist  (d.  h.  ersteres  enthält 
zwei  Punktsysteme,  letzteres  zwei  Strahlsysteme,  welche  für  beide 
Kegelschnitte  zugleich  die  zugehörigen  sind).  Diese  beiden  Punkt- 
systeme und  Strahlsysteme,  mögen  sie  nun  elliptisch  oder  hyper- 
bolisch sein,  geben,  wie  wir  in  §§.  42  und  49  gesehen  haben,  eine 
unmittelbare  reelle  Construction  an  die  Hand  für  alle  Kegelschnitte 
einerseits  des  Büschels  und  andererseits  der  Schaar,  welche  durch  die 
Ijeiden  gegebenen  /iT^^^  und  ^p^  bestimmt  werden.  Auch  zur  Ent- 
stehung gemischter  Kegelschnittschaaren  (§.  53)  geben  Ä'^^)  und  Kf^ 
Anlass.  Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  durch  die  vorstehende 
Untersuchung  zu  den  aus  den  Elementen  bekannten  Figuren  des. voll- 
ständigen Vierecks  und  Vierseits  neue  hinzutreten,  indem  Ecken  und 
Seiten,   Diagonalpunkte  und  Diagonalen  derselben  paarweise  imaginär, 
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d.  h.  durch  elliptische  Punkt-  und  Strahlsysteme  vertreten  werden, 
und  zwar  giebt  es  drei  wesentlich  verschiedene  Arten  dieser  beiden 
Figuren,  wie  aus  dem  Obigen  hervorgeht: 


Das  vollständige  Viereck  hat: 

I.  vier  reelle  Ecken,  sechs  reelle 
•Seiten  oder  drei  Paar  Gegenseiten, 
welche  sich  in  drei  reellen  Diago- 
nalpunkten paarweise  treffen. 

IL  keine  reelle  Ecke,  zwei  reelle 
Seiten,  d.  h.  ein  reelles  Paar  Gegen- 
seiten, die  sich  in  einem  reellen  Dia- 
gonalpunkte  treö'en ;  die  beiden  an- 
dern Paare  Gegenseiten  sind  ima- 
ginär, aber  *  ihre  Durchschnitts- 
punkte sind  reell  und  bilden  die 
beiden  übrigen  reellen  Diagonal- 
punkte. 

III.  zwei  reelle  Ecken  und  zwei 
imaginäre  Ecken,  ein  reelles  Paar 
Gegenseiten,  von  denen  eine  die 
beiden  reellen,  die  andere  die  beiden 
imaginären  Ecken  enthält;  einen 
reellen  Diagonalpunkt,  den  Schnitt- 
punkt jenes  reellen  Paares  Gegen- 
seiten; die  beiden  andern  Paare 
Gegenseiten  sind  imaginär  und  auch 
die  beiden  andern  Diagonalpunkte, 
aber  die  Verbindungslinie  der  letz- 
teren ist  reell. 


Das  vollständige  Vierseit  hat: 

I.  vier  reelle  Seiten,  sechs  reelle 
Ecken  oder  drei  Paar  Gegenecken, 
welche  paarweise  verbunden  drei 
reelle  Diagonalen  liefern. 

II.  keine  reelle  Seite,  zwei  rfeelle 
Ecken,  d.  h.  ein  reelles  Paar  Gegen- 
ecken, deren  Verbindungslinie  eine 
reelle  Diagonale  ist;  die  beiden 
andern  Paare  Gegenecken  sind 
imaginär,  aber  ihre  Verbindungs- 
linien sind  reell  und  bilden  die 
beiden  übrigen  reellen  Diagonalen. 

III.  zwei  reelle  Seiten  und  zwei 
imaginäre  Seiten,  ein  reelles  Paar 
Gegenecken,  von  denen  die  eine 
der  Schnittpunkt  der  beiden  reellen, 
die  andere  der  Schnittpunkt  der 
beiden  imaginären  Seiten  ist'^,  eine 
reelle  Diagonale,  die  Verbindungs- 
linie dieses  reellen  Paares  Gegen- 
ecken; die  beiden  andern  Paare 
Gegenecken  sind  imaginär  und  auch' 
die  beiden  andern  Diagonalen,  aber 
der  Schnittpunkt  der  letzteren  ist 
reell. 


Da  das  vollständige  Viereck  (links)  in  allen  drei  Fällen  ein  reelles 
Paar  Gegenseiten  hat,  so  können  wir  diese  als  die  Träger  zweier 
Punktsysteme  ansehen,  deren  Doppelpunkte  die  Ecken  des  vollständigen 
Vierecks  sind,  und  hiernach  tritt  der  Fall  I.  ein,  wenn  beide 
Punktsysteme  hyperbolisch,  der  Fall  IL,  wenn  beide  elliptisch,  und 
der  Fall  IIL,  wenn  eines  elliptisch,  das  andere  hyperbolisch  ist; 
ebenso  kann  das  vollständige  Vierseit  (rechts)  als  gebildet  von  den 
Doppelstrahlen  zweier  Strahlsysteme  angesehen  werden,  und  es  treten 
die  drei  oben  angeführten  Fälle  ein,  je  nachdem  beide  Strahlsysteme 
hyperbolisch,  beide  elliptisch  oder  eines  hyperbolisch  und  das  andere 
elliptisch  ist. 


fi^egelschnittbüscliel  und  Kegels chnittschaar.    §,  54.  55. 
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§.  55.   Harmoniscli-zugeordnete  Kegelschnitte. 

Wenn  man  einen  Kegelschnitt  ©^^^  und  ein  Tripel  conjugirter 
Punkte  xyz  in  Bezug  auf  denselben  hat,  so  müssen  von.  den  Ver- 
bindungslinien {yz)  =  X,  {zx)  =  Y,  (xy)  =  Z  zwei  den  Kegelschnitt 
6^^^  in  reellen  Punktpaaren  treffen,  während  die  dritte  ihn  nicht  trifft 
(S,  148);  möge  X  in  a  und  a,   F  in  &  und  ß  den  S^^)  schneiden  (Fig.  84), 

Fig.  84. 


dann  weiss  man,  dass  der  Schnittpunkt  («6,  aß)  =  c  und  der  Schnitt- 
punkt {aß,  ah)  ==  y  beide  auf  der  Polare  Z  von  z  =  {aa,  bß)  liegen 
müssen,  und  dass  zcy  ein  zweites  Tripel  conjugirter  Punkte  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  S'-^  bilden,  weil  sie  die  Diagonalpunkte  des  dem 
Kegelschnitt  einbeschriebenen  vollständigen  Vierecks  aahß  sind;  wir 
erkennen  ferner,  dass  die  vier  Punkte  aahß  vier  harmonisch  gelegene 
Punkte  auf  (S^^^  sind,  und  dass  auf  den  drei  Geraden  XYZ  sowohl 
aayz,  als  auch  hßzx  und  endlich  cyxy  je  vier  harmonisch  gelegene 
Punkte  sind.  Die  hierdurch  hergestellte  Figur  bietet  interessante 
Eigenschaften  dar. 
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Ebenso,  wie  der  Kegelschnitt  (^^^'  durch  die  vier  Punkte  aabß 
geht  und  in  diesen  xa,  xa,  yh,  yß  zu  Tangenten  hat,  lassen  sich 
zwei  andere  Kegelschnitte  §1^^^  und  93^^'  herstellen,  von  denen  der 
erstere  durch  hßcy  geht  und  in  diesen  Punkten  die  Tangenten  yh,  yß, 
zc,  zy  hat,  der  andere  aber  durch  cyaa  geht  und  die  Tangenten  zc,  zy, 
xa,  xa  hat.  Denn  der  Kegelschnitt  %^^\  welcher  in  h  und  ß  die 
Tangenten  yh  und  yß  hat  und  ausserdem  durch  c  geht,  wodurch  er 
vollständig  bestimmt  ist,  muss,  weil  er  y  und  Y  zu  Pol  und  Polare 
hat  und  y  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  yxc  ist,  auch  durch  y 
gehen;  er  muss  ferner,  weil  xzhß  vier  harmonische  Punkte  sind,  auch 
X  und  X  zu  Pol  und  Polare  haben,  folglich  auch  z  und  Z,  also  xyz 
zu  einem  Tripel  conjugirter  Punkte;  da  die  Gerade  Z  den  Kegelschnitt 
51^^)  in  c  und  y  trifft,  so  müssen  die  Tangenten  in  diesen  Punkten 
durch  den  Pol  z  gehen;  der  Kegelschnitt  W^^  besitzt  also  die  be- 
hauptete Eigenschaft  und  in  gleicher  Weise  93  ^^\  Solche  drei  Kegel- 
schnitte: 

51^^'  durch  die  Punkte  hßcy  mit  den  Tangenten  yh,  yß,  zc,  zy 
93^^^      „        „         „        cyaa    „      „  „  zc,  zy,  xa,  xa 

©(2)      „        „         „        aahß   „      „  „  xa,  xa,  yh,  yß 

heissen  harmonisch  -  zugeordnete  Kegelschnitte  und  treten  mehrfach  bei 
geometrischen  Untersuchungen  auf;  jeder  von  ihnen  berührt  die  beiden 
andern  doppelt,  und  die  Berührungspunkte  sind  die  drei  Paar  Gegen- 
ecken des  vollständigen  Vierseits  aa,  hß,  cy]  das  Diagonaldreieck  xyz 
desselben  ist  gemeinschaftlich  für  alle  drei  Kegelschnitte  ein  Tripel 
conjugirter  Punkte;  die  vier  Punkte  auf  jedem  der  drei  Kegelschnitte, 
welche  allemal  zwei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits  sind, 
bilden  immer  ein  Quadrupel  von  vier  harmonisch  gelegenen  Punkten 
auf  jedem  der  drei  Kegelschnitte  (S.  125),  d.  h.  irgend  ein  Punkt  des 
Kegelschnitts  mit  diesen  vier  Punkten  verbunden  liefert  allemal  vier 
harmonische  Strahlen.  Die  drei  Kegelschnitte  §1(^)93^"^)  6^-^  erscheinen 
mithin  als  drei  harmonische  Kegelschnitte,  welche  bei  gehöriger  Zu- 
ordnung den  drei  Vierecken  hßcy,  cyaa,  aahß  umschrieben  sind 
(S.  125);  aus  diesem  Grunde  heissen  sie  harmonisch-zugeordnete  Kegel- 
schnitte. Gleichzeitig  erscheinen  dieselben  drei  Kegelschnitte  Sl'^^93^^^ß^^^ 
aber  auch  als  drei  harmonische  Kegelschnitte,  welche  bei  gehöriger 
Zuordnung  den  drei  Vierseiten  eingeschrieben  sind,  die  in  einem  voll- 
ständigen Viereck  liegen;  bezeichnen  wir  nämlich  die  sechs  Strahlen; 
xa  xa  yh  yß  zc     -      zy     mit 

A  AB  B  C  r,     so  ist 

ersichtlich,  dass  diese  sechs  Strahlen  ein  vollständiges  Viereck  bilden, 
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d.  h.  zu  je  dreien   sich  in  vier  Punkten  treffen,  wobei  Ä  und  A,   B 
und  B,  C  und  V  die  drei  Paare  von  Gegenseiten  sind;  denn  ebenso  wie 

ab c  in  einer  Geraden  liegen,  treffen  sich  ÄBY  in  einem  Punkt, 

^ßy   !>        V  ;;  j;  ?>  v       -^^C      „         „  „ 

^^Y    V        V  n  »  })  „       Äx»0      „        „  „ 

^P^  »        V  V  »  ))  ■)■)       -Ä.!)!        „        „ 

weil 

a  ah  ß  c  y  )     Pole  und  Polaren  in  Bezug  auf  den 
^A^BFO  )  Kegelschnitt  ©(2), 

in  gleicher  Weise 

a  ahßcy  j     Pole  und  ^ 

AÄBBCT  1       Polaren     '"^  ^'™^  aut  A     , 


;; 


und  endlich 


a  ah  ß  c  y  1     Pole  und 
^AB^Cr   )      Polaren 


in  Bezug  auf  33^^^  sind. 


Der  Kegelschnitt  W^^  ist  also  ein  dem  Vierseit  BBCT  einbe- 
schriebener harmonischer  Kegelschnitt,  für  welchen  die  Seitenpaare  B 
und  B,  C  und  T  als  zugeordnete  aufgefasst  sind;  ebenso  ist  33^^'  ein 
dem  Vierseit  OF^A  einbeschriebener  harmonischer  Kegelschnitt  und 
ß(^)  ein  dem  Vierseit  ÄABB  einbeschriebener.  Es  giebt  aber 
(S.  124)  nur  einen  einzigen  harmonischen  Kegelschnitt,  welcher  bei 
gegebener  Zuordnung  einem  gegebenen  Vierseit  einbeschrieben  oder 
einem  Viereck  umschrieben  ist,  und  zugleich  ersehen  wir  aus  der  letzten. 
Zu-sammenstellung,  dass  das  vollständige  Viereck  und  das  vollständige 
Vierseit  Polarfiguren  rücksichtlich  jedes  der  drei  Kegelschnitte  51^2)  sg(2)  g  (2) 
sind,  indem  nur  die  drei  einfachen  Vierecke,  aus  denen  das  vollständige 
Vierseit  besteht,  den  drei  einfachen  Vierseiten,  aus  welchen  das  voll- 
ständige Viereck  besteht,  in  verschiedener  Weise  entsprechen  bei  W'^'>'^^'^^ 
und  (S^^^;  da  also  auch  die  einfachen  Vierseite  die  Polarfiguren  der 
einfachen  Vierecke  sind,  so  müssen  die  jenen  einbeschriebenen  harmo- 
nischen Kegelschnitte  die  Polarfiguren  der  diesen  umschriebenen  Kegel- 
schnitte sein;  es  folgt  hieraus,  dass  die  drei  harmonisch  -  zugeordneten 
Kegelschnitte  §l(2)5g(2)(s;(2)  ^^-g  merkwürdige  Eigenschaß  hesitzen,  dass  jeder 
als  seine  eigene  Polarfigur  erscheint,  wenn  er  in  Bezug  auf  einen  der  beiden 
andern  polarisirt  wird. 

Um  z.  B.  die  Polarfigur  des  Kegelschnitts  W^^  in  Bezug  auf  33^^^ 
zu  erhalten,  müssen  wir  von  den  vier  Punkten  hßcy  und  den  in  ihnen 
gezogenen  Tangenten  ^BCF   die  Polaren   und  Pole  rücksichtlich  33  ^^^ 
nehmen;   erstere  sind  beziehlich  BBCT  und  letztere  ßhcy]  der  Polar- 
steiner, Vorlesungen  II.    2.  Aufl.  25 
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kegelschnitt  gelit  also  durch  dieselben  vier  Punkte  und  hat  dieselben 
vier  Tangenten  in  ihnen,  wie  der  zu  polarisirende;  er  coineidirt  daher 
mit  ihm.  Dasselbe  geht  hervor,  wenn  wir  den  dritten  Kegelschnitt 
ß(2>  als  Basis  nehmen.  Dieser  eigenthümliche  Zusammenhang  der 
drei  Kegelschnitte  %^^^'^^^^(i^^\  wonach  jeder  sich  selbst  wieder  erzeugt, 
lässt  sich  noch  deutlicher  überblicken,  wenn  wir  von  den  Punkten 
eines  dieser  Kegelschnitte  die  Polaren  in  Bezug  auf  einen  zweiten  auf- 
suchen, welche  selbst  Tangenten  des  ersten  sein  müssen,  und  wenn 
wir  zugleich  die  Berührungspunkte  der  letzteren  ermitteln. 

Nehmen  wir  irgend  einen  Punkt  o  auf  dem  Kegelschnitt  31^^^  an, 
so  muss  seine  Polare  in  Bezug  auf  $8^-^  eine  Tangente  von  9t^^^  sein; 
sie  möge  den  Berührungspunkt  a'  haben;  dann  wird  die  Polare  von 
a  in  Bezug  auf  SS*^'^^  ebenfalls  eine  Tangente  von  Sl^^^  sein  und  offen- 
bar den  zuerst  angenommenen  Punkt  0  zum  Berührungspunkt  haben; 
nennen  wir  für  den  Augenblick  ta  und  ta'  diese  beiden  Tangenten  in 
a  und  a  am  Kegelschnitt  W^^  und  ihren  Schnittpunkt  §,  so- -sind 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  W^'^:  a  und  ta'  Pol  und  Polare,  ebenso 
auch  a'  und  ta,  folglich  auch  §>  und  aa']  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
?l^^^  sind  aber  ebenfalls  §  und  aa  Pol  und  Polare,  weil  seine  Tangenten 
in  a  und  a  durch  §>  gehen.  Der  Punkt  §>  und  die  Gerade  aa  sind 
daher  gemeinschaftlich  für  beide  Kegelschnitte  W^^  und  93^^'  Pol  und 
Polare,  sie  müssten  also  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  angehören; 
dies  ist  aber  xyz,  also  haben  die  Kegelschnitte  W^^  und  93^^^  zwei 
und  somit""  unendlich-viele  gemeinschaftliche  Tripel,  und  dies  ist  (S.  345) 
nicht  anders  möglich,  als  wenn  sie  eine  doppelte  Berührung  haben; 
sie  haben  nun  in  der  That  eine  doppelte  Berührung  in  den  Punkten 
c  und  y;  z  und  Z  sind  Pol  und  Polare  für  beide  Kegelschnitte 
gleichzeitig  und  haben  in  Bezug  auf  beide  dasselbe  Strahl-  und 
Punktsystem;  alle  Tripel  conjugirter  Punkte,  welche  beiden  Kegel- 
schnitten gemeinschaftlich  sind,  müssen,  daher  eine  Ecke  in  s  und 
eine  Seite  in  Z  haben,  und  es  folgt  daraus,  dass  der  Puhkt  ^  in  Z 
liegen  und  die  Verbindungslinie  oa'  durch  z  laufen  muss.  Um  also 
die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  0  des  Kegelschnitts  W^^  in  Bezug 
auf  93'^^  zu  erhalten,  ziehen  wir  az,  welches  in  a'  dem  W^^^  zum  andern 
Male  begegnet;  dann  ist  die  Tangente  in  a'  an  W^^  die  Polare  von  0 
in  Bezug  auf  93^'^^;  um  gleicherweise  die  Polare  von  a  in  Bezug  auf 
(S<^'  zu  erhalten,  ziehen  wir  ay,  welches  in  a"  dem  W^l  zum  andern 
Male  begegnet;  die  Tangente  in  a"  an  51'^'  ist  dann  die  Polare  von 
a  in  Bezug  auf  ©^);  hieraus  folgt  zugleich,  dass  die  Verbindungslinie 
a'a"  durch  X  gehen  muss  (S.  149).  Jeder  durch  x  gehende  Strahl  trifft 
also  den  Kegelschnitt  W^^^  in  zwei  solchen  Punkten^  dass  die  Tangenten 


Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittschaar.     *  55.  387 

derselben  die  Polaren  in  Bezug  auf  33^'^  und  ß^"^'  von  einem  und  demselben 
dritten  Pmikte  des  Kegelschnitts  %^'^  sind,  und  das  Analoge  gilt  von  g  und  0. 
Femer  lassen  sich  die  Mittelpunkte  der  drei  Kegelschnitte  51(^)35'^'©^^^ 
leicht  ermitteln;  da  aa  die  Berührungssehne  und  x  ihr  Pol  für  die 
Kegelschnitte  33^^^  und  ©(^^  ist,  so  muss,  wenn  wir  mit  ^  die  Mitte 
der  Berührungssehue  aa  bezeichnen,  X[i  durch  die  Mittelpunkte  der 
Kegelschnitte  33^^^  und  ©^^^  gehen;  ist  ^'  die  Mitte  der  Sehne  bß,  so 
muss  g^'  durch  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  (S;»^'  und  W^^  gehen, 
folglich  ist  der  Schnittpunkt  (xfi,  g^')  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts ®(^';  ist  endlich  yt!'  die  Mitte  der  Sehne  ey,  so  geht  z^" 
durch  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  W-'^^  und  33^^^,  und  daher  ist: 

{g^',  s^")  =  Wt     der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  %^\ 

{zii;',xii)  =  m'   „       „         „         „        w\ 
(x^,  g^')  =  m"  „       „         „         „        m. 

Die  drei  Punkte  f^f^V"  liegen  als  die  Mitten  der  drei  Diagonalen 
eines  Yollständigen  Vierseits  auf  einer  Geraden  (S.  276).  Da  wir  von 
den  drei  harmonisch  -  zugeordneten  Kegelschnitten  ein  ihnen  gemein- 
sames Tripel  xgz  und  die  Mittelpunkte  WWW  kennen,  so  lässt 
sich  nach  der  auf  S.  288  gemachten  Bemerkung  auch  die  Gattung  der 
Kegelschnitte  bestimmen.  Wir  sehen  nämlich,  dass  die  drei  Mitten 
ftft'^"  der  Diagonalen  aa,  bß,  cy  des  vollständigen  Vierseits  noth- 
wendig  ausserhalb  der  Seiten  des  Diagonaldreiecks  xgz  liegen  müssen, 
denn  es  sind  gz  zu  aa  harmonisch  gelegen,  und  die  Mitte  des  einen 
Paares  zugeordneter  Punkte  aa  liegt  offenbar  ausserhalb  des  andern 
Paares  (wegen  der  hyperbolischen  Natur  des  Punktsystems);  wenn 
aber  eine  Transversale  die  Seiten  eines  Dreiecks  xgz  so  trifft,  dass 
die  drei  Schnittpunkte  ^}i  fi"  ausserhalb  der  drei  Seiten  gz,  zx,  xg 
zu  liegen  kommen,  so  wird  in  dem  vollständigen  Vierseit,  dessen  drei 
Paar  Gegenecken  ä;^,  g^' ,  z^"  und  dessen  Diagonalpunkte  'SRWW 
sind,  nothwendig  einer  zwischen  x^,  ein  anderer  zwischen  g^',  der 
dritte  aber  ausserhalb  x^i  und  g^'  liegen.  Von  den  7  Räumen,  in  welche 
die  Ebene  durch  die  Seiten  des  Dreiecks  xgz  zertheilt  wird,  müssen 
also  zwei  hyperbolische  Räume  (h)  zwei  von  den  Mittelpunkten  ent- 
halten, während  der  dritte  entweder  in  den  dritten  hyperbolischen 
oder  den  gegenüberliegenden  elliptischen  Raum  hineinfallen  wird,  also: 
Von  drei  liarmonisch-zugeordneten  Kegelschnitten  müssen  entweder  alle  drei 
Hgperbeln,  oder  einer  Ellipse  und  die  beiden  andern  Hgperbeln  sein. 

Als  besonderen  Fall  der  letzten  Art  giebt  es  ein  sehr  einfaches 
Beispiel  von  drei  harmonisch-zugeordneten  Kegelschnitten:  Ist  nämlich 
insbesondere   z  der  Mittelpunkt  des  als  Ellipse  angenommenen  Kegel- 

25* 
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sclinitts'  ©f^\  und  sind  die  Tripelstrahlen  X  und  Y  die  Axen  der 
Ellipse,  so  werden  die  beiden  andern  zugeordnet-harmonisclien  Kegel- 
schnitte zwei  Hyperbeln,  deren  eine  die  Ellipse  in  den  Scheiteln  der 
grossen  Axe,  die  andere  in  den  Scheiteln  der  kleinen  Axe  doppelt 
berührt,  indem  die  beiden  Hyjjerbeln  dieselben  Asymptoten  haben, 
also  conjugirte  Hyperbeln  sind,  und  die  Asymptoten  dieser  Hyperbeln 
in  die  Richtungen  der  beiden  gleichen  conjugirten  Durchmesser  der 
Ellipse  fallen.  Dies  ist  der  einfachste  Fall  dreier  harmonisch -zuge- 
ordneter Kegelschnitte,  welche,  in  Bezug  auf  einander  polarisirt,  sich 
selbst  wiedererzeugen.  Wählt  man  für  ß(^)  einen  Kreis,  so  bestehen 
33^^)  und  31^^'  aus  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  in  den  Endpunkten 
zweier  zu  einander  rechtwinkligen  Durchmesser  den  Kreis  berühren 
und  dieselben  Asymptoten  haben. 

In  eigenthümlicher  Art  tritt  zu  den  harmonisch  -  zugeordneten 
Kegelschnitten  ^I'^^S*^^^©^^'  noch  ein  vierter  imaginärer  Kegelschnitt  ®(^', 
von  dem  man  sagen  kann,  dass  er  dieselben  Beziehungen  darbietet, 
wie  die  drei  reellen  (vgl,  §,  57).  Wir  haben  nämlich  oben  drei  Zu- 
ordnungen der  Punkte  aa,  hß,  cy  zu  den  Geraden  ÄA,  BB,  CT 
erkannt,  wonach  diese  Polaren  jener  sind;  durch  jede  dieser  Zuord- 
nungen wurde  ein  Kegelschnitt  bestimmt,  indem  eigentlich  mehr  Be- 
dingungen dadurch  gesetzt  waren,  die  sich  aber  nicht  widersprachen; 
jetzt  können  wir  noch  eine  vierte  Zuordnung  festsetzen,  nämlich: 

a  ah  ß  cy  Pole  und  \ 
AÄBBTC   Polaren    j 

in  Bezug  auf  einen  unbekannten  zu  suchenden  Kegelschnitt  ©"^^^j  für 
diesen  Kegelschnitt  müssen  sowohl  xaa  als  auch  yhß  und  ebenso  0cy, 
endlich  auch  xy^  je  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  sein.  Auf  den 
drei  Tripelstrahlen  XZ^  kennen  wir  also  die  drei  Punktsysteme,  welche 
dem  Kegelschnitt  ®^^)  zugehören  müssen;  da  diese  alle  drei  elliptisch 
sind  (wegen  der  harmonischen  Eigenschaft  des  vollständigen  Vier- 
seits),  so  ist  es  ersichtlich,  dass  der  ganze  Kegelschnitt  imaginär  sein 
muss;  wir  erkennen  dies  aber  auch,  indem  wir  seinen  Mittelpunkt 
aufsuchen;  das  elliptische  Punktsystem,  von  dem  yz  und  aa  zwei 
Paare  conjugirter  Punkte  sind,  hat  nämlich  zum  Mittelpunkt  denjenigen 
Punkt  m,  in  welchem  y2  von  xWt  getroffen  wird,  denn  dasselbe 
Punktsystem  gehört  auch  dem  Kegelschnitt  W-^>  zu,  und  da  x  und  X 
Pol  und  Polare  sind,  so  muss  xWl  durch  tu  gehen;  die  drei  auf  diese 
Weise  erhaltenen  Linien  x'^,  yW,  zW  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  W  (nach  bekannten  harmonischen  Eigenschaften),  dem  Mittel- 
punkte des  Kegelschnitts  ^(^);  durch  diesen  Mittelpunkt  und  das  Tripel 
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xijz  ist  der  Kegelschnitt  vollstiindig  bestimmt;  es  zeigt  sich  aber, 
dass  er  imaginär  sein  muss,  weil  W  in  das  Innere  des  Dreiecks 
xyz  hineinfällt  (S.  288),  denn  die  drei  Punkte  ^  ^'  ft"  liegen,  wie  wir 
oben  giesehen  haben,  in  einer  geraden  Linie,  welche  die  Seiten  des 
Dreiecks  xyz  in  ihren  Verlängerungen  trifft.  Da  nun  (Fig.  85)  die 
Punkte  x^,  y^' ,  z^"  die  drei  Paar  Gegenecken  eines  vollständigen 
Vierseits  sind,  dessen  Diagonalen  sich  in  WWW  schneiden,  so 
werden  xWi  und  xW  har- 
monisch  getrennt  durch  xy 
und  xz,  und  da  xW  die 
Linie  yz  im  Punkte  /li  ausser- 
halb yz  trifft,  so  muss  x^ 
dieselbe  zwischen  yz  treffen, 
ebenso  muss  yW  die  Seite 
zx  zwischen  ihren  Endpunkten 
treffen  und  gleicherweise  die 
dritte  z  W ;  der  Schnittpunkt 
W  liegt  daher  nothwendig 
innerhalb  des  Dreiecks  xyz, 
und  der  Kegelschnitt  2)^^), 
für  welchen  xyz  ein  Tripel 

und  W"  der  Mittelpunkt  ist,  wird  also  imaginär.  Aus  dem  Um- 
stände, dass  die  drei  Strahlen  xW,  yW,  zW  sich  in  einem  Punkte 
W"  schneiden  oder  xyz  das  Diagonaldreieck  des  vollständigen  Vier- 
ecks WWWW"  ist,  geht  hervor,  dass  für  den  durch  den  Mittel- 
punkt W  und  das  Tripel  xyz  bestimmten  imaginären  Kegelschnitt 
®(2)  in  der  That 

aahß  cy    \    Pole  und 
,AÄBBTC   j     Polaren    '"^  ^'™^  ^^*  ^ 
sind.     Fügen    wir    diesen    vierten   imaginären   Kegelschnitt   den    oben 
untersuchten  dreien  hinzu,   so  haben  wir  für  diese  vier  harmonisch- zu- 
geordneten  Kegelschnitte   folgende    Zusammengehörigkeit   von   Pol    und 
Polare: 


für 


Pol   .  . 
Polare 


5((2) 


$ö(2) 


a  a  h  ß  c  y 
AABBCY 


a  ah  ß  c  y 
ÄABBCT 


(£(2) 


a  a  b  ß  c  y 
ÄABBTC 


2)(2) 


a ah  ß  cy 
AABBYG 


Aus  dieser  Zusammenstellung  tritt  es  aber  klar  vor  Augen,  dass 
jeder  der  vier  Kegelschnitte  als  Polarfigur  in  Bezug  auf  einen  der 
übrigen  selbst  wieder  hervorgeht,  denn  durch  Polarisation  wird  aus 
Pol  und  Polare  für  die  eine  Figur  Polare  und  Pol  für  die  Polarfigur; 
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wenn  wir  daher  einen  der  vier  Kegelschnitte  in  Bezug  auf  einen  an- 
dern polarisiren  wollen ,  so  suchen  wir  von  den  Punkten  aa  .  .  und 
den  Geraden  ^A...,  wie  sie  bei  dem  gewählten  Kegelschnitte  zu- 
sammengehören, die  Polaren  und  Pole  in  Bq;zug  auf  die  gewählte  Basis 
und  gelangen  dadurch  wieder  zu  denselben  Geraden  und  denselben  zu- 
gehörigen Punkten;  der  Kegelschnitt  muss  also  seine  eigene  Polar- 
figur sein,  weil  er  durch  diese  sechs  Paare  von  Polen  und  Polaren 
schon  mehr  als  bestimmt  ist.  Auch  für  den  imaginären  Kegelschnitt 
®(2)  tritt  die  Eigenschaft  der  doppelten  Berührung  zu  Tage;  er  hat 
nämlich  mit  dem  Kegelschnitt  51^^'  den  Punkt  x  und  die  Gerade  X. 
als  Pol  und  Polare  gemeinschaftlich,  und  das  Punktsystem  auf  X, 
welches  von  den  Paaren  ys  und  aa  bestimmt  wird,  ist  ebenfalls 
beiden  Kegelschnitten  zugehörig;  sie  haben  daher  eine  ideelle  doppelte 
Berührung  (S.  344)  und  X  zur  gemeinschaftlichen  Berührungssehne, 
X  zum  Durchschnittspunkt  der  gemeinschaftlichen  Tangenten;  ebenso 
S)(2)  und  W^:  Y  und  y,  S)(2)  ^^^  ^m.  ^  und  z.  Wir  können  hier- 
nach die  vier  Kegelschnitte  ?!(-)  33^^^  ß^^^  2)'^^  auf  dreierlei  Art  in  Paare 
je  zweier  gewissermassen  zusammengehöriger  Kegelschnitte  theilen, 
nämlich:  Die  Kegelschnitte  W^^  und  ©^^^  haben  eine  reelle  doppelte 
Berührung  in  den  Punkten  aa,  sie  haben  also  X  zur  gemeinschaft- 
lichen Berührungssehne  und  x  zum  Pol  derselben;  dagegen  S('-)  und 
^^^)  haben  eine  ideelle  doppelte  Berührung  mit  derselben  Berührungs- 
sehne X  und  dem  Pol  x\  dies  ist  die  erste  Art  und  ähnlich  die 
übrigen;  es  gehören  also  zusammen: 

W^  und  ec-*',  W^  und  ®(^)  in  Bezug  auf  x  und  X, 

m    „    si(^),  m   „    SD(^)   „      „       „    y   „    r, 

2((2)       ,^      33(2)^    g(2)      ^^       ^5^(2)      ^^  ^^  ^^      ^      ^^      z. 

Aus  dem  Obigen  geht  hervor,  wie  die  vier  harmonisch -zugeord- 
neten Kegelschnitte  bei  dem  völlig  reellen  vollständigen  Vierseit, 
dessen  drei  Paar  Gegenecken  aa,  &/3,  cy  und  dessen  Diagonalpunkte 
xy&  sind,  zum  Vorschein  kommen;  eine  sehr  einfache  und  natürliche 
Entstehungs weise  solcher  vier  harmonisch -zugeordneter  Kegelschnitte 
siehe  §.  57.  Wir  übergehen  hier  die  Erörterung  der  Modificationen, 
welche  eintreten,  wenn  das  vollständige  Vierseit  nicht  mehr  völlig 
reell  angenommen  wird,  sondern  nach  der  Art  II.  oder  III.  auf  S.  382 
beschaffen  ist. 

In  dem  von  uns  angenommenen  Fall  tritt  zu  der  bereits  erwähnten 
Eigenschaft,  dass  jeder  der  vier  harmonisch  -  zugeordneten  Kegel- 
schnitte seine  eigene  Polarfigur  ist,  noch  eine  allgemeinere;  bezeichnen 
Avir  nämlich   das   vollständige  Vierseit,   dessen  vier  Seiten  abc,  aßy, 
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ccby,  aßc  sind,  mit  58  und  das  vollständige  Viereck,  dessen  vier  Ecken 
ABr,  ABC,  ABC,  äjBT  sind,  mit  F,  so  sind  SS  und  F  Polarfiguren 
in  Bezug  auf  jeden  der  vier  harmonisch -zugeordneten  Kegelschnitte, 
aber  jedesmal  entsprechen  sich  Ecken  und  Seiten  in  anderer  Weise, 
was  unmittelbar  aus  dem  oben  zusammengestellten  Schema  von  Polen 
und  Polaren  der  vier  Kegelschnitte  abzulesen  ist.  Es  zeigt  sich  nun 
weiter,  dass  irgend  ein  dem  Vierseif  SS  einheschriel>ener  Kegelschnitt  m 
seiner  Polarfigur  in  Bezug  auf  jeden  der  vier  harmonisch  -  zugeordneten 
Kegelschnitte  einen  und  denselben  dem  Vierech  V  umschriebenen  Kegelschnitt 
hat.  Da  nämlich  vier  Punkte  einer  Geraden  dasselbe  Doppelverhältniss 
haben,  wie  ihre  vier  Polaren  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  so  wird, 
wenn  irgend  ein  dem  Vierseit  SS  einbeschriebener  Kegelschnitt  die 
Seite  abc  inp  berührt,  die  Polare  von  ^9  in  Bezug  auf  W^''  diejenige 
Gerade  2  sein,  welche  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse 
(abcp)  =  {ABC2)  construirbar  ist;  diese  Gerade  ist  gleichzeitig  die 
Polare  eines  Punktes  p    der  Geraden  aßc  in.  Bezug  auf  $8''^^,  Avenn 

(ABC2)  =  {aßcp')  ist; 
aus  der  Gleichheit: 

(abcp)  =  (aßcp) 

folgt,  dass  sich  a«,  bß,  pp  in  einem  Punkte  schneiden  müssen  oder 
pzp  in  einer  Geraden  liegen;  der  angenommene  Kegelschnitt,  welcher 
dem  Vierseit  SS  einbeschrieben  ist  und  abc  m  p  berührt,  muss  aber 
(S.  123)  aßc  in  p  berühren,  und  die  Polare  von  p  in  Bezug  auf  51'^' 
ist  identisch  mit  der  Polare  von  p  in  Bezug  auf  S3^^^,  nämlich  die 
Gerade  £;  folglich  ist  die  Polarfigur  des  angenommenen  Kegelschnitts 
in  Bezug  auf  die  Basis  51^^^  und  in  Bezug  auf  die  Basis  S3'^'  derselbe 
dem  Viereck  V  umschriebene  Kegelschnitt;  und  Gleiches  folgt  für  die 
andern  Basen. 

Hieran  knüpft  sich  umgekehrt  die  Aufgabe:  Zu  zwei  in  der  Ebene 
beliebig  gegebenen  Kegelschnitten  einen  solchen  dritten  m-  finden,  in  Bezug 
auf  welchen  der  eine  gegebene  Kegelschnitt  die  Polarfigur  des  andern  ist*). 
Es  liegt  nach  dem  Obigen  nahe,  zu  vermuthen,  dass  es  im  Allge- 
meinen vier  Basen  geben  wird,  welche  die  gegenseitige  Lage  von  vier 
harmonisch-zugeordneten  Kegelschnitten  besitzen,  und  diese  Vermuthung 
bestätigt  sich  leicht.     Zuvörderst  ist  klar,  dass,  wenn  die  beiden  ge- 


*)  Diese  Aufgabe  hat  Steiner  in  einer  am  26.  März  1846  in  der  Berliner 
Akademie  der  Wissenschaften  gehaltenen  Vorlesung  behandelt,  wovon  nur  die 
Anzeige  in  den  Monats-Berichten  und  in  Crelle's  Journal,  Bd.  32,  S.  79  sich  findet. 
Eine  analytische  Behandlung  des  Problems  hat  Herr  J.  Mosanes  in  seiner  In- 
augural-Dissertation :  de  polarium  reciprocarum  theoria  observationes,  Breslau  1865, 
geliefert. 
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gebenen  Kegelschnitte  K^^''  und  Kf^,  deren  einer  die  Polarfigur  des 
andern  sein  soll,  eine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente  haben,  sie 
nothwendig  auch  einen  reellen  Schnittpunkt  haben  müssen,  denn  der 
Pol  jener  in  Bezug  auf  die  angenommene  Basis  muss  sowohl  ein 
Punkt  von  K^^'^,  wie  von  Kf^  sein;  es  folgt  hieraus,  dass  von  den  auf 
S.  370  unterschiedenen  Fällen,  welche  allein  bei  der  gegenseitigen 
Lage  zweier  Kegelschnitte  eintreten  können,  die  Fälle  IL  und  IIL 
(sobald  K'^'^'i  und  K'p  vier  reelle  Schnittpunkte  und  keine  reelle  gemein- 
schaftliche Tangente,  oder  sobald  sie  vier  reelle  gemeinschaftliche 
Tangenten  und  keinen  reellen  Schnittpunkt  haben)  sofort  auszuschliessen 
sind,  also  nur  die  Fälle  I.  und  IV.,  wo  das  reelle  gemeinschaftliche 
Tripel  nach  der  Art  (a)  liegt,  und  andererseits  der  Fall  V.,  wo  es 
nur  theilweise  reell  ist,  übrig  bleiben. 

Die  Fälle  I.  und  IV.  (wo  die  beiden  Kegelschnitte  JT'^'  und  K^p 
keinen  reellen  Schnittpunkt  und  keine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente, 
oder  vier  reelle  Schnittpunkte  und  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten 
haben)  lassen  sich  zusammen  behandeln;  wir  ermitteln  nämlich  zu- 
nächst das  reelle  gemeinschaftliche  Tripel  xyz  und  bemerken,  dass 
Pol  und  Polare  eines  Kegelschnitts,  in  Bezug  auf  irgend  eine  Basis 
polarisirt,  nothwendig  Polare  und  Pol  für  die  Polarfigur  werden;  wenn 
also  X  und  X  gleichzeitig  für  beide  Kegelschnitte  K^'^^  und  Kf^,  deren 
einer  die  Polarfigur  des  andern  sein  soll,  Pol  und  Polare  sind,  so 
müssen  in  Bezug  auf  eine  solche  Basis  die  entsprechenden  Elemente 
X'  und  x'  auch  für  K^^'^  und  Kf^  gleichzeitig  Polare  und  Pol  sein; 
dasselbe  gilt  von  y  und  Y,  z  und  Z,  deren  entsprechende  Elemente 
in  Bezug  auf  die  Basis  Y  und  y  ,  Z'  und  /  seien;  da  nun  xyz  und  XYZ 
ein  Tripel  bilden,  so  bilden  auch  X'  Y Z'  und  x  y  z  ein  Tripel  und 
zwar  ein  solches,  welches  beiden  Kegelschnitten  KS^^  mid  K^^  gemein- 
schaftlich sein  muss;  nun  haben  aber  K^'^'^  und  Kf^  nur  ein  gemein- 
schaftliches Tripel,  es  coincidirt  daher  x  y  z  mit  xyz,  d.  h.  das  ge- 
meinschaftUcJie  Tripel  xyz  der  'beiden  Kegelschnitte  K^^'^  und  Kf^  muss 
zugleich  ein  Tripel  für  die  wibelcannte  Basis  sein. 

Wir  wissen  ferner  (S.  370),  dass  in  den  Fällen  I.  und  IV.  von 
dem  gemeinschaftlichen  Tripel  xyz  nothwendig  ein  Tripelpunkt  z 
innerhalb  beider  Kegelschnitte  liegt  und  die  durch  ihn  gehenden 
beiden  Tripelstrahlen  XY  die  Kegelschnitte  K^^^  und  K^^  in  reellen 
Punktpaaren  schneiden,  während  der  dritte  Tripelstrahl  Z,  welcher 
die  Punkte  x  und  y  enthält,  keinen  von  beiden  Kegelschnitten  trifft. 
Möge  der  Tripelstrahl  X  dem  Kegelschnitte  Ä^^^  in  p  und  m,  dem 
Ä'p)  in  Pi  und  ;r^,  dagegen  F  dem  Kegelschnitte  K^^  in  r  und  q,  dem 
7rp>    in    r^    und    q^    begegnen;    die   Punkte  2^   ^^^   ^;  JPi  ^^^  ^i  sind 
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Paare  conjugirter  Punkte  eines  hyperbolischen  Punktsystems,  dessen 
Asymptotenpunkte  s  und  y  sind,  und  ebenso  r  und  9,  r^  und  q^^ 
Paare  conjugirter  Punkte  eines  zweiten  Punktsystems,  dessen  Asym- 
ptotenpunkte z  und  X  sind.  Die  Tangenten  in  den  Punkten  ]pitp^7C^ 
sind  xp,  X7C,  xp^^,  X7t^  und  in  den  Punkten  tqt^q^  die  Verbindungs- 
linien: yr,  yQ,  yr^,  yg^.  Wenn  nun  der  Kegelschnitt  Kf^  die 
Polarfigur  von  K^'^  sein  soll  in  Bezug  auf  eine  noch  zu  suchende 
Basis,  so  muss  die  Polare  von  p  in  Bezug  auf  diese  Basis,  welche 
mit  K^^^  und  Kf^  das  Tripel  xyz  gemeinsam  hat,  einmal  durch  x 
gehen,  weil  p  auf  X  liegt,  und  andererseits  eine  Tangente  der  Polar- 
figur jSrp'  sein;  sie  muss  also  eine  der  beiden  Tangenten  xp^^  oder  xtc^ 
sein,  und  ebenso  muss  die  Polare  von  n  in  Bezug  auf  die  zu  suchende 
Basis  eine  der  beiden  Tangenten  ^ctTj^  oder  xp^  sein.  Das  Gleiche  gilt 
für  den  andern  Strahl  Y.  Die  Polare  von  r  in  'Bezug  auf  die  noch 
unbekannte  Basis  muss  yr^  oder  yg^  sein  und  die  Polare  von  q:  yg^^ 
oder  2/^1;  hiernach  stellen  sich  nur  vier  Möglichkeiten  heraus:  Für 
die  unbekannte  Basis  sind: 


Ptl      TtJ       rj      Q^ 
P  \      ^  \      r  \      Q  \ 


1)  i  [  [  (    ie  zwei  coniugirte  Punkte 

2) 

3) 

4) 


Pi)      ^J      Qii      n) 
P  \      ^\      ^\      Q  \ 


^J      Pi)      ^i)      9i 
P  ]      ^  \      **  1      Q 


^1)  Pi)  Qii  ^i 
Dem  entsprechend  werden  sich  vier  Basen  ermitteln  lassen ,  indem 
auf  den  Tripelstrahlen  XY  die  Punktsysteme  bekannt  sind,  welche 
einer  jeden  zngehören  müssen;  auf  X  bilden  nämlich  die  vier  Punkte 
pnp^Tti^  zwei  Punktpaare  pjc,  p^n^  eines  hyperbolischen  Punktsystems, 
dessen  Asymptotenpunkte  y  und  0  sind;  andererseits  rufen  dieselben 
vier  Punkte  pnp^n^^  paarweise  als  conjugirte  Punkte  aufgefasst  noch 
zwei  neue  Punktsysteme  hervor  (S.  56),  von  denen  nothwendig  eines 
elliptisch,  das  andere  hyperbolisch  ist;  dasjenige,  bei  welchem  p  und 
p^^,  n  und  n^  conjugirte  Punkte  sind,  sei  das  hyperbolische  (Ji^),  und 
dasjenige,  bei  welchem  p  und  jr^,  n  und  p^  conjugirte  sind,  sei  das 
elliptische  Punktsystem  (e^);  in  gleicher  Weise  werden  auf  dem  Tripel- 
strahl  Y  durch  die  vier  Punkte  rgr^Q^  drei  Punktsysteme  hervor- 
gerufen, deren  erstes  durch  die  Paare  r  und  q,  r^  und  g^  bestimmt 
wird  und  hyperbolisch  ist  mit  den  Asymptotenpunkten  0  und  x,  wäh- 
rend   von    den   beiden    übrigen   nothwendig  eines,  hyperbolisch   {h^), 


zu  zugehörigen. 
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durch  die  Punktpaare  r  und  r^,  q  und  q^,  das  andere,  elliptisch  (cg), 
durch  die  Punktpaare  r  und  Q^^,  q  und  }\  bestimmt  wird:  Die  ge- 
suchte Basis  hat  daher  auf  den  beiden  Tripelstrahlen  X  und   Y 

entweder  die  Punktsysteme: 

1) (/O    Oh) 

oder  2) {\)     (e,) 

3) (e,)     (K) 

4)  ....  .  (.,)     (.,) 

Die  beiden  hyperbolischen  Punktsysteme  (h^^)  und  (h^)  auf  X 
und  Y  haben  Asymptotenpunkte,  welche  wir  beziehungsweise  mit  aa 
und  bß  bezeichnen  wollen;  diese  Asymptotenpunkte  sind  in  bekannter 
Weise  zu  ermitteln,  da  die  Punktsysteme  durch  die  bekannten  Paare 
conjugirter  Punkte  vollständig  bestimmt  sind;  sie  stehen  auch  zu  den 
elliptischen  Punktsystemen  (q)  und  (e^)  in  eigenthümlicher  Beziehung; 
weil  aa  die  Asymptotenpunkte  des  durch  die  Paare  conjugirter  Punkte 
2i  und  2h,  ^  und  Tt^  bestimmten  Punktsystems  (h^)  sind,  so  findet  die 
Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  statt: 

{piiaa)  ==  (p^Tt^aa)  =  (jTiPi««), 

folglich  sind  a  und  a  ein  Paar  conjugirter  Punkte  desjenigen  Punkt- 
systems, welches  durch  die  Paare  p  und  n^ ,  n  und  pt^  bestimmt  wird, 
d.  h.  des  Punktsystems  (ßi),  weil  entsprechende  gleiche  Strecken  aa 
und  aa  auf  einander  fallen  (S.  49).  Ferner  folgt  daraus,  dass  yz  die 
Asymptotenpunkte  des  durch  p  und  n,  p^  und  7t ^  bestimmten  hyper- 
bolischen Punktsystems  sind, 

(jjp^tjz)  =  (jiTt.yz)  =  (n.nsy)  , 
also  auch  y2  sind  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punktsystems  (ßj); 
durch  die  beiden  Paare  a  und  a,  y  und  0  ist  daher  das  Punktsystem 
(cj)  bestimmt,  sowie  das  Punktsystem  (h^)  durch  die  Asymptoten- 
punkte a  und  a  bestimmt  wird;  endlich  bemerken  wir  noch,  dass  auch 
y  und  0  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punktsystems  (\)  sind, 
also  zu  aa  harmonisch  liegen,  was  aus  der  Gleichheit  der  Doppel- 
verhältnisse : 

{pn^aa)  =  (p^Ttaa)  =  {niJ^^aa) 
folgt;  denn  hieraus  geht  hervor,  dass  aa  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
für  das  durch  p  und  tc,  p^  und  tt^  bestimmte  Punktsystem  ist,  dessen 
Asymptotenpunkte  yz  sind. 

In  ganz  gleicher  Weise  besitzen  die  Asymptotenpunkte  hß  auf 
dem  zweiten  Tripelstrahl  Y  die  Eigenschaft,  harmonisch  zu  xz  zu 
liegen,  und  die  beiden  Punktpaare  h  und  ß,   x  und  *;  bestimmen   das 
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elliptische  Punktsystem  (e^),  während  h  und  ß  als  Asymptotenpunkte 
das  hyperbolische  Punktsysteip  (Ji.^)  bestimmen.  Endlich  folgt  noch, 
weil  acc  harmonisch  liegen  zu  st/  und  bß  zu  bx,  dass  die  Verbindungs- 
linien ah  und  aß  sich  in  einem  Punkte  c  der  Geraden  xy  und  ebenso 
aß,  ah  sich  in  einein  Punkte  y  der  vorigen  Geraden  xy  tre£Fen  müssen; 
also  die  Punkte  aa,  hß,  cy  sind  die  sechs  Ecken  (drei  Paar  Gegen- 
ecken) eines  vollständigen  Vierseits  S5;  dessen  Diagonaldreieck  xy2  ist. 

Nach  diesen  Erörterungen  werden  sich  jetzt  die  vier  Basen  er- 
geben, in  Bezug  auf  welche  K'^^^  und  Kf'>  Polarfiguren  sein  sollen. 
Fassen  wir  zunächst  den  ersten  Fall  der  beiden  hyperbolischen  Punkt- 
systeme (/^i)  und  (/ig)  ins  Auge,  so  muss  die  gesuchte  Basis  die 
Eigenschaft  besitzen,  dass  in  Bezug  auf  dieselbe  von  p  die  Polare  :rj)^ , 
von  7t  die  Polare  X7t^  und  auch  von  p^  die  Polare  xp,  von  n^^  die 
Polare  xn  wird;  eine  solche  Basis  muss  also  xa  und  xa  in  den 
Punkten  a  und  a  berühren;  zweites  muss  sie  analoger  Weise  yb  und 
yß  in  den  Punkten  b  und  ß  berühren;  es  giebt  nun  aber  einen  solchen 
reellen  Kegelschnitt  ©^'^^  '  wie  wir  aus  der  obigen  Betrachtung  har- 
monisch-zugeordueter  Kegelschnitte  wissen,  und  derselbe  ist  durch  die 
geforderten  Bedingungen  zwar  mehr  als  bestimmt,  aber  jene  Be- 
dingungen widersprechen  sich  nicht.  In  Bezug  auf  eine  solche  Basis 
ist,  wie  leicht  zu  sehen,  in  der  That  der  Kegelschnitt  K\^^  die  Polar- 
tigur  von  K^^^  und  umgekehrt,  denn  durch  die  vier  Punkte  pnrQ  und 
ihre  Tangenten  ist  K^"^^  mehr  als  bestimmt. 

Im  zweiten  Falle  giebt  es  einen  reellen  Kegelschnitt  93^^^-,  welcher 
xa  and  xa  in  den  Punkten  a  und  a  berührt  und  gleichzeitig  das 
Punktsystem  (ßg)?  welches  durch  die  Paare  hß,  2x  bestimmt  wird, 
sowie  das  mit  ihm  perspectivische  Strahlsystem  durch  y  zu  zugehöri- 
gen hat;  im  dritten  Falle  giebt  es  einen  reellen  Kegelschnitt  51^"^^, 
welcher  yb  und  yß  in  den  Punkten  h  und  ß  berührt  und  das  ellip- 
tische Punktsystem  (e^),  durch  die  Paare  aa,  zy  bestimmt,  sowie 
das  mit  ihm  perspectivische  Strahlsystem  durch  x  zu  zugehörigen 
hat;  endlich  im  vierten  Falle  giebt  es  einen  imaginären  Kegelschnitt 
®^^',  welcher  die  beiden  elliptischen  Punktsysteme  (e^)  und  (ßg)  und 
die  mit  ihnen  perspectivischen  Strahlsysteme  durch  x  und  y  zu  den 
zugehörigen  hat.  Für  jeden  dieser  vier  Kegelschnitte  als  Basen 
müssen  Jf^^^  und  Kf^i  Polarfiguren  sein,  was  in  derselben  Art,  wie 
für  den  Kegelschnitt  ß^^),  nachzuweisen  ist.  Diese  vier  Basen  haben 
aber  die  Eigenschaft  von  vier  harmonisch-zugeordneten  Kegelschnitten^ 
welche  sich  auf  das  vollständige  Vierseit  beziehen,  dessen  drei  Paar 
Gegenecken  aa,  bß,  cy,  und  dessen  Diagonaldreieck  xyz  ist.  Nach 
dem  Früheren  ist  daher  von  den  vier  Basen  eine  imaginär,  die   drei 


396  Dritter  Abschnitt. 

andern  sind  reell  und  entweder  alle  drei  Hyperbeln  oder  eine  Ellipse 
und  die  beiden  übrigen  Hyperbeln.  Die  Construction  dieser  Kegel- 
schnitte ist  in  der  Herleitung  selbst  enthalten.  Wir  können  nunmehr 
folgendes  Resultat  aussprechen: 

Sind  zwei  'beliebige  Kegelschnitte  K^'^^  und  Kf^  in  der  Ebene  gegeben, 
so  Jcönnen  im  Allgemeinen  vier  andei'e  Kegelschnitte  von  der  Beschaffen- 
heit gefunden  werden,  dass  für  jeden  von  ihnen  als  Basis  die  gegebenen 
Kegelschnitte  Polarfiguren  von  einander  sind.  Diese  vier  Basen  sind  vier 
harmonisch- zugeordnete  Kegelschnitte.  Haben  K^''^'^  und  Kf^  entweder  vier 
reelle  Schnittpunkte  und  keine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente,  oder  vier 
reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  und  keinen  reellen  Schnittpunkt,  so  ist 
keine  der  Basen  reell;  haben  dagegen  K^'^'^  und  Kf^  entweder  vier  reelle 
Schnittpunkte  imd  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten,  oder  keinen 
reellen  Schnittpunht  und  keine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente,  so  sind 
von  den  vier  Basen  drei  reell  und  eine  imaginär;  die  drei  reellen  Basen 
sind  entweder  alle  drei  Hyperbeln,  oder  eine  Ellipse  und  die  beiden  andern 
Hyperbeln.  Haben  K^^^  und  Kf^  endlich  zwei  reelle  Schnittpunkte  und 
zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten,  so  sind  von  den  vier  Basen  nur 
zwei  reell,  und  eine  ist  Ellipse,  die  andere  Hyperbel. 

Die  letzte  Behauptung,  welche  wir  anticipirt  haben,  ist  noch 
nachzuweisen;  in  dem  Falle  B)  (S.  370),  wemi  die  beiden  Kegelschnitte 
K^^'^  und  Kf^  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte  und  zwei  reelle  gemein- 
schaftliche Tangenten  haben,  giebt  es  von  dem  gemeinschaftlichen 
Tripel  nur  einen  Punkt  x  und  dessen  Polare  X,  die  beiden  Kegel- 
schnitten gemeinschaftlich  ist  und  den  einen  in  p  und  ;r,  den  andern  in 
j)j  und  n^  trifft;  diese  Punktpaare  müssen  reell  sein  und  einander 
trennen,  so  dass  p^  zwischen  p  und  :i,  Jt^  ausserhalb  p-Jt  liegt,  wie 
auf  S.  368  gezeigt  ist;  die  Kegelschnitte  haben  ferner  eine  reelle  gemein- 
schaftliche Secante,  welche  durch  ihre  beiden  reellen  Schnittpunkte 
BQ  und  durch  x  geht,  und  eine  ideelle  gemeinschaftliche  Secante 
ebenfalls  durch  X]  die  erstere  treffe  X  in  o,  die  letztere  in  c5;  endlich 
haben  Jt^^^  und  Kf^  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  ^  und 
O,  welche  sich  in  einem  Punkte  s  der  Geraden  X  treffen,  während 
die  beiden  andern  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten  nur  ihren 
reellen  Schnittpunkt  6  auf  X  haben  (d.  h.  dem  Punkte  6  gehört  in 
Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  K^'^'^  und  Kp  dasselbe  elliptische,  dem 
Punkt  s  dasselbe  hyperbolische  Strahlsystem  zu).  Die  Punkte  p)^Pi^i 
stehen  nun  zu  den  vier  Punkten  oäsö  in  einer  eigenthümlichen  Be- 
ziehung, auf  welche  wir  vorher  nicht  aufmerksam  zu  machen  Ver- 
anlassung hatten,  deren  wir  aber  hier  bedürfen.  Es  sind  nämlich  zu- 
nächst 0  und  cö   ein  Paar    conjugirter   Punkte    des    durch    die    beiden 
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Paare  pn  und  ^i^n^  bestimmten  elliptischen  Punktsystems,  weil  xo 
und  xä  das  einzig  reelle  Linienpaar  des  durch  K^'^'>  und  Kf^  bestimm- 
ten Büschels  ist,  und  andererseits  sind  auch  s  und  6  ein  Paar  con- 
jugirter  Punkte  desselben  Punktsystems,  weil  sie  das  einzig  reelle 
Punktpaar  der  durch  K^'^'>  und  Kf^  bestimmten  Schaar  bilden;  X 
schneidet  aber  das  Büschel  in  einem  Punktsystem,  und  die  von  x  an 
die  Kegelschnitte  der  Schaar  gelegten  Tangentenpaare  bilden  ein 
Strahlsystem. 

Hierzu  kommt  noch  ein  weiterer  Zusammenhang:  Die  vier  Punkte 
pn,  Pi^t^  bestimmen  nämlich  ausser  dem  erwähnten  elliptischen 
Punktsysteme,  in  anderer  Weise  zu  Paaren  geordnet,  zwei  hyper- 
bolische Punktsysteme  (S.  56),  wenn  wir  einmal  p  und  p^^,  n  und  n^^, 
das  andere  Mal  p  und  n^,  tc  und  p^  als  je  zwei  Paare  conjugirter 
Punkte  zur  Bestimmung  eines  Punktsystems  auffassen,  und  es  zeigt 
sich,  dass 

1)  für  das  elliptische  Punktsystem  (e)  conjugirte  Punkte  sind: 


6>|  S 

c5j       0 


2)  für  das  eine  hyperbolische  Punktsystem  (A)  conjugirte  Punkte 
sind:  * 


7t   \  0]  C0\ 

7tJ      sj      ar 


p 

3)    für    das    andere    hyperbolische    Punktsystem    (Ji)    conjugirte 
Punkte  sind: 


Um  dies  nachzuweisen,  wollen  wir  umgekehrt  den  Punkt  s  für 
den  Fall  2)  als  conjugirten  Punkt  von  o  im  Punktsysteme  (/*)  con- 
struiren  und  zeigen,  dass  für  den  so  construirten  Punkt  s  das  ihm 
zugehörige  Strahlsystem  rücksichtlich  beider  Kegelschnitte  K^'^^'Kf^ 
dasselbe  wird,  woraus  folgt,  dass  er  der  Schnittpunkt  zweier  gemein- 
schaftlicher Tangenten  sein  muss.  Die  auf  S.  66  angegebene  Con- 
struction  des  sechsten  Involutionspunktes,  sobald  fünf  gegeben  sind, 
lässt  sich  hier  folgendermassen  benutzen:  Wir  bestimmen  die  Schnitt- 
punkte: 

(P;r,  Qp)^l,        {Pp„  QTt,)  =  I, ,  (Fig.  86) 

dann  trifft  H^  den  Träger  X  in  demjenigen  Punkte  s,  welcher  dem 
0  conjugirt  ist  für  das  Punktsystem  (7^);  wir  erhalten  denselben  Punkt 
s  auch  in  anderer  Weise,  indem  wir  die  Schnittpunkte: 
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(Pp,Q7t)  =  7i     und     {Fn^,  Qp,) -=  ni 
aufsuchen  und  riri^  ziehen,  welche  Linie  auch  durch  s  gehen  muss. 


-i.^ 


Gleichzeitig  erhalten  wir  den  Punkt  6,  indem  wir  It^^  aifhen, 
welche  Verbindungslinie  die  Gerade  X  in  6  trifft,  oder  auch  indem 
wir  die  Gerade  I^t;  ziehen,  die  ebenfalls  durch  6  geht;  wir  haben  also: 

Dass  1?^  und  i,^Yi^  durch  x  gehen,  ist  selbstverständlich,  weil  FQox 
vier  harmonische  Punkte  sein  müssen.  Wir  bezeichnen  noch  die 
Schnittpunkte: 

(It?,  X)  =  e     a,%,  ^)  =  ?! . 

Nun  hat  das  dem  Kegelschnitt  Ä^(^>  einbeschriebene  Viereck  FQpit 
zum  Diagonaldreieck  o^?^;  dies  ist  also  ein  Tripel  conjugirter  Punkte 
in  Bezug  auf  K^'^^]  ferner  ist  oxt,  ebenfalls  ein  Tripel;  es  sind  daher 
xp,  X7t,  Pt,,  Qt,  die  vier  Tangenten  von  K^^^i  in  den  Punkten  pjtFQ] 
da  s  auf  der  Berührungssehne  des  aus  x  an  K^'^'^  gelegten  Tangenten- 
paares liegt,  so  lässt  sich  leicht  Seite  136  das  dem  Punkte  s  in  Be- 
zug auf  K^'^'>  zugehörige  Strahlsystem  ermitteln,  indem  wir  xp  und 
X7t  als  Träger  der  den  Kegelschnitt  K^~^  erzeugenden  Punktreihen  von 
den  andern  Tangenten  (in  P  und  Q)  treffen  lassen;  die  Schnitt- 
punkte : 

{xp,  P^)     und     (xTC,  PI) 
geben  mit  s  verbunden  ein  Paar   conjugirter  Strahlen   des  dem  Punkt 
s  in  Bezug  auf  K^'^^  zugehörigen  Strahlsystems,  und  die  Punkte: 

(«i';  Qi)     und     {xn,  Qt,) 
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mit    s    verbunden    geben     ein     zweites     Strahlenpaar    dieses    Strahl- 
systems. 

Ein  ganz  analoges  Verhältniss  findet  beim  Kegelschnitt  K[^^  statt: 
xp^,  X7t^,  Pill,  Q^i  sind  vier  Tangenten  desselben  und  die  Schnitt- 
punkte : 

i^Pi,  PQ     und     {X7t,,  Pt,) 
geben  mit  s  verbunden  ein  Paar   conjugirter  Strahlen  des  dem  Punkt 
s  in  Bezug  auf  jfiTp^  zugehörigen  Strahlsystems,  die  Punkte: 

i^Pi,  QQ     und     {x7t^,  QQ 

mit  s  verbunden  ein  zweites  Strahlenpaar  dieses  Strahlsystems. 

Es  zeigt  sich  aber,  dass  diese  beiden  Strahlenpaare  in  dem  einen 
Strahlsystem  rücksichtlich  des  Kegelschnitts  K^^^  und  in  dem  andern 
rücksichtlich  des  Kegelschnitts  K[^^  identisch  zusammenfallen;  denn 
da  lli«  in  gerader  Linie  liegen,  so  liegen  die  beiden  Strahlbüschel: 

Pi^PiOs)     und     x(^^^os) 
perspectivisch,  folglich  sind  die  Punktreihen  projectivisch: 

(jrj^^os)     und     (^^^os)  , 
mithin  auch  die  Strahlbüschel: 

x{7tp^os)     und     P(g^^o.s), 
und  da  Pox  in  einer  Geraden    liegen,    so   liegen  diese   beiden  Strahl- 
büschel perspectivisch  d.  h.  die  Punkte: 

(xn,  P^)     {xp^,  P^i)     und     s 
liegen  in  einer  Geraden  und  in  gleicher  Weise 

{xp,  Pt,)     {xTt^,  Pti)     und     s 
in  einer  zweiten  Geraden;  diese  beiden  Strahlen  sind  aber  nach  dem  Vorigen 
einerseits  conjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K''^^  und 
andererseits  in  Bezug  auf  K[^'>,  folglich  für  beide  Kegelschnitte  gleich- 
zeitig conjugirt.    In  ganz  derselben  Weise  zeigen  wir,  dass  die  Punkte: 

(xTC,  Qt)     (xpi,  Qti)     und     s 
in  einer  Geraden  liegen  und  andererseits 

{^P,  Qt)  {xTC^,  Qt,{)  und  5 
in  einer  zweiten  Geraden  liegen,  und  dass  diese  beiden  Geraden  ebenfalls 
ein  Paar  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  gleich- 
zeitig sind.  Wir  haben  also  durch  s-  zwei  Paare  conjugirter  Geraden 
in  Bezu^  auf  beide  Kegelschnitte  (auch  ist  X  und  xs  ein  drittes  Paar), 
mithin  hat  der  Punkt  s  für  beide  Kegelschnitte  dasselbe  zugehörige 
Strahlsystem  d.  h.  ist  der  Schnittpunkt  zweier  gemeinschaftlicher 
Tangenten  von  K^^'^  und  Kf\ 
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In  analoger  Weise  zeigt  sich  für  den  Punkt  ö  =  (It/j,  li^),  dass 
sowohl 

{xTt,  PI)     und     {x7C^,  P^i)  mit  0 

als  auch                 {^P,  Pt)     und     (xPi,  P^i)  ™it  6 
in  je  einer  Geraden  liegen,  sowie  auch 

(xjt,  Q^)     und     (xTt^,  Qti)  mit  6 

und     (xp,  Qt)     und     {xp^,  Q^^)  mit  6 

in  je  einer  Geraden  liegen;  also  ist  auch  der  Punkt  ö  ein  solcher, 
dass  ihm  rücksichtlich  beider  Kegelschnitte  K^"^^  und  Ä'p'  dasselbe 
Strahlsystem  zugehört. 

Endlich  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  von  den  beiden  Strahl- 
systemen (s)  und  ((?)  das  erstere  hyperbolisch,  das  letztere  elliptisch 
ist;  denn  die  aus  den  vier  Punkten  pnp^n^  abgeleiteten  drei  Punkt- 
systeme: 

das  elliptische         (e),  bestimmt  durch  die  P|^re  pTC     p^n^, 
das  hyperbolische  (Ji),         -  ...      pp^     ^t  ■jt^, 

das  hyperbolische  (7^'),        -  .         -         .      pjc^    ^Pi, 

stehen  in  der  eigenthümlichen  Verbindung  mit  einander,  wie  sie  auf 
Seite  57  beschrieben  ist:  wenn  zu  dem  Punkte  0 

im  Strahlsystem  ( e )  der  conjugirte  c3  ist  , 

-       .       -  (h)    -  -  s    -     , 

(K)    -  -  ö    -    , 

so  sind  auch  s  und   6  conjugirte  in  (e)    , 

(?     -     c5  -  -    (h)  , 

(3     -     s  -  -    (h')  , 

und  das  neue  Quadrupel  ocosö  hängt  von  dem  alten  pitp^it^  ebenso 
ab,  wie  umgekehrt  letzteres  vom  ersteren.  Da  aber  s  und  <?  conjugirte 
Punkte  im  Strahlsystem  (e)  sind,  so  werden  s  und  6  durch  j)  und  % 
von  einander  getrennt;  also  da  xp  und  xit  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts K^"^^  sind,  dessen  Berührungssehne  pjc  ist,  so  sind  die  beiden 
Strahlsysteme,  welche  den  Punkten  s  und  6  in  Bezug  auf  X^^^  zuge- 
hören, verschiedener  Natur,  das  eine  hyperbolisch,  das  andere  ellip- 
tisch. Die  Asymptoten  des  hyperbolischen  Strahlsystems  sind  die 
beiden  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten  ^  und  O  der  Kegel- 
schnitte ^(2)  ^d  xf\ 

Sind  die  beiden  Kegelschnitte  K^^^i  und  Kf^  Kreise,  so  sind  s  und 
6  ihre  Aehnlichkeitspunkte,  X  die-  Centrale,  0  der  Schnittpunkt  der 
letzteren  mit  der  Potenzlinie  und   a   unendlich-entfernt;    die    hier  all- 
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gemein  ausgesprochene  Eigenschaft  führt  in  diesem  Fall  auf  die  bekannte 
Eigenschaft  der  sogenannten  ,^gcmeinscJiaftlichcn  Potenz^^  zweier  Kreise"^). 
Nach  dieser  vorausgeschickten  Auseinandersetzung  bemerken  wir, 
dass,  wenn  es  eine  Basis  geben  soll,  für  welche  der  Kegelschnitt  X|^^ 
die  Polarfigur  von  ^<^'  ist  und  also  auch  umgekehrt,  für  eine  solche 
Basis  die  Polare  des  Punktes  p  nothwendig  durch  x  gehen  und  zu- 
gleich eine  Tangente  von  K[^^  sein  muss,  also  entweder  X2\  oder  X7ti, 
und  die  Polare  von  tc  alsdann  die  Gerade  xti^  oder  xp^  ist;  da  nun 
X  und  X  gleichzeitig  Pol  und  Polare  für  die  gesuchte  Basis  sein 
müssen,  wie  wir  früher  erkannt  haben,  so  stellen  sich  für  dieselbe 
folgende  Bedingungen  heraus:  1)  entweder  der  Basis  gehört  das 
Punktsystem  (h)  zu,  d.  h.  ^)  und  |)i,  7t  und  Jt^  sind  conjugirte  Punkte, 
und  da  dieses  Punktsystem  ein  hyperbolisches  ist,  dessen  Asymptoten- 
punkte a  und  a  heissen  mögen,  so  geht  die  gesuchte  Basis  durch  a 
und  a  und  hat  xa  und  xa  zu  ihren  Tangenten  in  diesen  Punkten; 
oder  2)  der  Basis  gehört  das  Punktsystem  {h')  zu,  d.  h.  p  und  Tt^,  it 
und  2>i  sind  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  die  gesuchte  Basis,  und 
da  dieses  Punktsystem  ebenfalls  hyperbolisch  ist  (seine  Asymptoten- 
punkte mögen  da  heissen),  so  muss  die  Basis  durch  da  gehen 
und  xd ,  xd  zu  Tangenten  an  diesen  Punkten  haben.  Durch  diese 
Bedingungen  ist  die  Basis  noch  nicht  vollkommen  bestimmt.  Fügen 
wir  aber  hinzu,  dass  für  eine  reelle  Basis  die  Polare  eines  Schnitt- 
punktes der  Kegelschnitte  K^'^''  und  jÖT^'  nothwendig  eine  gemein- 
schaftliche Tangente  derselben  sein  muss,  so  ist  entweder  ^  die  Polare 
von  P  und.  d  von  Q,  oder  O  die  Polare  von  P  und  ^  von  Q]  in 
jedem  der  beiden  Fälle  ist  also  nothwendig  s  der  Pol  von  PQ,  d.  h. 
s  und  0  sind  conjugirte  Punkte  und  ebenso  c  und  d5;  hieraus  erkennen 
wir,  dass  der  zweite  Fall  des  Punktsystems  (7^')  keine  reelle  Basis 
liefern  kann,  denn  für  ihn  wären  s  und  c5,  6  und  o  je  zwei  conjugirte 
Punkte,  was  nicht  möglich  ist.  Es  bleibt  hiernach  nur  der  Fall  1) 
übrig:  das  Punktsystem  (Ji)  hat  o  und  s,  a  und  6  zu  conjugirten,  a 
und  a  zu  Asymptotenpunkten;  die  Punkte  o  und  s  liegen  also  harmo- 
nisch zu  aa  und  werden  durch  diese  getrennt.  Um  nun  eine  Basis 
zu  erhalten,  für  welche  Ä"^'^)  und  Kf^  Polarfiguren  von  einander  sind, 
müssen  entweder  P  und  ^  und  gleichzeitig  Q  und  O  oder  anderer- 
seits P  und  O  und  gleichzeitig  Q  und  ^  Pol  und  Polare  in  Bezug 
auf  die  Basis  sein;  die  reelle  gemeinschaftliche  Secante  xo,  welche 
durch  P  und  Q  geht,  treffe  ^  und  d  in  den  Punkten  p  und  q;  dann 
müssen   sowohl  P  und  Q  zugeordnet-harmonische  Punkte  zu  x  und  o 

*)  J.  Steiner:  Einige  geometrische  Betrachtungen,    CrelU'ä  Journal  f.  Math. 
Bd.  I.  S.  176. 

Steiner,  Vorlesungen  II.   2.  Aufl.  26 


402  Dritter  Abschnitt. 

sein,  als  auch  )3  und  q,  wie  ersichtlich  ist;  es  sind  daher  x  und  o  die 
Asymptotenpunkte  eines  hyperbolischen  Punktsystems,  von  dem  zwei 
Paare  conjugirter  Punkte  P  und  ^,  p  und  q  sind;  diese  vier  Punkte 
bestimmen  noch  zwei  andere  Punktsysteme,  von  denen  eines  noth- 
wendig  elliptisch,  das  andere  hyperbolisch  ist;  wenn  nämlich  P 
und  p,  Q  und  q  als  conjugirte  Punkte  aufgefasst  werden,  so  sei 
dies  das  hyperbolische  Punktsystem  und  habe  die  Asymptotenpunkte 
&  und  /3;  werden  dagegen  P  und  q,  Q  und  p  als  conjugirte  Punkte 
aufgefasst,  so  sei  dies  das  elliptische  Punktsystem;  für  beide  sind  x 
und  0  ein  Paar  conjugirter  Punkte,  denn  da: 

{VQxo)  =  —  1     und     (pqa;o)  =  —  1  ist, 
so  folgt: 

(PQxo)  =  (pC\ox)     und  auch 

(PQxo)  =  {q\)ox); 

es  liegen  daher  x  und  o  harmonisch  zu  h  und  ß,  und  andererseits 
sind  Pq,  Qp,  xo  drei  Paare  conjugirter  Punkte  des  elliptischen  Punkt- 
systems. Hieraus  geht  hervor,  dass  der  Kegelschnitt,  welcher  durch 
aa,  J)ß  geht  und  xa,  xa  zu  Tangenten  hat,  nothwendig  die  eine  Basis, 
derjenige  Kegelschnitt  aber,  welcher  durch  aa  geht,  in  diesen  Punkten 
von  xa  und  xcc  berührt  wird  und  das  elliptische  Punktsystem,  dessen 
zwei  Paare  conjugirter  Punkte  h  und  ß,  x  und  o  sind,  zu  dem  ihm 
zugehörigen  hat,  die  zweite  Basis  ist,  für  welche  JiT^^'  und  -STj^'  Polar- 
figuren sind.  Durch  diese  sich  nicht  widersprechenden  Bedingungen 
sind  die  beiden  reellen  Basen  vollständig  bestimmt,  und  es  bleibt  nur 
nachzuweisen,  dass  nothwendig  die  eine  von  ihnen  Ellipse,  die  andere 
Hyperbel  ist;  dies  erhellt  aus  folgender  Bemerkung:  Ziehen  wir 
(ah,  aß)  ==  c  und  (aß,  ah)  =  y,  so  liegen  c  und  y  auf  xs  und  werden 
durch  diese  Punkte  harmonisch  getrennt;  während  die  erste  Basis  durch 
h  und  ß  geht,  muss  die  zweite  durch  c  und  y  gehen,  und  die  beiden 
reellen  Basen  sind  daher  harmonisch-zugeordnete  Kegelschnitte.  Da 
nun  auch  a  und  a  zu  o  und  s  harmonisch  liegen,  so  wird  entweder  o 
zwischen  und  s  ausserhalb  aa  liegen  oder  umgekehrt;  im  ersten  Falle 
wird  diejenige  Basis,  welche  durch  h  und  ß  geht,  Ellipse,  die  andere 
Hyperbel  werden,  im  zweiten  Falle  umgekehrt;  denn  wir  wissen,  dass 
in  dem  S.  372  untersuchten  Falle  B)  für  die  Lage  der  beiden  Kegel- 
schnitte Z"'^)  und  J^rp)  nothwendig  x  ausserhalb  beider  liegen  und  X 
beide  in  reellen  Punktpaaren  schneiden  muss;  es  werden  daher  P 
und  Q  zwischen  sich  o  und  ausserhalb  x  haben  und  in  gleicher  Weise 
auch  p  und  q,  folglich  können  die  vier  Punkte  PQ^(\  nur  auf  eine 
der  beiden  Arten  gelegen  sein: 
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und  hieraus  folgt,  class  die  beiden  Asymptotenpunkte  h  und  ß  des 
durch  die  Punktpaare  P  und  \>,  Q  und  q  bestimmten  hyperbolischen 
Punktsystems  nothwendig  ebenfalls  den  Punkt  o  zwischen  sich  und  x 
ausserhalb  haben  müssen;  der  durch  x  gehende  Strahl  xo  hat  also 
beide  Punkte  b  und  ß  auf  derselben  Seite  von  x.  Wenn  nun  xo 
zwischen  a  und  a  hindurchgeht,  so  ist  der  durch  hß  gelegte  Kegel- 
schnitt, welcher  xa  und  xa  in  a  und  a  berührt,  nothwendig  Ellipse 
und  der  andere  Kegelschnitt,  welcher  durch  c  und  y  geht  und  xa 
und  xa  in  a  und  a  berührt,  Hyperbel;  wenn  dagegen  xo  ausserhalb 
aa  diese  Gerade  X.  trifft,  so  geht  xs  zwischen  aa  hindurch,  und  der 
durch  aacy  gelegte  Kegelschnitt  wird  Ellipse,  der  durch  aahß  ge- 
legte Hyperbel;  einer  von  beiden  Füllen  kann  aber  nur  eintreten; 
von  den  beiden  reellen  Basen  ist  daher  immer  eine  Ellipse,  die  andere 
Hyperbel;  der  oben  ausgesprochene  Satz  ist  dadurch  vollständig  er- 
wiesen. 


Aufgaben  und  Sätze. 

1.  Sind  in  der  Ebene  eine  Punktreihe  %  (obc  .  .  .  g  .  .)  und  ein  mit 
derselben  projectivisches  Strahlbüschel  B  {ahc  .  . .  x  .  .)  in  fester 
Lage  gegeben,  und  dreht  sich  um  einen  festen  Punkt  P  eine  ver- 
änderliche Gerade  ^t^,  welche  von  dem  Strahlbüschel  in  der  Punkt- 
reihe 0^61  Cj  ...£i  ..  geschnitten  wird,  so  erzeugen  die  beiden  pro- 
jectivischen  Punktreihen  (abc  .  .  .  £  .  .)  und  (diöiCi  .  . .  £1  .  .)  einen 
Kegelschnitt  ^^^\  Die  sämmtlichen'  Kegelschnitte  ^^^^  bilden  eine 
Schaar,  deren  Eigenschaften  untersucht  werden  sollen. 

2.  Es  sollen  folgende  drei  Gruppen  von  Kegelschnitten: 

a)  alle  Kegelschnitte,  welche  gleichzeitig  durch  einen  gegebenen 
Punkt  P  gehen,  eine  gegebene  Gerade  S  berühren  und  denen 
ein  gegebenes  Strahlsystem  P  (Z,  A)  zugehört; 

ß)  alle  Kegelschnitte,  welche  gleichzeitig  eine  gegebene  Gerade 
S  berühren,  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  gehen  und  denen 
ein  gegebenes  Punktsystem  S(  [p,  7t)  zugehört; 

y)  alle  Kegelschnitte,  denen  gleichzeitig  ein  gegebenes  Strahl- 
system B  (l,  A)  und  ein  gegebenes  Punktsystem  5t  (p,  7t)  zu- 
gehört, 

26* 
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einer  Untersuchung  unterzogen  werden  hinsichtlich  der  verschie- 
denen  Gattungen  der  Kegelschnitte,  welche  bei  ihnen  auftreten, 
hinsichtlich  des  Ortes  ihrer  Mittelpunkte,  Brennpunkte,  Axen, 
Asymptoten  und  hinsichtlich  der  Polaritäts-Beziehungen,  welche 
sie  darbieten.  Die  Punkt-  und  Strahl-Systeme  St  {]),  7t)  und 
B  (l,  X)  können  hyperbolisch  oder  elliptisch  angenommen  werden. 

3.  Sind  zwei  Punkte  P*^,  //"  und  ein  Dreieck  ABC  gegeben,  so 
kann  man  ABC  als  die  Mittelpunkte  dreier  Strahlsysteme  an- 
nehmen, welche  so  hergestellt  werden: 

Wir  bezeichnen  in  doppeltem  Sinne: 

die  Seite  AB  durch  a  und  ß  , 
-      BG      -     yl     - 

CA       -       c     -      a\ 
ferner  die  Strahlen  P»^  =  a;"  ,     77M  =  |% 
P«P  =  if  ,     770p  =  rf" , 

p^o  =  z"" ,   n^'C  =  ^ , 

alsdann  bestimmen  die  Strahlenpaare  aa  und  x^^^  das  Strahlsystem  in  {A) , 
ebenso  -  -  -  hß    -    y'^rf    -  -  -  (5), 

endlich  -  -     ■  -  cy    -     z^'l''    -  -  -  (0), 

und  diese  drei  Strahlsysteme  sind  in  der  Weise  von  einander 
abhängig,  dass,  wenn  irgend  ein  Punkt  P  der  Ebene  mit  ABC 
verbunden  die  drei  Strahlen  PA  =  x,  PB  =  y,  PC=  ß  liefert, 
die  drei  conjugirten  Strahlen  Itj^  in  jenen  drei  Strahlsystemen 
sich  allemal  in  einem  correspondirenden  Punkte  77  treffen.  Hier- 
durch wird  eine  Verwandtschaft  der  beiden  mit  den  Punkten  P 
und  n  erfüllten  Ebenen  hergestellt,  deren  Natur  und  Eigen- 
schaften untersucht  werde.  Auch  sind  irgend  drei  Strahlenpaare 
jener  drei  Strahlsysteme  allemal  sechs  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts. Wie  hängen  alle  solche  Kegelschnitte  in  der  Ebene 
mit  einander  zusammen? 

Die  drei  Strahlsysteme  lassen  sich  zu  je  zweien  auf  drei 
Arten  zusammenfassen;  alle  Kegelschnitte,  welche  zwei  gegebene 
Strahlsysteme  zu  den  ihnen  zugehörigen  haben,  bilden  eine 
Kegelschnittschaar,  und  die  drei  dadurch  erhaltenen  Schaaren 
heissen  conjugirte  Kegelschnittschaaren;  ihr  Zusammenhang  und 
ihre  Eigenschaften  sollen  aufgesucht  werden  (vgl.  §.  51). 

4.  Wenn  zwei  gegebene  projectivische  Strahlbüschel  (B)  und  (PJ 
in  ihrer  Beziehung  unverändert  bleiben  und  das  eine  (P)  auch 
seine  Lage  unverändert  beibehält,  während  das  andere  (PJ  sich 
continuirlich    um   den  festgehaltenen  Mittelpunkt  dreht,    so  ver- 
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ändert  sich  der  von  (B)  und  (B^)  erzeugte  Kegelschnitt  K^^^  und 
beschreibt  eine  Kegelschnittgruppe  (§.  25).  Die  Bedingungen, 
denen  die  Kegelschnitte  dieser  Gruppe  unterworfen  sind,  mid 
die  Eigenschaften  derselben  sollen  aufgesucht  werden. 

5.  Auf  zwei  gegebenen  Trägern  5t  und  ^^  werden  durch  ein  beliebi- 
ges Strahlbüschel  (B)  mit  dem  Mittelpunkte  B  zwei  perspecti- 
visch  biegende,  also  projectivische  Punktreihen  ausgeschnitten.  Ist 
eine  solche  projectivische  Beziehung  durch  den  Punkt  B  her- 
gestellt und  werden  die  beiden  Punktreihen  auf  ihren  festgehal- 
tenen Trägern  51  und  Sl^  um  zwei  der  Grösse  und  Richtung  nach 
gegebene  Strecken  (Schiebstrecken)  verschoben,  so  erzeugen  sie 
nach  der  Verschiebung  im  Allgemeinen  einen  Kegelschnitt.  Es 
wird  gefragt: 

1)  Wo  muss  der  Punkt  B  liegen,  damit  nach  der  gegebenen 
Verschiebung  der  entstehende  Kegelschnitt  ein  Kreis  wird? 

2)  Welches  ist  der  Ort  des  Punktes  B,  damit  nach  der  gegebenen 
Verschiebung  der  entstehende  Kegelschnitt  eine  gleichseitige 
Hyperbel  wird? 

6.  Welches  ist  der  Ort  sämmtlicher  Asymptoten  der  Kegelschnitte 
einer  Schaar  von  vier  (reellen  oder  imaginären)  gemeinschaft- 
lichen Tangenten? 

7.  Unter  den  einem  gegebenen  Vierseit  einbeschriebenen  Kegel- 
schnitten (Kegelsclmittschaar)  haben  je  drei  gleichen  Inhalt  d.  h, 
gleiches  Axenproduct;  es  giebt  unter  denselben  zwei,  eine  Ellipse 
und  eine  Hyperbel,  welchen  ein  Maximum  des  Axenproductes 
zukommt.  Wie  sind  die  Mittelpunkte  dieser  beiden  Kegelschnitte 
zu  finden? 

8.  Unter  den  einem  gegebenen  Viereck  umschriebenen  Kegelschnitten 
(Kegelschnittbiischel)  haben  im  Allgemeinen  je  sechs  gleichen  In- 
halt d.  h.  gleiches  Axenproduct.  Es  giebt  unter  denselben  drei 
solche,  deren  Axenproducte  relative  Maxima  oder  Minima  sind, 
und  zwar  sind  dieselben  je  nach  der  Beschaffenheit  des  gegebenen 
Vierecks  entweder  alle  drei  Hyperbeln,  deren  Axenproducte 
Maxima  sind,  oder  eine  Ellipse,  deren  Inhalt  ein  Minimum,  und 
zwei  Hyperbeln,  deren  Axenproducte  Maxima  sind.  Die  Mittel- 
punkte dieser  drei  ausgezeichneten  Kegelschnitte  zu  finden. 

0.  Die  Axen  aller  einem  gegebenen  Dreieck  einbeschriebenen  Para- 
beln umhüllen  eine  specielle  Curve  dritter  Klasse  und  vierten 
Grades,  welche  die  unendlich- entfernte  Gerade  ©^  zur  ideellen 
Doppeltangente  und  drei  Rückkehrpunkte  hat;  nämlich  die  Curve 
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ist  eine  bestimmte  dreibogige  oder  dreispitzige  Hypocycloide; 
ihre  drei  Rückkehrtangenten  treffen  sich  im  Mittelpunkt  des  dem 
Dreieck  umschriebenen  Kreises  unter  gleichen  Winkeln  (==  120**) 
und  sind  gleich  lang  und  zwar  dem  dreifachen  Radius  des  Kreises 
gleich;  die  drei  Rückkehrpunkte  liegen  daher  auf  einem  mit  dem 
letztern  concentrischen  Kreise;  derselbe  ist  die  Basis  der  Hypo- 
cycloide, und  der  sie  erzeugende  rollende  Kreis  ist,  dem  erst- 
genannten Kreise  gleich. 

10.  Wie  müssen  zwei  Kegelschnitte  zu  einander  gelegen  sein,  damit 
jedem  derselben  solche  Dreiecke  umschrieben  Averden  können, 
welche  zugleich  dem  andern  einbeschrieben  sind? 

11.  Einen  Kegelschnitt  zu  finden,  welcher  zwei  gegebene  Kegelschnitte 
doppelt  berührt  und  ausserdem  entweder  a)  eine  gegebene  Gerade 
berührt  oder  b)  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht. 

12.  Einen  Kegelschnitt  zu  finden,  welcher  einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt doppelt  berührt  und  ausserdem  entweder  a)  drei  gegebene 
Gerade  berührt,  oder  b)  zwei  gegebene  Gerade  berührt  und  durch 
einen  gegebenen  Punkt  geht,  oder  c)  eine  gegebene  Gerade  be- 
rührt und  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht,  oder  d)  durch  drei 
gegebene  Punkte  geht. 

13.  Eine  Gerade,  welche  in  zwei  gegebenen  festen  Kreisen  solche 
Sehnen  ausschneidet,  deren  Verhältniss  irgend  einen  gegebenen 
Constanten  Werth  li  hat,  umhüllt  einen  bestimmten  Kegelschnitt; 
lässt  man  den  Werth  Ti  nach  einander  alle  Grössen  durchlaufen, 
so  erhält  man  eine  Kegelschnittschaar  von  vier  (reellen  oder  ima- 
ginären) gemeinschaftlichen  Tangenten,  und  zwar  gehören  die 
gegebenen  Kreise  selbst  zu  dieser  Schaar,  indem  sie  den  Werthen 
/i)  =  0  und  /c  ==  oo  entsprechen;  dem  Werthe  h  =  \  entspricht  die 
einzige  Parabel  der  Schaar. 

14.  Wenn  man  in  einen  beliebigen  Peripheriepunkt  P  eines  Kegel- 
schnitts den  Mittelpunkt  eines  Strahlsystems  hineinverlegt,  so 
durchbohren  die  Strahlenpaare  desselben  den  Kegelschnitt  in 
Punktpaaren,  deren  Sehnen  durch  einen  festen  Punkt  0  (Sehnen- 
pol) laufen  (S.  152).  Nimmt  man  insbesondere  für  das  Strahl- 
system ein  circulares  (d.  h.  die  Schenkel  aller  rechten  Winkel 
mit  dem  gemeinsamen  Scheitel  P),  so  gehört  zu  dem  Punkte  P 
ein  bestimmter  Punkt  0.  Welches  ist  der  Ort  von'O,  während 
P  die  ganze  Peripherie  des  Kegelschnitts  durchläuft?  Der  Punkt 
0  liegt  offenbar  auf  der  Normale  des  Punktes  P  für  den  gegebe- 
neu  Kegelschnitt.      Giebt    es    solche    besondere   Punkte    P,    für 
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welche   0  der  Krümmungsmittelpunkt  wird,  und   wie  findet  man 
diese? 

15.  Für  sämmtlielie  Parabeln,  welc"he  ein  gegebenes  Dreieck  zu  einem 
Tripel  conjugirter  Punkte  haben,  gehen  die  Leitlinien  durch  den 
Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises;  der  Ort  der  Brennpunkte 
ist  derjenige  Kreis,  welcher  durch  die  Mitten  der  Seiten  und  die 
Pusspunkte  der  Höhen  des  gegebenen  Dreiecks  geht.  {Feuerhaclil- 
scher  Kreis.) 

16.  Wie  viel  Kegelschnitte  einer  Schaar  (und  eines  Büschels)  haben 
eine  gegebene  Gerade  zur  Normale,  und  wie  findet  man  sie? 

17.  Sind  zwei  projectivische  Punktreihen  5t(abc  ..£..)  und  31^  (Oi^iCi . .  Ei .  •) 
gegeben,  und  bewegen  sich  zwei  veränderliche  Punkte  x  und  x^ 
so,  dass  sie  auf  zwei  andern  geraden  Trägern  2  und  S^  zwei 
projectivische  Punktreihen  beschreiben,  dann  erzeugen  die  beiden 
Strahlbüschel: 

rr  (abc . . .  j  . .)  und  a?i  (a^Biq  . . .  g^  . .) 
allemal  einen  Kegelschnitt  K^^^,  welcher  sich  verändert  mit  der 
Veränderung  der  Mittelpunkte  xx^  der  erzeugenden  Strahlbüschel 
Welchen  Bedingungen  ist  die  dadurch  erhaltene  Gruppe  von 
Kegelschnitten  unterworfen,  und  welcher  Art  sind  die  in  ihr  ent- 
haltenen Kegelschnitte?  Wie  vereinfacht  sich  die  Kegelschnitt- 
gruppe, wenn  die  von  x  und  x^  beschriebenen  Punktreihen  per- 
spectivisch  liegen? 

18.  Wenn  man  ein  Kegelschnittbüschel  hat  und  verlegt  in  einen  der 
vier  Grundpunkte  desselben  den  Mittelpunkt  eines  beliebigen 
Strahlsystems,  so  bestimmt  dieses  für  jeden  Kegelschnitt  des 
Büschels  einen  gewissen  Punkt  0  (Sehnenpol),  durch  welchen 
die  sämmtlichen  Durchbohrungssehnen  für  jedes  Strahlenpaar  des 
Strahlsystems  gehen.  Welches  ist  der  Ort  des  Punktes  0  für 
alle  Kegelschnitte  des  Büschels? 

19.  Legt  man  durch  den  Mittelpunkt  eines  beliebigen  Strahlsystems 
{x,  I)  zwei  Kegelschnitte  K^'^\  und  Kf^,  so  durchbohrt  jedes 
Strahlenpaar  xi,  den  ersten  Kegelschnitt  in  einem  Punktpaar, 
dessen  Sehne  durch  einen  festen  Punkt  P  läuft  und  ein  Strahl- 
büschel (P)  beschreibt;  in  gleicher  Weise  erhält  man  für  den 
zweiten  Kegelschnitt  ein  Strahlbüschel  (Pi).  Die  beiden  Strahl- 
büschel (P)  und  {F■^)  sind  projectivisch  und  erzeugen  einen  neuen 
Kegelschnitt  U^^^,  welcher  durch  die  drei  übrigen  gemeinschaft- 
lichen Punkte  der  Kegelschnitte  K^^'>  und  Kf^,  aber  nicht  durcli 
den  Mittelpunkt  des  Strahlsystems  hindurchgeht.    Bezeichnet  man 
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die  Schnittpunkte  irgend  eines  Strahlenpaares  des  gegebenen 
Strahlsystems  mit  dem  Kegelschnitte  K^'^'i  durch  aß  und  mit  dem 
Kegelschnitte  Kf^  durch  a^ß\^  so  laufen  aß  durch  P  und  «, /^^ 
durch  I\-^  die  vier  Schnittpunkte  lassen  sich  aber  noch  durch 
zwei  andere  Linienpaare  verbinden:  aa^,  ßß^,  ccß^,  «^/J.  Welchen 
Ort  umhüllen  diese  Geraden  bei  der  Veränderung  des  Strahleu- 
paares  in  dem  gegebenen  Strahlsystem? 

20.  Es  sind  fünf  Gerade  als  Träger  von  fünf  bestimmten  Punkt- 
systemen gegeben;  es  soll  ein  Kegelschnitt  gefunden  werden, 
welcher  jede  Gerade  in  einem  Paare  conjugirter  Punkte  des  auf 
ihr  gegebenen  Punktsystems  trifft. 

21.  Es  giebt  vier  Kegelschnitte,  welche  einem  gegebenen  Dreieck 
umschrieben  sind  und  zugleich "  zwei  gegebene  ©erade  SS^  be- 
rühren. Die  sechs  übrigen  Schnittpunkte  dieser  vier  Kegelschnitte 
liegen  paarweise  auf  drei  Geraden,  welche  durch  den  Schnittpunkt 
(£^i)  hindurchgehen. 

22.  Es  giebt  unendlich- viele  Kegelschnitte,  welche  einem  gegebenen 
Dreieck  umschrieben  sind  und  eine  gegebene  Gerade  2  berühren. 
Wenn  man  vier  Kegelschnitte  dieser  Gruppe  festhält  und  einen 
fünften  verändert,  so  bestimmen  die  ersteren  vier  Durchschnitts- 
punkte auf  dem  letzteren,  deren  Doppelverhältuiss  von  constantem 
Werthe  ist,  nämlich  gleich  dem  der  vier  Berührungspunkte  der 
vier   festen   Kegelschnitte   mit    der  Geraden  2. 

23.  Sind  ^(^^  und  ^p>  zwei  Kegelschnitte,  welche  einem  Dreieck  ÄliC 
umschrieben  sind  und  eine  Gerade  S  berühren,  und  ist  K*-^^  der- 
jenige Kegelschnitt,  welcher  durch  ABC  und  die  beiden  Berüh- 
rungspunkte gelegt  werden  kann,  so  werden  die  Tangenten  von 
^^^^  in  den  Punkten  ABC  die  Gerade  2  in  denjenigen  drei 
Punkten  treffen,  in  welchen  dieselbe  von  den  übrigen  drei  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  Kegelschnitte  Ä^^)  und  ^p)  getroffen 
wird. 

24.  Die  beiden  Kegelschnitte,  welche  vier  Gerade  berühren  und  durch 
einen  gegebenen  Punkt  P  gehen,  sind,  wenn  sie  reell  sind,  beide 
Ellipsen  oder  beide  Hyperbeln,  sobald  der  Punkt  P  ausserhalb 
derjenigen  Parabel  liegt,  welche  die  vier  gegebenen  Geraden  be- 
rührt; dagegen  ist  einer  der  Kegelschnitte  Ellipse  und  der  andere 
Hyperbel,  sobald  der  Punlit  P  innerhalb  jener  Parabel  liegt. 

25.  Sind  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  zwei  beliebige  Gerade 
22^    gegeben,    so    bestimmen    auf  jeder  Dreiecksseite  die  beiden 
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Ecken  und  die  beiden  Sclinittpiiiilite  mit  2  und  2^  als  zwei  Paare 
conjugirter  Punkte  aufgefasst,  ein  gewisses  Punktsystem.  Diese 
drei  Punktsysteme  auf  den  Dreiecksseiten  sind  entweder  1)  alle 
drei  hyperbolisch,  oder  2)  es  ist  eines  hyperbolisch  und  die  beiden 
andern  sind  elliptisch.  Wie  lässt  sich  aus  der  Lage  der  gege- 
benen Stücke  der  Figur  das  Eintreten  des  einen  oder  des  andern 
Falles  entscheiden?  Im  ersten  Falle  liegen  die  sechs  Asymptoten- 
punkte der  drei  hyperbolischen  Punktsysteme  zu  je  dreien  auf 
vier  Geraden  und  bilden  die  drei  Paar  Gegenecken  eines 
vollständigen  Vierseits,  dessen  Diagonaldreieck  das  gegebene 
Dreieck  ABC  ist.  Seien  s  und  t  die  Asymptotenpunkte  eines 
dieser  drei  Punktsysteme  (und  eines  muss  immer  hyperbolisch 
sein);  drehen  wir  um  s  einen  beliebigen  Strahl,  welcher  in  a  und 
h  die  beiden  andern  Dreiecksseiten  trifft,  und  sind  a  und  ß  die 
conjugirten  Punkte  in  den  auf  diesen  Seiten  befindlichen  Punkt- 
systemen, so  muss  auch  aß  durch  s  gehen.  Welchen  Ort  um- 
hüllen aber  aß  und  ha? 

26.  Welchen  Ort  wird  eine  veränderliche  Gerade  2  umhüllen,  welche 
zwei  gegebene  Kegelschnitte  K^'^^  und  iCp^  J^eziehlich  in  zwei 
solchen  Punktpaaren  s  und  ^,  s^  und  t^  trifft,  dass  das  Doppel- 
verhältniss : 

einen  gegebenen  constanten  Werth  Je  hat?  Wie  vereinfacht  sich 
der  gefundene  Ort,  wenn  Je  =  —  1  ist? 

27.  Wenn  man  drei  Polardreiecke  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
hat,  so  liegen  die  sechs  Ecken  je  zweier  derselben  auf  einem 
neuen  Kegelschnitt;  in  welchem  Zusammenhange  stehen  die  auf 
diese  Weise  erhaltenen   drei  neuen  Kegelschnitte  mit  einander? 

28.  Gegeben  sei  ein  Dreieck  ABC  und  zwei  beliebige  Punkte  FQ-^ 
die  Verbindungslinie  PQ  treffe  die  Dreiecksseiten  BC,  CA,  AB 
in  Punkten,  deren  zugeordnete  vierte  harmonische  Punkte  A^B^C^ 
seien;  alsdann  lassen  sich  durch  die  beiden  Punkte  P  und  Q  drei 
Kegelschnitte  legen,  von  denen  der  erste  durch  ABC,  der  zweite 
durch  A^Bj^Cj^  gehe  und  der  dritte  das  gegebene  Dreieck  ABC 
zum  Polardreieck  habe.  Diese  drei  Kegelschnitte  gehören  einem 
und  demselben  Büschel  an,  d.  h.  gehen  ausser  durch  P  und  Q 
durch  dieselben  beiden  (reellen  oder  imaginären)  Punkte,  deren 
(stets  reelle)  Verbindungslinie  construirt  werde.  ♦ 

29.  Wenn  zwei  Kegelschnitte  Ä^^^  und  H'P^  so  liegen,  dass  es  einmal 
ein  Dreieck    giebt,    welches    gleichzeitig  dem  ^^^^  ein-    und  dem 
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^p)  umbeschriebeu  ist,  so  giebt  es  bekanntlich  unzählig  viele 
solcher  Dreiecke  xyz.  Nimmt  man  irgend  drei  Punkte  ABC  des 
Kegelschnitts  ^^'^\  so  berühren  die  sechs  Seiten  der  beiden  Drei- 
ecke ABC  und  xys  einen  Kegelschnitt  K^'^'^,  welcher  bei  der 
Veränderung  des  Dreiecks  xyz  eine  Kegelschnittschaar  durch- 
läuft d.  h.  beständig  ausser  den  Dreiecksseiten  BC,  CA,  AB 
noch  eine  feste  Gerade  berührt,  die  zugleich  eine  Tangente  von 
tf>  ist. 

30.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  P  yi  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
^(2)  gehen  im  Allgemeinen  vier  solche  Sehnen  desselben,  die 
eine  gegebene  Länge  l  haben.  Die  Mitten  dieser  vier  Sehnen 
liegen  allemal  auf  einem  Kreise.  Wie  verändert  sich  der 
Kreis,  wenn  bei  festgehaltenem  Punkte  P  die  Länge  /  variirt?. 
Man  kann  an  Stelle  der  Entfernung  der  beiden  Schnittpunkte 
eines  Strahles  mit  einem  Kegelschnitt  die  Potenz  desjenigen 
Punktsystems  einführen,  welches  dem  Strahl  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  zugehört,  und  sich  allgemeiner  die  folgende 
Frage  stellen: 

31.  Wenn  sich  eiji  Strahl  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ^^^^  um 
einen  festen  Punkt  P  dreht,  wie  verändert  sich  die  Potenz  des- 
jenigen Punktsystems,  welches  dem  Strahle  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  zugehört?  Wie  oft  und  wann  erreicht  diese  Potenz 
ein  relatives  Maximum  oder  Minimum? 

32.  Wenn  man  von  den  Punkten  a  eines  Kegelschnitts  A^^^  in  Bezug 
auf  einen  Basis-Kegelschnitt  Ä^^^  die  Polaren  construirt,  so  um- 
hüllt die  Polare  33  des  Punktes  a  in  Bezug  auf  ^^^^  einen  Kegel- 
schnitt J5^^^,  welcher  in  dem  Punkte  h  von  der  Geraden  33  be- 
rührt wird;  die  Polare  5t  des  Punktes  h  in  Bezug  auf  ^^^^  ist 
die  Tangente  2t  im  Punkte  a  am  Kegelschnitt  A^^\  Bezeichnen 
wir  die  Verbindungslinie  (ab)  =  X  und  den  Schnittpunkt  (5t,  33)  =  x, 
welche  Ortscurven  werden  bei  der  Veränderung  von  a  auf  A^^^^ 
die  Gerade  X  und  der  Punkt  x  beschreiben?  Und  in  welchem 
Zusammenhange  stehen  dieselben  mit  einander  und  mit  den 
Kegelschnitten  A<'^^  und  B^^^? 

33.  Welches  ist  der  Ort  der  Berührungspunkte  sämmtlicher  Tangenten- 
paare aus  einem  festen  Punkte  P  an  die  Kegelschnitte  einer  ge- 
gebenen Schaar  und  eines  gegebenen  Büschels?    Li  welchem  Zu- 
sammenhange   stehen    drei    solche    Ortscurven,    welche    bei    drei. 
conjugirtentCegelschnittbüscheln  (§.  51)  auftreten? 


Vierter  Absclmitt. 

Netze: 
Das  Involutions-Netz  (Polarsystem)  und  das  Kegelschnitt-Netz. 


§.  56.    Erklärung  und  Construction  des  Polarsystems. 

Die  in  den  §§.  29  und  30  auseinandergesetzten  Polar-Eigenschaften 
des  Kegelschnitts  haben  eine  eigenthttmliche  Beziehung  von  sämmt- 
lichen  Punkten  der  Ebene  zu  sämmtlichen  Geraden  in  ihr  und  eine 
paarweise  Verkettung  der  Punkte  einer  Geraden  zu  einem  Punktsystem, 
sowie  der  Strahlen  durch  einen  Punkt  zu  einem  Strahlsystem  ans 
Licht  gebracht,  nämlich:  Jeder  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
wird  durch  denselben  in  ein  bestimmtes  Strahlsystem,  jede  Gerade  in 
ein  bestimmtes  Punktsystem  verwandelt,  dessen  Construction  aus  der 
projectivischen  Erzeugung  des  Kegelschnitts  hervorgeht.  Dreht  man 
eine  Gerade  um  einen  festen  Punkt,  so  verändert  sich  das  Punktsystem 
auf  ihr;  die  zu  dem  festen  Punkt  conjugirten  Punkte  für  jedes  dieser 
Punktsysteme  liegen  auf  einer  Geraden  (Polare  des  festen  Punktes); 
nehmen  wir  auf  dieser  Geraden  verschiedene  Punkte  und  fassen 
die  ihnen  zugehörigen  Strahlsysteme  auf,  so  laufen  die  zu  der  Ge- 
raden in  jedem  Strahlsystem  conjugirten  Strahlen  durch  einen  festen 
Punkt  (Pol  der  Geraden),  der  mit  dem  zuerst  angenommenen  Punkte  zu- 
sammenfällt. Diese  Zusammengehörigkeit  der  Punkte  und  Geraden  einer 
Ebene  lässt  sich  nun  auch  unabhängig  vom  Kegelschnitt  herstellen 
und  führt  zu  dem  Begriff  des  Involutions-Netzes  oder  Polarsystems. 

Sämmtliche  Punkte  und  Gerade  in  einer  Ebene  sollen  derartig 
mit  einander  in  ein  JVefe*)  verflochten  werden,  dass  auf  jeder  Geraden 
die  Punkte  sich  paarweise  zu  einem  bestimmten  Punktsystem  und  zu- 
gleich die  durch  jeden  Punkt  gehenden  Strahlen  sich  paarweise  zu 
einem  bestimmten  Strahlsystem  ordnen;  je  zwei  conjugirte  Punkte 
und  Strahlen  eines  solchen  Punkt-  und  Strahlsystems  sollen  conju- 
girte Funkte  und  conjugirte  Strahlen  des  Netzes  heissen.  Ferner  sollen 
für    alle    durch  einen  Punkt  B    gehende   Strahlen    diejenigen  Punkte, 

*)  Wir  wollen  zur  Abkürzung  das  Wort  ^,Netz"  statt  des  längeren  „Polar- 
system" beibehalten,  verstehen  aber  darunter  eben  nur  ein  solches  Involutionsnetz 
von  Punkten  und  Strahlen  in  der  Ebene,  wie  es  beschrieben  wird. 
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welche  dem  B  conjugirt  sind,  rücksichtlich  der  auf  diesen  Strahlen 
befindlichen  Punktsysteme  auf  einer  und  derselbe»  Geraden  51  liegen 
und  zugleich  alle  diejenigen  Strahlen,  welche  dem  Strahl  51  conjugirt 
sind,  in  denjenigen  Strahlsystemen,  deren  Mittelpunkte  auf  5t  liegen, 
durch  einen  und  denselben  Punkt  und  zwar  durch  den  vorgenannten 
Punkt  B  gehen.  Der  Punkt  B  und  die  Gerade  51  sollen  Fol  und 
Folarc  des  Netzes  heissen.  Dass  eine  solche  Verflechtung  der  Punkte 
und  Geraden  einer  Ebene  möglich  ist,  wird  die  sogleich  anzugebende 
Construction  lehren;  zuvörderst  bemerken  Avir,  dass  aus  der  gegebenen 
Erklärung  unmittelbar  folgt:  Jedes  einem  FunJde  B  zugehörige  Strahl- 
systcm  liegt  mit  dem  seiner  Polare  5t  mgehörigen  Bimldsystem  pcr- 
spectivisch;  denn  seien  a  und  a  irgend  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
des  Punktsystems  auf  dem  Träger  5(,  und  B  der  Pol  desselben  (Fig.  87), 

so  sind  B  und  a  auf  dem  Strahl  Ba,  ein 
Paar  conjugirter  Punkte,  weil  gleichzeitig 
51  die  Polare  von  B  ist  nach  dem  Obigen; 
zweitens  sind  auch  a  und  a  conjugirte 
Punkte,  folglich  ist  Ba  die  Polare  von  a 
und  ebenso  Ba  die  Polare  von  a;  wenn 
^  aber  a  der  Pol  Yon  Ba  ist,  so  müssen 
B a  und  Ba  conjugirte  Strahlen  sein;  denn 
alle  zu  Ba  conjugirten  Strahlen  müssen  durch  a  gehen;  also  liefert 
das  beliebig  angenommene  Paar  conjugirter  Punkte  aa  auf  dem  Träger 
51,  mit  B  verbunden,  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  Ba  und  Ba  des 
Strahlsystems,  welches  dem  Punkte  B  zugehört,  und  es  liegen  daher 
Punktsystem  und  Strahlsystem  perspectivisch. 

Die  drei  Punkte  aaB  sind  in  der  Weise  mit  einander,  verknüpft,  dass 
je  zwei  von  ihnen  conjugirte  Punkte  des  Netzes  sind,  oder  jeder  der  Pol  des 
Verbindungsstrahles  der  beiden  andern  ist;  sowie  auch  das  von  den  Verbin- 
dungslinien solcher  drei  Punkte  gebildete  Dreiseit  die  Eigenschaft  besitzt, 
dass  je  zwei  Seiten  conjugirte  Strahlen  des  Netzes  sind,  oder  jede  Seite  die 
Polare  des  Schnittpunktes  der  beiden  übrigen  ist;  solche  drei  Punkte  sollen 
ein  Tripel  eonjugirter  Punkte  und  ihre  drei  Verbindungslinien  ein  Tripel  con- 
jugirter Strahlen  des  Netzes,  oder  auch  Polardreieclc  und  Folardrciseit  heissen. 
Wir  können  die  vorige  Eigenschaft  auch  umkehren:  Sind  h  und  ß  irgend 
zwei  conjugirte  Strahlen,  die  sich  in  B  treffen,  und  sind  auf  diesen  als  Trä- 
gern von  Punktsystemen  die  dem  Punkte  B  conjugirten  Punkte  resp.  a  und 
a,  so  ist  a  der  Pol  von  ß  und  a  der  Pol  von  h,  also  aaB  ein  Tripel  conjugirter 
Punkte  und  hß%  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen,  Ferner  folgt  aus  dem  Obi- 
gen: Die  Polaren  h  von  sämmtlicJien  Punkten  a  einer  Geraden  51  laufeti  durch 
einen  und  denselben  Funkt  B,  den  Pol  der  Geraden  %  und  beschreiben  ein 
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Fig.  88. 


Strahlbüschel,  welches  mit  der  von  et  durchlaufenen  PunMreihe  iwojectivisch 
ist  (weil  der  Punkt  a  und  der  Schnittpunkt  a  seiner  Polare  1)  mit 
dem  Träger  51  das  diesem  zugehörige  Punktsystem  bilden),  und  um- 
gekehrt: Die  Fole  a  sämmtlicher  durch  einen  PunM  B  gehenden  Strahlen 
ß  liegen  auf  einer  Geraden  %,  der  Polare  des  Punldes  B,  imd  beschreiben 
eine  mit  dem  von  ß  beschriebenen  Strahlbüschcl  projectivische  PunJäreihe. 
Das  Polarsystem  oder  Netz  kann  auf  folgende  Art  construirt  werden: 
Wenn  ztvei  conjugirte  Strahlen  des  Netzes  und  auf  jedem  das  ihm  zu- 
gehörige Punktsystem,  oder  wenn  zwei  conjugirte  PunJcte  des  Netzes  und 
in  jedem  das  ihm  zugehörige  Strahlsystem  gegeben  sind,  so  ist  das  Netz 
vollständig  bestimmt.  Seien  ^  und  ST^  zwei  beliebige  Gerade,  welche 
conjugirte  Strahlen  des  Netzes  sein  sollen,  und  sei  auf  jeder  derselben 
ein  Punktsystem  durch  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  gegeben,  so 
wird  dem  Schnittpunkt  B2  der  Geraden  2(51^  in  der  ersten  Geraden 
5t  ein  bestimmter  Punkt  B^,  und  in  der  zweiten  St^  ein  bestimmter 
Punkt  B  für  jedes  der  beiden  Punktsysteme  conjugirt  sein  (Fig.  88); 
die  Verbindungslinie  BB^  =  Slg  wird  die  Polare  von  i?^,  und  die 
Punkte  B  und  B^  werden 
die  Pole  von  51  und  %^  sein. 
Um  zu  einer  beliebigen  Ge- 
raden 2I3  den  Pol  jBg  zu  fin- 
den, suchen  wir  zu  den  Schnitt- 
punkten a  und  «j ,  in  welchen 
5(3  die  Geraden  31  und  %i 
trifft,  die  conjugirten  Punkte 
a  und  «1  auf;  dann  sind  Ba 
und  B^a^  die  Polaren  von 
a  und  a^,  folglich  der  Schnitt- 
punkt {Ba,  B^a^)  =  B^  der 
gesuchte  Pol  von  Hs;  es  ist 
klar,  dass  derselbe  hierdurch 
unzweideutig  bestimmt  wird,  und  rückwärts  findet  man  durch  dieselbe 
Construction  zu  jedem  beliebigen  Punkte  B^  die  Polare  5I3.  Diese 
Construction  zeigt  ferner,  dass,  wenn  vsär  einen  veränderlichen  Punkt 
B^  auf  5I3  bewegen,  seine  Polare  5I4  beständig  durch  B^  läuft ;  denn  BB^^ 
und  BiB^^  treffen  51  und  51^  in  den  Punkten  b  und  ft^,  und  da  jene 
zwei  perspectivische  Strahlbüschel  beschreiben,  so  sind  auch  die  von 
b  und  &i  durchlaufenen  Punktreihen  projectivisch;  die  zu  b  und  b^  con- 
jugirten Punkte  ß  und  /3^,  deren  Verbindungslinie  die  gesuchte  Polare 
5^4  ist,  beschreiben  also  auch  zwei  projectivische  Punktreihen,  weil 
im  Punktsystem  b  und  ß,   \   und  ß^    projectivische  Punktreilien  be- 
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schreiben;  die  von  ß  und  ß^  beschriebenen  Punktreihen  liegen  aber 
perspectivisch,  weil,  wenn  B^^  in  den  Schnittpunkt  (§(2?  ^3)  fällt,  h 
nach  J5i  und  &^  nach  B  gelangt  und  die  zu  ihnen  conjugirten  ß  und 
/3j,  in  B.2.  zusammenfallen;  die  Polare  51^  läuft  also  durch  einen  festen 
Punkt,  und  dass  dieser  B^  ist,  erhellt  unmittelbar;  denn  gelangt  B^ 
nach  a,  so  ist  seine  Polare  Ba,  und  gelangt  B^^  nach  a^,  so  ist  seine 
Polare  B^ai,  also  der  Schnittpunkt  beider,  d,  h.  B.^,  ist  der  feste 
Punkt,  durch  welchen  die  veränderliche  Polare  '$i^  läuft.  Es  ist  zu- 
gleich ersichtlich,  dass  die  von  B^  durchlaufene  Punktreihe  mit  dem 
von  51^  beschriebenen  Strahlbüschel  projectivisch  ist,  denn  jene  liegt 
perspectivisch  mit  der  Punktreihe  h,  und  diese  ist  perspectivisch  mit 
der  Punktreihe  /3;  h  und  ß  sind  aber  conjugirte  Punkte  eines  Punkt- 
systems, also  in  sich  projectivisch  (S.  52);  folglich  ist  auch  die  von 
B^  beschriebene  Punktreihe  mit  dem  von  S^^  beschriebenen  Strahl- 
büschel projectivisch,  oder  wenn  wir  mit  B^  den  Schnittpunkt  der 
Polare  Sl^  mit  der  von  B^  durchlaufenen  Geraden  %^  bezeichnen,  so 
durchlaufen  B^^  und  B[  auf  einander  liegende  projectivische  Punkt- 
reihen; es  erhellt  ferner,  dass  diese  ein  Punktsystem  erzeugen, 
denn  die  Polare  von  B^  muss,  wie  wir  eben  bewiesen  haben,  durch 
den  Pol  von  ^I^  gehen,  dieser  ist  aber  B^  nach  der  oben  angegebenen 
Construction;  folglich  fallen  bei  den  beiden  auf  einander  liegenden 
projectivischen  Punktreihen  entsprechende  gleiche  Strecken  verkehrt 
auf  einander;  wir  haben  also  ein  Punktsystem  auf  ^Tg  (S.  49),  dessen 
conjugirte  Punkte  B^^  und  B[  sind;  auf  gleiche  Weise  erhalten  wir 
ein  Strahlsystem  in  B^,  welches  mit  diesem  Punktsystem  perspectivisch 
liegt.  Jede  Gerade  SI3  wird  also  durch  die  angegebene  Construction 
in  ein  Punktsystem,  jeder  Punkt  B^  in  ein  Strahlsystem  verwandelt, 
und  beide  Systeme  liegen  perspectivisch,  wenn  B^  und  SI3  Pol  und 
Polare  sind ;  hierdurch  werden  alle  für  das  Netz  geforderten  Bedingungen 
erfüllt  und  die  obige  Construction  leistet  in  der  That  dasjenige,  was 
wir  vom  Polarsystem  forderten.  Wir  können  auch  kürzer  sagen:  Im 
Polarsystem  haben  allemal  eine  gerade  Punldreihe  (^tg)  und  das  von  den 
Polaren  ihrer  Punkte  gebildete  StraMbüschel  (jBg)  involutorische  Lage; 
ebenso  haben  ein  beliebiges  Strahlbüschel  (B^)  und  die  von  den  Polen  seiner 
Strahlen  gebildete  gerade  Punldreihe  (%^  involutorische  Lage  (Seite  65). 
Nur  für  eine  einzige  Lage  der  Geraden  SIg  wird  die  vorige  Construction 
illusorisch.  Wenn  nämlich  Slg  mit  Stg  zusammenfällt,  also  a  nach 
B^  und  a^  nach  B  kommt,  mithin  a  und  «^  in  B^  zusammenliegen, 
so  ergiebt  sich  zwar  B.^  als  der  Pol  von  SI27  ^^^^  ^^^  Punktsystem 
auf  5I2  ^^d  ^^s  Strahlsystem  in  B^  werden  nicht  unmittelbar  durch 
die  obige  Construction  erhalten.     Bedenken  wir  indessen,  dass,  wemi 
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für  irgend  eine  andere  Gerade  Stg  der  Pol  I?^  construirt  ist,  auch  für 
den  Schnittpunkt  (5t^,  %)  die  Polare  die  Verbindungslinie  B^B^  sein 
muss,  so  sehen  wir,  wie  zu  jedem  Punkte  der  Geraden  %^  der  conju- 
girte  in  dem  ihr  zugehörigen  Punktsystem  construirt  werden  kann, 
also  auch  wie  das  ganze  Punktsystem  auf  St^  und  das  mit  ihm  per- 
spectivische  Strahlsystem  in  B^  erhalten  wird;  hieraus"  lässt  sich  fol- 
gende Construction  ableiten: 

Um  zu  einem  'beliebigen  Punkte  a.^  der  Geraden  STg  ^^**  conjugirten 
«2  ZU  erhalten,  ziehe  man  durch  a^  irgend  einen  Strahl,  welcher  in  a 
und  «1  die  Träger  St  tmd  St^  trifft;  sind  a  und  a^  die  conjugirten  Punkte 
zu  a  und  a^  auf  diesen,  so  suche  man  den  SchnittpunJct  von  aa^  mit  Sl^ 
und  nehme  den  ihm  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt  «2,  indem 
B  und  B^  das  andere  Paar  zugeordneter  Punkte  bilden;  dann  ist  a^  der  ge- 
suchte conjugirte  Punkt  zu  a^.  Diese  Construction  lehrt  zugleich  zu 
irgend  einem  durch  B2  gehenden  Strahl  %^  den  Pol  B^  zu  construiren, 
welcher  auf  SI2  liegen  muss;  sobald  nämlich  das  dem  Punkte  B.,  zu- 
gehörige Strahlsystem  ermittelt  ist,  wird  der  gesuchte  Pol  B.^  der 
Schnittpunkt  des  zu  SI3  conjugirten  Strahls  in  diesem  Strahlsystem 
mit  der  Geraden  SI2  ^ein. 

Wir  erhalten  nach  dem  Vorigen  das  einem  beliebigen  Strahle  SI3 
des  Netzes  zugehörige  Punktsystem  sehr  einfach  dadurch,  dass  wir 
die  den  Schnittpunkten  (%,  ^3)  =  a  und  (SI^,  %^)  =  a^  conjugirten  Punkte 
a  und  «j  aufsuchen  und  aB,  a^B^  ziehen,  welche  Strahlen  Stg  be- 
ziehungsweise in  a  und  a^  treffen  mögen;  dann  sind  a  und  a,  a^  und 
a^  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  des  gesuchten  Punktsystems  auf  %^, 
und  Ba,  B^a^  schneiden  sich  in  dem  Pole  B^'^  da  nun  a  und  a,  a^ 
und  Qi  die  Schnittpunkte  von  zwei  Paar  Gegenseiten  des  vollständigen 
Vierecks  BB^B^B^  sind,  so  muss  jeder  durch  diese  vier  Punkte  ge- 
legte Kegelschnitt  die  Transversale  Stg  in  einem  Paar  conjugirter 
Punkte  ihres  durch  die  genannten  beiden  Paare  bestimmten  Punkt- 
Systems  treffen,  oder  umgekehrt  irgend  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
auf  dem  Strahl  %^  liegt  mit  den  vier  Punkten  BB^B^B.^  auf  einem 
Kegelschnitt.  Es  sind  aber  B^  und  irgend  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
B^  und  B[  (auf  SI3)  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  des  Netzes,  und  die 
drei  Punkte  BB^B^  sind  auch  ein  Tripel  des  Netzes,  welches  zwar 
zur  Construction  desselben  verwendet  ist,  aber  durchaus  nichts  vor 
jedem  andern  Tripel  hinsichtlich  der  Eigenschaften  des  Netzes  voraus 
hat;  wir  schliessen  daher  den  Satz: 

Irgend  zwei  Tripel  conjugirter  Punkte  des  Netzes  liegen  allemal  auf 
einem  Kegelschnitt,  und  die  Seiten  dieser  beiden  Breiecke  berühren  zu- 
gleich einen  andern  Kegelschnitt. 
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Das  Letztere  ist  bekanntlich  eine  unmittelbare  Folge  des  Erste- 
ren  (S.  129)5  es  ergiebt  sieh  aber  auch  hier  aus  der  Bemerkung, 
dass  die  sechs  Seiten  dieser  beiden  Dreiecke  die  Polaren  ihrer  Ecken 
sind.  Denn  wir  wissen,  dass  die  Polaren  einer  geraden  Punktreihe 
ein  Strahlbüschel  bilden,  welches  mit  jener  projectivisch  ist,  und  um- 
gekehrt; nehm'en  wir  zwei  projöctivische  gerade  Punktreihen,  deren 
Erzeugniss  ein  Kegelschnitt  ist,  so  werden  die  beiden  Strahlbüschel 
ihrer  Polaren  auch  projectivisch  sein,  also  einen  neuen  Kegelschnitt 
erzeugen;  dieser  ist  der  Ort  der  Pole  von  den  Tangenten  des  ersteren, 
und  der  Reprocität  wegen  sind  seine  Tangenten  zugleich  die  Polaren 
von  den  Punkten  des  ersteren,  also: 

Von  allen  Punkten  des  Netzes,  welche  auf  einem  Kegelschnitt  liegen, 
umhüllen  die  Polaren  einen  neuen  Kegelschnitt,  und  die  Punkte  des  letz- 
teren sind  zugleich  die  Pole  von  den  Tangenten  des  ersteren;  solche  zwei 
Kegelschnitte  sind  (reciproke)  Polarfiguren  von  einander  in  Bezug  auf 
das  Netz,  Ein  Kegelschnitt  K^^\  der  durch  zwei  Tripel  des  Netzes 
geht,  hat  daher  zu  seiner  Polarfigur  einen  neuen  Kegelschnitt  St'-'^\ 
welcher  von  den  sechs  Seiten  der  beiden  Polardreiecke  berührt  wird. 
Ein  solcher  Kegelschnitt  K^^'>  enthält  unendlich  viele  Tripel  des  Netzes;  denn 
nehmen  wir  von  irgend  einem  Punkte  p  desselben  die  Polare  des 
Netzes,  so  muss  sie  eine  Tangente  von  ^^^^  sein,  und  schneidet  sie 
den  ersten  Kegelschnitt  K^'^'^  in  den  Punkten  s  und  a,  so  muss  die 
Polare  des  Punktes  s  einmal  durch  p  gehen  und  andererseits  eine 
Tangente  von  Ät^-^  sein,  und  ebenso  muss  die  Polare  von  6  eine  der 
beiden  von  p  an  den  Kegelschnitt  ^^^^  gelegten  Tangenten  sein;  der 
durch  das  erste  Tripel  und  die  beiden  Punkte  p  und  s  gehende  Kegel- 
schnitt K^^'^  muss  auch  den  dritten  Tripelpunkt  zu  p  und  s  enthalten, 
also  ist  p  6  die  Polare  von  s  und  ebenso  ps  die  Polare  von  <?;  der 
Kegelschnitt  ^^^^  ist  also  dem  Dreiseit  ps6  einbeschrieben,  sowie  der 
Kegelschnitt  K^'^'^  diesem  Tripel  umschrieben  ist;  üherha^pt  schneidet 
jede  Tangente  des  Kegelschnitts  St^^^  den  K^^^  in  zwei  conjugirten  Punkten 
des  Netzes,  und  jedes  Tangentenpaar  aus  einem  Punkte  von  TT^^'  an  ^'•^^ 
ist  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  des  Netzes.  Diese  Eigenschaft  gilt 
in  noch  allgemeinerer  Weise,  indem  auf  einem  beliebigen  Kegel- 
schnitt in  der  Ebene  eines  Netzes  im  Allgemeinen  unendlich-viele 
Paare  conjugirter  Punkte  liegen,  deren  Verbindungsstrahlen  einen 
andern  Kegelschnitt  umhüllen,  und  andererseits  unter  den  Tangenten 
eines  beliebigen  Kegelschnitts  in  der  Ebene  eines  Netzes  unendlich- 
viele  Paare  conjugirter  Strahlen  desselben  vorkommen,  deren  Schnitt- 
punkte auf  einem  neuen  Kegelschnitt  liegen. 

Denken  wir  uns  einen  beliebigen  Kegelschnitt  K^^')  in  der  Ebene 
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des  Netzes  und  nehmen  irgend  einen  Punkt  B  desselben,  so  wird 
die  Polare  5t  von  B  den  K^^'^  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  h  und 
y  treffen  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  sowohl  B  und  h  als  auch 
B  und  y  je  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Netzes  sind,  welche  auf 
dem  gegebenen  Kegelschnitte  jBT^^^  liegen;  verändern  wir  B  auf  dem 
Kegelschnitt  K^^^,  so  erhalten  wir  unendlich -viele  solcher  Strahlen- 
paare Bh  und  Bh',  deren  Umhüllungscurve  ermittelt  werden  soll.  Zu- 
nächst zeigt  sich,  dass,  wenn  wir  drei  solcher  Paare  {B  und?t,  B^ 
und  5li,  B^  und  Stg  seien  Pole  und  Polaren  des  Netzes,  und  %  treffe 
K^^'^  in  l  und  &',  Stj  in  \  und  &/,  %^  in  \  und  l^)  beliebig  heraus- 
nehmen, diese  sechs  Geraden  Bh,  Bh',  B^\,  Bi\' ,  B^h^,  B.^h^  einen 
Kegelschnitt  umhüllen;  das  Dreieck  BB^B^  liegt  nämlich  mit  dem  von  den 
Polaren  SlStiStg  gebildeten  Dreieck  perspectivisch,  wie  aus  den  Polareigen- 
schaften des  Kegelschnitts  (S.  155)  bekannt  ist  und  in  gleicher  Weise  für 
das  Netz  nachgewiesen  werden  kann  (§.  58),  so  dass  die  Schnittpunkte: 

(B^  B„%)  =  a     (B,B,'ä^)  =  a,     {B  B, ,  %)  =  a, 
auf  einer  Geraden  liegen;  nun  ist  früher  bei  anderer  Gelegenheit  (S.  315) 
der  Satz  gefunden  worden: 

„Ist  einem  Kegelschnitt  K^^^^  ein  Dreieck  BB^B^  einbeschrieben, 
und  werden  die  Seiten  desselben  B^B^,  B.2B,  BB^  von  einer  beliebigen 
Geraden  in  den  Punkten  aa^a^  getroffen,  wird  endlich  durch  jeden 
dieser  Punkte  ein  beliebiger  Strahl  gezogen,  der  den  Kegelschnitt  K^^^ 
beziehlich  in  dem  Punktpaar  &&';  \h^]  h^h^  trifft,  so  berühren  die  sechs 
Strahlen  Bh,  Bh']  B^h^,  B^h^]  B^h^,  B^h^  einen  neuen  Kegelchnitt.'' 

Nachdem  hierdurch  bewiesen  ist,  dass  irgend  drei  Strahlenpaare 
von  der  beschriebenen  Art  denselben  Kegelschnitt  berühren,  denken 
wir  uns  zum  Punkte  h  die  Polare  des  Netzes  construirt,  welche  durch 
B  gehen  muss  und  ausserdem  in  c  den  K^"^^  treffe;  nach  dem  eben 
bewiesenen  Satze  werden  dann  auch 

hB      BJ)^       B2K2  \  sechs  Tangenten  eines  Kegel- 
hc       -Bi&i'       -B2V  >      Schnitts  sein,  wie  vorhin: 
Bh      B^\       B^\ 

Bh'    B.i;    B,h; 

Diese  beiden  Kegelschnitte  haben  aber  fünf  Tangenten  gemein: 
Bj^hj^,  B^h^' ,  B^h^,  B^h^'  und  Bh,  welches  identisch  ist  mit  &J5;  folglich 
sind  die  Kegelschnitte  selbst  identisch,  und  alle  sieben  Geraden: 
Bh,  Bh',  hc,  jBi&i,  B^^',  B^h^,  B^h.^  berühren  einen  und  denselben 
Kegelschnitt.  Nehmen  wir  endlich  an  Stelle  des  willkürlich  gewählten 
Paares  B^hc^  und  B^h<^  irgend  ein  anderes  Paar,  so  gelten  dieselben 
Schlüsse,  und  der  vorhin  erhaltene  Kegelschnitt  tritt  wieder  hervor, 
weil  er  durch  die  fünf  übrigen  Tangenten  schon  bestimmt  ist;  also 
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berühren  alle  möglichen  Strahlenpaare  B^h^,  J^g&g'  einen  und  denselben 
Kegelschnitt,  d.  h.:  Sämmtliche  Geraden  Jßh,  ivelclie  je  zwei  conjugirte 
Punkte  des  Netzes,  die  auf  einem  gegebenen  Kegelschnitt  K-'^  liegen,  ver- 
binden, umhüllen  einen  andern  Kegelschnitt  W-^K  Nehmen  wir  für  das 
Netz  das  bekannte  Polarsystem  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  C^'^\  so 
sind  Bb  harmonisch  gelegen  zu  den  Schnittpunkten  der  Geraden  Bb  mit 
dem  Kegelschnitt  C^^\  und  der  vorige  Satz  lässt  sich  so  aussprechen: 

Sind  zwei  beliebige  Kegelschnitte  in  der  Ebene  gegeben,  so  können 
im  Allgemeinen  unendlich-viele  Gerade  von  solcher  BescliaffenJieit  gefunden 
werden,  dass  ihre  zwei  Paar  Schnittpunkte  mit  den  beiden  Kegelschnitten 
harmonisch  liegen  und  je  zivei  Schnittpunkte  desselben  Kegelschnitts  zu- 
geordnet sind;  alle  diese  Geraden  umMillen  einen  und  denselben  neuen  Kegel- 
schnitt, welcher  insbesondere  auch  die  acht  Tangenten  in  den  vier  gemein- 
schaftlichen Punkten  der  beiden  gegehenen  Kegelschnitte  berührt    (S.  126). 

Die  angegebene  Construction  des  Netzes  lässt  alle  wesentlichen 
Eigenschaften,  welche  wir  als  Polareigenschaften  eines  Kegelschnitts 
kennen  gelernt  haben,  unabhängig  von  diesem  Kegelschnitt  selbst 
hervortreten;  es  möge  hier  noch  eine  häufiger  benutzte  angeführt 
werden.  .  Die  obige  Construction  für  ein  beliebiges  Paar  von  Pol 
(jBg)  und  Polare  (SI3)  liefert  für  den  Schnittpunkt  (5I2,  %)  =  x,  die 
Polare  {B^,  B^)  =  X,  und  das  dieser  Geraden  X  zugehörige  Punkt- 
system wird  durch  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  bestimmt,  indem  den 
Punkten  B^  und  B^  die  Schnittpunkte  von  X  mit  %^  und  Stg  conju- 
girt  sind  (Fig.  88);  zu  einem  beliebigen  Punkt  p  auf  X  wird  sich 
also  der  conjugirte  n  folgendermassen  finden  lassen:  Man  ziehe  pB, 
welches  %  in  q  treffe,  gjBg,  welches  BB.^  in  r  treffe,  und  xr,  welches 
durch  7C  gehen  muss;  denn  in  dem  vollständigen  Viereck  Bqrx  treffen 
zwei  Seitenpaare:  Bx  und  qr,  Br  und  xq  die  Transversale  B.^Bo.  in 
zwei  Paaren  conjugirter  Punkte  des  obigen  Punktsystems ;  folglich  trifft 
auch  das  dritte  Seiteupaar  Bq  und  rx  dieselbe  in  einem  Paar  conju- 
girter Punkte  desselben  Punktsystems;  es  ist  daher  rx  die  Polare  von 
p,  weil  sie  durch  x,  den  Pol  von  X,  und  den  conjugirten  Punkt  7t 
geht;  hieraus  folgt,  dass  auch  p  und  r  conjugirte  Punkte  des  Netzes 
sind.     Nun  sind  aber  die  Punkte  J9  und  r  so  auszudrücken: 

(Bq,B,B,)=p         {B,q,  BB,)  =  r, 

und  da  B  auf  der  Polare  von  B.^,  q  auf  der  Polare  von  B^  Hegt,  so 
sind  B  und  B2,  ebenso  wie  q  und  B^  zwei  Paare  conjugirter  Punkte 
des  Netzes;  diese  beiden  Paare  conjugirter  Punkte  sind  übrigens  ganz 
unabhängig  von  einander,  und  jede  zwei  anderen  Paare  können  will- 
kürlich an  ihre  Stelle  gesetzt  werden,   daher  schliessen  wir  den  Satz: 
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Hat  man  irgend  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  des  Netzes  a  und 
a,  h  und  ß,  so  hüden  allemal  die  Schnittpunlcte: 

{ab,  aß)  ==  c         (aß,  ah)  ==  y 
ein  drittes  Paar  conjugirter  Punkte,  und  diese  drei  Paare  sind  die  sechs 
Ecken  eines  vollständigen  Vierseits.     {Hesse's  Satz.) 

Die    der    auseinandergesetzten    Construction    des    Netzes    gleich-  ■ 
laufende,   welclie   von   zwei   beliebigen    Strahlsystemen,    deren  Mittel- 
punkte  B  und  B^   als   conjugirte  Punkte   angenommen  werden,    aus- 
geht, bedarf  keiner  näheren  Auseinandersetzung. 

Anmerkung.  Wir  machen  noch  auf  eine  Betrachtung  aufmerksam, 
welche  zwar  nicht  in  den  systematischen  Gang  unserer  Untersuchung 
passt,  weil  sie  das  Operationsfeld  der  Ebene  verlässt  und  auf  die 
Kugeloberfläche  übergeht,  aber  besonders  geeignet  erscheint,  das 
Wesen  des  Netzes  an  einem  sehr  einfachen  Falle  anschauen  und  aus 
diesem  auf  die  Eigenschaften  des  ebenen  Netzes  schliessen  zu  lassen. 
Wir  nennen  auf  der  Kugelfläche  je  zwei  solche  Punkte  conjugirt, 
welche  einen  Abstand  von  90*^  von  einander  haben;  zu  einem  beliebigen 
Punkte  X  der  Kugelfläche  gehören  also  unendlich- viele  conjugirte,  die 
auf  einem  grössten  Kreise  X,  dem  Aequator  zu  dem  Pole  x,  liegen; 
auf  diesem  grössten  Kreise  bilden  sodann  solche  Punktpaare,  die  um 
90°  von  einander  abstehen,  ein  (elliptisches)  Punktsystem;  ein  Tripel 
conjugirter  Punkte  bilden  solche  drei,  welche  die  Ecken  eines  Kugel- 
octanten  sind;  je  zwei  grösste  Kreise,  deren  Ebenen  rechtwinklig  zu 
einander  stehen,  heissen  conjugirt;  zu  einem  grössten  Kreise  giebt  es 
daher  unendlich-viele  conjugirte,  welche  alle  durch  dieselben  beiden 
diametral  gegenüber  liegenden  Punkte  der  Kugelfläche  (Pole)  hindurch- 
gehen; alle  Paare  rechtwinkliger  Ebenen,  die  durch  denselben  Durch- 
messergehen, bilden  ein  involutorisches  Ebenensystem  und  ihre  Schnitte  mit 
der  Kugelfläche  ein  Strahlsystem  grösster  Kreise;  ein  Tripel  conjugirter 
Strahlen  begrenzt  einen  Octanten  der  Kugelfläche;  zu  einem  Pol  x  ge- 
hört eine  bestimmte  Polare  X,  der  zugehörige  Aequator,  zu  diesem 
aber  Pol  und  Gegenpol,  die  Endpunkte  des  auf  der  Ebene  des  Aequators 
senkrechten  Kugeldurchmessers.  Projiciren  wir  vom  Mittelpunkte  der 
Kugel  das  Netz  der  Kugelfläche  auf  eine  beliebige  Ebene,  so  erhalten 
wir  ein  Involutions-Netz  (besonderer  Art);  Pol  und  Polare  werden  be- 
stimmt durch  einen  Durchmesser  und  die  darauf  senkrechte  Diametral- 
ebene der  Kugel,  und  hieraus  flnden  die  Eigenschaften  des  Involutions- 
Netzes  unmittelbar  ihre  Bestätigung.  Nehmen  wir  insbesondere  für  die 
Projectionsebene  die  unendlich- entfernte  Ebene  (E^),  so  erhalten  wir  ein 
Polarsystem  von  besonderer  Wichtigkeit:  das  unendlich-entfernte  circulare 
Polarsystem]  jeder  Strahl  im  Räume  und  die  darauf  senkrechte  Ebene 
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schneiden  E^  in  einem  Punkt  und  einer  Geraden,  einem  Paar  von  Pol 
und  Polare  dieses  besonderen  circularen  Polarsystems.  Je  drei  un- 
endlich-entfernte Punkte,  die  in  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Rich- 
tungen liegen,  bilden  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  desselben;  seine 
Kerncurve  (§  57)  ist  der  imaginäre  unendlich  -  entfernte  Kreis,  durch 
welchen  alle  Kugeln  des  Raumes  gehen. 

§.  57.    Der  Kern-Kegelsclmitt;  hyperbolisches  und  elliptisches  Netz. 

Es  ist  von  besonderem  Interesse,  vermittelst  der  im  vorigen  Para- 
graphen angegebenen  Construction  des  Netzes  solche  Punkte  in  der 
Ebene  desselben,  deren  Polaren  durch  sie  selbst  gehen,  oder  solche 
Strahlen,  deren  Pole  auf  ihnen  selbst  liegen,  sowie  den  Ort  dieser 
und  jener  zu  ermitteln.  Wir  treffen  jeden  Punkt  der  Ebene,  indem 
wir  eine  doppelte  Bewegung  ausführen,  einmal  auf  einer  beliebigen 
Geraden  (^5  einen  veränderlichen  Punkt  bewegen  und  dann  diese  Ge- 
rade um  einen  beliebigen  in  ihr  festgehaltenen  Punkt  herumdrehen. 
Wenn  nun  der  Punkt  JB  auf  der  Geraden  @  sich  bewegt,  so  beschreibt 
seine  Polare  %  ein  Strahlbüschel,  welches  im  veränderlichen  Punkte 
B  die  Gerade  @  trifft.  Die  Punkte  JB  und  B  bilden  ein  Punktsystem, 
und  wenn  dasselbe  hyperbolisch  ist,  so  sind  seine  Asymptotenpunkte 
von  der  verlangten  Beschaffenheit,  dass  ihre  Polaren  durch  sie  selbst 
hindurchgehen.  Ist  ein  solcher  Asymptotenpunkt  s  gefunden,  so  wird 
für  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  hinsichtlich  desjenigen  Punkt- 
systems auf  ihr,  welches  dem  Netze  zugehört,  dieser  Punkt  s  allemal 
ein  Asymptotenpunkt  sein,  und  indem  wir  die  Gerade  @  um  den 
Punkt  s  drehen,  haben  wir  nur  den  Ort  des  andern  Asymptotenpunktes 
aufzusuchen,  um  sämmtliche  Punkte  in  der  Ebene  des  Netzes  zu  er- 
halten,  deren  Polaren  durch  sie  hindurchgehen. 

Seien  s  und  t  die  beiden  Asymptotenpunkte  auf  der  zuerst  ange- 
nommenen Geraden  @  (Fig.  89);  sei  jp  ein  beliebiger  Punkt  derselben,  und 
treffe  seine  Polare  ß  die  Gerade  @  in  q,  dann  sind  p  und  q  conjugirte 
Punkte  des  Netzes,  liegen  also  harmonisch  zu  den  Asymptotenpunkten 
s  und  ^;  ziehen  wir  eine  beliebige  andere  Gerade  durch  s,  welche  in 
a  der  2  begegnen  mag,  und  sei  pa  die  Polare  von  a,  d.  h.  a  der 
conjugirte  Punkt  zu  a  in  dem  der  Geraden  2  zugehörigen  Punkt- 
system des  Netzes,  so  wird  der  Schnittpunkt  von  sa  und  pa  der  con- 
jugirte Punkt  zu  a  in  dem  auf  sa  befindlichen  Punktsystem  sein;  also 
der  vierte  harmonische,  dem  s  zugeordnete  Punkt  x  muss  der  andere 
Asymptotenpunkt  dieses  Punktsystems  sein,  von  dem  s  einer  ist;  um 
den  vierten  harmonischen  Punkt  x  zu  finden,  brauchen  wir  nur  at  z\x 
ziehen;  denn  da  jpqst  harmonisch  liegen  und  sa  von  aj)  und  aq  in 
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einem  Paar  zugeordneter  Punkte  getroffen  wird,  s  aber  der  Schnitt- 
punkt von  pq  und  sa  ist,  so  wird  der  vierte  harmonisclie,  dem  s  zu- 
geordnete Punkt  der  Schnittpunkt  (sa,  ta)  sein;  drehen  wir  jetzt  den 
Strahl  sa  um  den  festen  Punkt  s,  so  ergiebt  sich  leicht  der  Ort  des 

Fig.  89. 


Punktes  x;  denn  a  und  «  sind  conjugirte  Punkte  des  auf  S  befind- 
lichen Punktsystems  im  Netze,  beschreiben  also  zwei  auf  einander 
liegende  projectivische  Punktreihen,  sa  und  ta  beschreiben  mithin 
zwei  projectivische  Strahlbüschel,  und  der  Ort  des  Punktes  x  =  (sa,  ta) 
ist  daher  ein  Kegelschnitt  Ä'^^^ 

Die  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  in  den  Punkten  s  und  t  er- 
halten wir,  indem  wir  in  den  beiden  ihn  erzeugenden  projectivischen 
Strahlbüscheln  diejenigen  Strahlen  aufsuchen,  welche  den  in  der  Ver- 
bindungslinie der  Mittelpunkte  st  zusammenliegenden  Strahlen  ent- 
sprechen; wir  suchen  also  den  Punkt  r  in  ii  auf,  welcher  dem  g  con- 
jugirt  ist,  oder  den  Pol  von  jog  im  Netze,  dann  sind  rs  und  rt  die 
Tangenten  des  Kegelschnitts  Ä^(^^;  dies  sind  offenbar  die  Polaren  der 
Punkte  s  und  t  in  dem  Netze,  welche  durch  s  und  t  seilest  hindurch- 
gehen müssen;  folglich  ist  pqr  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  nicht 
nur  für  das  Netz,  sondern  auch  für  den  Kegelschnitt  K^^^i;  auch  ist 
pa  die  Polare  von  a  und  pa  die  Polare  von  a  für  den  Kegelschnitt 
K^'^^,  wie  für  das  Netz;  hieraus  folgt,  dass,  wenn  wir  den  Schnitt- 
punkt (sr,  pa)  mit  x  verbinden,  diese  Verbindungslinie  die  Tangente 
im  Punkte  x  für  den  Kegelschnitt  K^^'^  sein  muss,  auf  derselben  Linie 
also  auch  der  Schnittpunkt  (tr,  pa)  liegen  muss;  der  Punkt  (sr,  pa) 
hat  im  Netze  zu  seiner  Polare  sa,  und  der  Punkt  (tr,pa)  hat  im  Netze  zu 
seiner  Polare  ta,  und  da  sich  sa  und  taiux  treffen,  so  ist  die  Verbindungs- 
linie der  Schnittpunkte  (sr,pa)  und  (tr,pa)  die  Polare  des  Punktes  x  im 
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Netze,  welche  nothwendig  durch  x  selbst  hindurchgehen  muss  und,  wie 
wir  eben  gesehen  haben,  die  Tangente  in  x  am  Kegelschnitt  j^^^)  jg^^ 
Hieraus  ersehen  wir,  dass  für  sämmtliche  Punkte  x  des  gefundenen  Kegel- 
schnitts -^(2)  (jie  Polare  im  Netze  allemal  die  Tangente  dieses  Punktes 
X  an  JSr(2)  ist,  und  hiernach  können  wir  folgendes  Resultat  aussprechen : 

Ber  Ort  solcher  ^Punkte  des  Netzes^  deren  Polaren  durch  sie  seihst 
gehen,  ist  im  Allgemeinen  ein  hestimmter  Kegelschnitt,  und  alle  solche 
Strahlen  in  der  Ebene  des  Netzes,  deren  Pole  auf  ihnen  selbst  liegen, 
umhüllen  denselben  Kegelschnitt,  indem  ein  PunM  und  die  zugehörige 
'Tangente  dieses  Kegelschnitts  Pol  und  Polare  des  Netzes  von  der  verlangten 
Art  sind.  Dieser  Kegelschnitt  enthält  die  AsymptotenpunMe  aller  Punkt- 
systems, welche  auf  sämmtlichen  Geraden  in  der  Ebene  des  Netzes  vor- 
kommen, und  die  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  sind  zugleich  die  Asymptoten 
sämmtlicher  Strahlsysteme  des  Netzes.  Er  heisst  der  Kern  des  Netzes, 
und  letzteres  ist  nichts  anderes,  als  das  gesammte  Polarsystem'  für  den  Kern- 
Kegelschnitt,  d.  h.  Pol  und  Polare  des  Kegelschnitts  sind  allemal  Pol  und 
Polare  für  das  Netz.. 

Die  vorige  Untersuchung  ging  von  der  Voraussetzung  aus,  dass 
das  auf  der  willkürlich  angenommenen  Geraden  @  befindliche  Punkt- 
system ein  hyperbolisches  sei  mit  den  Asymptotenpunkten  s  und  ^; 
wenn  dies  Punktsystem  aber  elliptisch  ist,  so  fällt  die  Untersuchung, 
welche  sich  wesentlich  auf  die  Realität  der  Asymptotenpunkte  stützte; 
wir  werden  also,  um  den  Kernkegelschnitt  zu  finden,  überhaupt  eine 
solche  Gerade  %  in  der  Ebene  aufzusuchen  haben,  deren  Punktsystem 
im  Netze  ein  hyperbolisches  ist;  wenn  nur  eine  solche  existirt,  so 
giebt  es  unendlich  viele,  und  der  Ort  ihrer  Asymptotenpunkte  ist  der 
Kernkegelschnitt,  welcher  auf  die  angegebene  Art  construirt  werden 
kann.  Ob  es  aber  immer  eine  solche  Gerade  geben  muss,  oder  ob 
unter  Umständen  gar  kein  hyperbolisches  Punktsystem  im  Netze  vor- 
kommt, werden  wir  aus  den  zur  Construction  des  Netzes  erforderlichen 
Daten  erkennen  können  (S.  413). 

Sind  die  auf  den  Trägern  SI  und  51^,  welche  conjugirte  Strahlen 
des  Netzes  sein  sollen,  angenommenen  Punktsysteme  beide  hyper- 
bolisch oder  auch  nur  eines  von  ihnen,  so  hat  nach  dem  Vorigen  das 
Netz  einen  reellen  Kern;  wenn  dagegen  beide  gegebenen  Punktsysteme 
elliptisch  sind,  so  ist  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  sonst  in  dem 
Netze  hyperbolische  Punktsysteme  vorkommen,  oder  nicht.  Sei  der 
Construction  des  Netzes  gemäss  B^  der  Schnittpunkt  der  beiden  Träger 
5l5li,  und  seien  die  beiden  ihm  conjugirten  Punkte  in  den  gegebenen 
Punktsystemen:  B  auf  SI^  und  B^  auf  %,  also  {BB^  =  Sl^  die  Polare 
von  B2,  so  wird,   wenn  die  gegebenen  beiden  Punktsysteme  elliptisch 
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sind,  auch  das  dem  Strahle  %2  zugehörige  Punktsystem  des  Netzes 
elliptisch  sein.  Um  dasselbe  zu  bestimmen,  nehmen  wir  auf  51  einen  be- 
liebigen Punkt  a  zwischen  B^Bi^  und  auf  %y  einen  beliebigen  Punkt 
a^  zwischen  B^B,  so  dass  die  Verbindungslinie  aa^  also  nothwendig 
in  einem  Punkte  «2  ausserhalb  BB^^  den  Strahl  Stg  trifft  (Fig.  90); 
die  conjugirten  Punkte  cc  und  a^  zu  a  und  «j  auf  den  Trägern  SlSt^  der 
beiden  gegebenen  Punktsysteme  müssen,  da  diese  elliptisch  sind,  ausser- 
halb ^2^1  ^^^  ausserhalb  B^B  liegen;  ihi'e  Verbindungslinie  muss 
also  auch  die  dritte  Dreiecksseite  BB^  in  einem  Punkte  ausserhalb 
BB.  treffen,   und   der  vierte  harmo- 

'■  '  .  Fig.  90. 

nische,  welcher  a.^  ist,  liegt  daher 
zwischen  B  und  i^^;  da  nun  BB^, 
ein  Paar  conjugirter  Punkte,  ge- 
trennt wird  durch  a^a.^,  ein  zweites 
Paar  conjugirter  Punkte  des  auf  '^2 
befindlichen  Punktsystems,  so  ist  das 
letztere  elliptisch;  in  gleicher  Weise 
würden  wir  gesehen  haben,  dass, 
wenn  beide  gegebenen  Punktsysteme 
auf  %  und  31^  hyperbolisch  sind,  das 

dritte  Punktsystem  auf  %2  elliptisch  sein  muss,  wenn  dagegen  eines 
von  beiden  gegebenen  Punktsystemen  auf  2t  oder  St^  hyperbolisch, 
das  andere  elliptisch  ist,  alsdann  das  dritte  auf  Stg  hyperbolisch  sein 
muss.     Wir  schliessen  hieraus: 

Von  den  drei  auf  einem  Tripel  conjugirter  Strahlen  des  Netzes  he- 
fmdlichen  PunJdsystemen  müssen  entweder  alle  drei  elliptisch,  oder  eines 
elliptisch  und  die  heiden  andern  hyperholisch  sein;  und  daher  auch:  Von 
den  drei  einem  Tripel  conjugirter  PtmJcte  zugehörigen  Stralilsystemen 
müssen  entweder  alle  drei  elliptisch,  oder  eines  elliptisch  und  die  heiden 
andern  hyperbolisch  sein. 

In  dem  zu  untersuchenden  Falle,  wo  alle  drei  den  Tripel- 
strahlen  SlSt^Slg  zugehörigen  Punktsysteme  elliptisch  sind,  zeigt  sich 
nun,  dass  auf  jeder  Geraden  in  der  Ebene  des  Netzes  das  ihr 
zugehörige  Punktsystem  elliptisch  sein  muss,  also  überhaupt  kein 
reeller  Punkt  des  Kernkegelschnitts  existirt.  Wir  können  von  dem 
Tripeldreieck  B.^B^B,  dessen  drei  Seiten  die  drei  elliptischen  Punkt- 
systeme enthalten,  irgend  zwei  der  letzteren  mit  ihren  Punktsystemen 
als  zur  Construction  des  Netzes  gegeben  ansehen;  irgend  eine  Gerade 
2(3  in  der  Ebene  kann  alsdann  nur  zwei  wesentlich  verschiedene  Lagen 
zu  dem  Dreieck  B^B^B  haben;  nämlich  1)  sie  schneidet  zwei  Dreiecks- 
seiten zwischen  den  Eckpunkten,  die  dritte  in  der  Verlängerung,  oder 
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2)  sie  schneidet  alle  drei  Seiten  in  ihren  Verlängerungen.  Untersuchen 
wir  zunächst  den  ersten  Fall  und  nehmen  an,  Slg  treffe  -Z?2^i  "i  ^ 
und  B^B  in  «j^  zwischen  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  (Fig.  91);  das 
Punktsystem  des  Netzes  auf  Stg  wird  dadurch  bestimmt,  dass  wir  zu 
a  und  %  die  conjugirten  Punkte  a  und  a^  nehmen  und  die  Schnitt- 
punkte der  Verbindungslinien  aB  mit  %^  (den  Punkt  a)  und  a^B^ 
mit  5^3  (den  Punkt  0^)  aufsuchen;  die  beiden  Paare  a,  a  und  %,  a^ 
sind  conjugirte  Punkte  des  Punktsystems  auf  Stg,  Da  nun  a  noth- 
wendig  ausserhalb  der  Strecke  B^B^  liegen  muss,  weil  das  auf  % 
gegebene  Punktsystem  elliptisch  ist,  so  kann  Ba  die  Gerade  Stg  nur 
in  der  endlichen  Strecke  zwischen  %  und  %  treffen  {a^  ist  der 
Schnittpunkt    von    2I2  und    %^,    und    da  ebenso    cc^    ausserhalb   B^B 

Fig.  91. 


liegt,  so  kann  B^a^  die  Gerade  %^  nur  ausserhalb  der  Strecke  a^g 
treffen;  das  Stück  zwischen  aa^  bleibt  beidemal  verschont,  und  die 
Punkte  aa^a^x  liegen  so,  dass  das  eine  Paar  conjugirter  Punkte 
ad  durch  das  andere  a^a^  getrennt  wird;  das  Punktsystem  auf  %.^  ist 
also  elliptisch.  Dasselbe  liaisonnement  bleibt  bestehen,  wenn  %^  eine 
solche  Lage  hat,  dass  sie  zwei  andere  Seiten  des  Tripeldreiecks  B^B^B 
zwischen  den  Ecken  und  die  dritte  in  der  Verlängerung  trifft.  Im 
zweiten    Falle,    wenn    die    Punkte   a   und  a^    ausserhalb    B.-,Bi    und 
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jBg^  liegen,  müssen  «  und  «^  zwischen  -Bg-^i  und  B.^B  liegen;  der 
Strahl  JBa  kann  also  SIg  nur  ausserhalb  der  Strecke  a^a^  treffen 
und  ^1«!  nur  innerhalb  der  Strecke  a^a]  der  Theil  aa^  bleibt  also 
wiederum  verschont,  und  die  Schnittpunkte  a  und  a^  liegen,  wie 
früher,  so,  dass  das  eine  Paar  conjugirter  Punkte  aa  durch  das  andere 
Paar  a^üi  getrennt  wird;  das  Punktsystem  auf  Stg  ist  also  wieder 
elliptisch;  da  aber  die  Gerade  Slg,  wie  sie  auch  in  der  Ebene  liegen 
mag,  nothwendig  eine  der  beiden  untersuchten  Lagen  haben  muss,  so 
folgt,  dass  alle  Punktsysteme,  die  .  im  Netze  vorkommen,  elliptisch 
sind  und  also  %uch  alle  Strahlsystenie. 

Wir  unterscheiden  hiernach  zwei  wesentlich  verschiedene  Arten 
des  Netzes: 

a)  Bas  elliptische  'Netz  enthält  nur  elliptische  Punktsysteme  auf 
allen  Geraden  und  daher  auch  nur  elliptische  Strahlsysteme  in  allen 
Punkten  der  Ebene  (da  jedes  Strahlsystem  mit  dem  ihm  zugehörigen 
Punktsystem  auf  der  Polare  perspectivisch  liegt,  daher  gleichartig  ist). 

h)  Bas  hyperbolische  Netz  enthält  theils  elliptische,  theils  hyper- 
bolische l'unktsysteme  und  ebenso  Strahlsysteme;  bei  einem  Tripel 
conjugirter  Strahlen  und  Punkte  sind  immer  zwei  Systeme  hyper- 
bolisch und  das  dritte  elliptisch;  die  Asymptotenpunkte  aller  Punkt- 
systeme liegen  auf  dem  Kernkegelschnitt,  und  die  Asymptoten  aller 
Strahlsysteme  berühren  denselben  Kernkegelschnitt;  das  Netz  ist  das 
bekannte  Polarsystem  für  diesen  Kegelschnitt. 

Ein  Punktsystem  hat,  wenn  es  hyperbolisch  ist,  zwei  reelle 
Asymptotenpunkte,  welche  dasselbe  vollkommen  bestimmen,  und  um- 
gekehrt zwei  reelle  Punkte  einer  Geraden,  als  die  Asymptotenpunkte 
eines  hyperbolischen  Punktsystems  aufgefasst,  werden  durch  dieses 
Punktsystem  vertreten;  wenn  dagegen  das  Punktsystem  elliptisch  ist, 
hat  es  keine  reellen  Asymptotenpunkte  und  ist  nichtsdestoweniger  ein 
völlig  reelles,  in  ganz  gleicher  Weise  construirbares  Gebilde,  von 
dem  wir  der  Uebereinstimmung  wegen  sagen,  dass  es  zwei  imaginäre 
Asymptotenpunkte  hat;  durch  das  elliptische  Punktsystem  wird  also 
ein  imaginäres  Punktpaar  vertreten.  Analogerweise  haben  wir  in 
dem  Involutionsnetz  ein  völlig  reelles,  immer  in  derselben  Art  con- 
struirbares Gebilde,  welches,  wenn  es  hyperbolisch  ist,  einen  reellen 
Kegelschnitt,  seinen  Kern,  vertritt,  und  von  dem  wir  wiederum  der 
Uebereinstimmung  wegen,  wenn  es  elliptisch  ist,  sagen,  es  habe  einen 
imaginären  Kern,  so  dass  das  elliptische  Netz  einen  imaginären  Kegel- 
schnitt vertritt.  Wir  verstehen  hiernach  unter  einem  imaginären  Kegel- 
schnitt den  Kern  eines  elliptischen  Netzes  und  operiren  mit  dem  Netze, 
dessen  wesentliche  Eigenschaften  bestehen  bleiben  unabhängig  davon. 
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ob  der  Kern  reell  oder  imaginär  ist.  Es  ist  ersichtlich,  dass  es  für 
die  synthetische  Behandlung  geometrischer  Probleme  von  grosser  Be- 
deutung ist,  ein  völlig  reelles  Gebilde  zu  besitzen,  welches  an  Stelle 
eines  imaginären  Kegelschnitts  zu  setzen  ist. 

Nehmen  wir  zur  Bestimmung  eines  Netzes  zwei  hyperbolische 
Punktsysteme  auf  den  Trägern  Sl?!^,  die  conjugirte  Strahlen  des 
Netzes  sein  sollen,  und  sei  dem  Schnittpunkt  z  der  Träger  auf  dem 
ersten  der  Punkt  y,  auf  dem  andern  der  Punkt  x  conjugirt;  seien 
ferner  die  Asymptotenpunkte  des  ersten  Punktsystems  aa,  die  des 
zweiten  &/3,  so  kann  man  zwei  neue  Punktsysteme  %us  denselben 
Punkten  bilden,  die  elliptisch  sind,  indem  man  einmal  0  und  y,  a  und 
a,  das  andere  Mal  z  und  x,  b  und  ß  als  Paare  conjugirter  Punkte 
auffasst,  die  jedesmal  ein  elliptisches  Punktsystem  erzeugen,  weil  sie 
harmonisch  gelegen  sind.  Dadurch  hat  man  auf  jedem  der  Träger 
zwei  Punktsysteme,  ein  hyperbolisches  und  ein  elliptisches,  und  indem 
man  zwei  auf  verschiedenen  Trägern  befindliche  zur  Bildung  eines 
Netzes  verwendet,  was  auf  vier  Arten  geschehen  kann,  erhält  man 
vier  verschiedene  Netze,  die  in  eigenthümlicher  Verbindung  mit  einander 
stehen;  ihre  Kernkegelschnitte  sind  nämlich  vier  harmonisch-zugeordnete 
Kegelschnitte  (§.  55),  von  denen  drei  reell,  der  vierte  imaginär  ist. 
Wenn  wir  demgemäss  die  Punktsysteme  auf  den  beiden  Trägern  durch 
Qi)  (e)  {\)  (ej)  bezeichnen  und  die  vier  Verbindungen: 
_  Qf){\),  W(^i),  (e){\),  (e){e,) 
auf  den  conjugirten  Trägern  5l5(i  zur  Erzeugung  der  Netze  verwenden, 
so  werden  die  drei  ersten  Netze  hyperbolisch,  das  letzte  elliptisch. 

Die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  folgt  unmittelbar  aus  der 
Construction  der  vier  Mittelpunkte  dieser  Netze;  denn  da  xyz  ein  ge- 
meinschaftliches Tripel  für  alle  ist,  so  sind  sie  vollkommen  bestimmt, 
sobald  man  noch  den  Mittelpunkt  kennt;  seien  fi  und  ^^  die  Mittel- 
punkte von  Qi)  und  (h^,  so  ergiebt  sich  (nach  S.  59),  dass  der  Mittel- 
punkt V  des  Systems  (e)  der  vierte  harmonische  zu  zy^^  dem  ^i  zu- 
geordnete und  ebenso  der  Mittelpunkt  v^^  des  Systems  (e^)  der  vierte 
harmonische  zu  zx^^^,  dem  ft^  zugeordnete  Punkt  jst;  folglich  haben  wir: 
(x^,  yfi^)  =  Wl  (x}i,  yvj)  =  W 

(xv,  y(ii)  =  W  (xv,  yv^  =  W" 

als  Mittelpunkte  dieser  vier  Netze.  Dies  ist  aber  nach  S.  389  (Fig.  85) 
genau  die  Lage  der  vier  Mittelpunkte  von  vier  harmonisch -zugeord- 
neten Kegelschnitten,  welche  das  Tripel  xyz  gemeinschaftlich  haben. 

Wir  müssenjetzt noch  einige  besondere  Fälle  erwähnen:  Beim  hyper- 
bolischen Netz  wird  die  doppelt-unendliche  Schaar  von  Geraden  in  der 
Ebene,   welche   theils    elliptische,   theils    hyperbolische   Punktsysteme 
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enthalten,  in  diese  beiden  Gattungen  getrennt  durch  eine  einfach- 
unendliche Reihe  von  solchen  Geraden,  welche  parabolische  Punkt- 
systeme enthalten;  wir  haben  ein  parabolisches  Punktsystem  einen 
solchen  besonderen  Fall  des  hyperbolischen  genannt,  bei  welchem  die 
beiden  Asymptotenpunkte  zusammenfallen;  es  hat  die  Eigenthümlich- 
keit,  dass  zu  diesem  Doppelpunkte  jeder  beliebige  andere  Punkt  der 
Geraden  als  conjugirter  und  wiederum  zu  jedem  beliebigen  Punkt  der 
Geraden  der  Doppelpunkt  als  conjugirter  anzusehen  ist;  für  alle  die- 
jenigen Geraden,  welche  Tangenten  des  Kernkegelschnitts  sind,  ist  also 
das  zugehörige  Punktsystem  ein  parabolisches,  und  sie  bilden  die  ge- 
nannte Grenze.  Andererseits  giebt  es  unter  den  doppelt  unendlich- 
vielen  Punkten  der  Ebene,  deren  Strahlsysteme  theils  elliptisch,  theils 
hyperbolisch  sind,  eine  einfach-unendliche  Reihe  solcher  Punkte,  deren 
Strahlsysteme  parabolisch  werden;  dies  sind  die  Punkte  des  Kernkegel- 
schnitts, und  sie  bilden  die  Grenze  zwischen  dem  einen  und  dem 
andern  Gebiet;  in  jeder  Tangente  des  Kegelschnitts,  welche  ein  para- 
bolisches Punktsystem  des  Netzes  enthält,  ist  der  Berührungspunkt 
der  Doppelpunkt  des  Systems,  und  für  jeden  Punkt  des  Kernkegel- 
schnitts, welcher  ein  parabolisches  Strahlsystem  enthält,  ist  die  Tangente 
der  Doppelstrahl  desselben. 

In  besonderer  Weise  vereinfacht  sich  das  hyperbolische  Netz, 
wenn  wir  von  den  beiden  erzeugenden  Punktsystemen  eines  parabolisch 
annehmen;  sei  das  Punktsystem  auf  51  parabolisch,  so  ist  B^  der 
Doppelpunkt  desselben  (JFig.  92),  weil  er  zu  jedem  beliebigen  Punkte 
der  conjugirte  ist,  mithin  auch  zu  JB^, 
dem  Schnittpunkte  (51,'  %);    die  Polare  '^'*^;  ^'• 

%2  von  B^,  welche  B^B  verbindet,  wird 
alsdann  nach  der  Construction  des  Netzes 
ein  Punktsystem  enthalten,  welches  eben- 
falls parabolisch  ist  und  seinen  Doppel- 


punkt in   Bi   hat;   um   den  Kern   eines  "     ^"^^^        ^^  ■ 

solchen  besonderen  Netzes  zu  finden, 
kommt  es  darauf  an,  zu  wissen,  ob  das 
zweite  auf  5ti  gegebene  Punktsystem 
hyperbolisch  oder  elliptisch  ist;  wenn 
es  hyperbolisch  ist  mit  den  Asymptoten- 
punkten s  und  t,  so  zeigt  die  frühere 
Construction  des  Kernkegelschnitts,  dass 
derselbe    in    das    Linienpaar    B^s    und 

B^t   zerfällt;    von  jeder   beliebigen    Geraden   in   der   Ebene   wird   der 
Pol  der  feste  Punkt  B^  und  von  jedem  beliebigen  Punkte  in  der  Ebene 
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gellt  die  Polare  durch  JE^i;  das  Stralilsystem,  welches  in  i?^  seineu 
Mittelpunkt  hat  und  mit  dem  auf  St^  gegebenen  Punktsystem  per- 
spectivisch  liegt,  schneidet  daher  sämmtliche  Geraden  in  der  Ebene 
in  denjenigen  Punktsystemen,  welche  ihnen  im  Netze  zugehören; 
wenn  dagegen  zweitens  das  auf  St^  gegebene  Punktsystem  elliptisch 
ist,  so  reducirt  sich  der  Kernkegelschnitt  auf  den  einzigen  Punkt  B^-, 
alle  Punktsysteme  sind  elliptisch  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche 
auf  den  durch  B^  laufenden  Strahlen  liegen,  und  diese  sind  sämmtlich 
parabolisch;  wir  können  auch  sagen,  dass  sich  in  diesem  Falle  der 
Kernkegelschnitt  auf  ein  imaginäres  Linienpaar  reducirt,  dessen  reeller 
Doppelpunkt  B^  ist,  indem  dieses  Linienpaar  von  den  imaginären 
Asymptoten  des  in  B^  befindlichen  elliptischen  Strahlsystems  gebildet 
wird.  In  dem  Falle,  wo  der  Kernkegelschnitt  des  Netzes  sich  auf  ein 
reelles  Linienpaar  oder  einen  Punkt  (Schnittpunkt  eines  imaginären  Linien- 
paares) reducirt,  heisst  das  Netz  ein  paraholisches.  Das  parabolische  Netz 
besteht  also  eigentlich  aus  nichts  anderem,  als  einem  gewöhnlichen  ebenen 
Strahlsystem. 

Werden  beide  erzeugenden  Punktsysteme  parabolisch  angenommen 
mit  den  Doppelpunkten  B^B,  so  zieht  sich  der  Kernkegelschnitt  anstatt 
auf  ein  Linienpaar  auf  eine  einzige  doppelt  zu  zählende  Gerade  B  Bi 
zusammen;  nehmen  wir  an,  dass  von  den  beiden  eriieugenden  Punkt- 
systemen eines  parabolisch  mit  dem  Doppelpunkt  B^,  das  andere  hyper- 
bolisch sei  und  einen  Asymptotenpunkt  in  B^  habe,  dieser  also  der 
Schnittpunkt  der'  beiden  Träger  wird,  so  iat  das  Netz  unbestimmt 
und  verlangt  zu  seiner  völligen  Bestimmung  noch  ein  weiteres  Datum. 
Gehen  wir  von  der  Bestimmung  des  Netzes  durch  zwei  Strahlsysteme 
aus,  deren  Mittelpunkte  zugeordnete  Punkte  sein  sollen,  so  ergeben 
sich  analoge  besondere  Fälle,  wenn  wir  eines  derselben  parabolisch 
wählen.  Der  Kernkegelschnitt  reducirt  sich  auf  ein  reelles  oder  imagi- 
näres Punktpaar,  dessen  Träger  immer  reell  ist,  oder  wenn  beide 
Strahlsysteme  parabolisch  sind,  auf  einen  einzigen  doppelt  zu  zählenden 
Punkt.  Wir  ■  kehren  nach  diesen  besonderen  Fällen  wieder  zu  dem  all- 
gemeinen Involutionsnetz  zurück. 

§.  58.    Verschiedene  Bestimmungs-Arten  des  Netzes. 

Wenn  wir  als  bestimmende  Elemente  des  Netzes  annehmen :  1)  ein 
Paar  conjugirter  Punkte  oder  Strahlen,  2)  ein  Punktsystem,  welches 
zwei  Paare  conjugirter  Punkte  vertritt,  oder  ein  Strahlsystem,  3)  ein 
Paar  von  Pol  und  Polare ,  welches  ebenfalls  zwei  Paare  conjugirter  Punkte 
oder  Strahlen  vertritt,  endlich  4)  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  oder 
Strahlen,  welches   drei  Paare   conjugirter  Punkte   oder  Strahlen   ver- 
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tritt,  so  lassen  sich  diese  Elemente  in  mannigfacher  Weise  zur  Be- 
stimmung des  Netzes  zusammenstellen;  von  diesen  Bestimmungsarten 
wollen  wir  einige  hier  anführen,  und  zwar  nur  solche,  die  das  Netz 
eindeutig  bestimmen. 

Die  auf  S.  413  zur  Construction  des  Netzes  angenommenen  Be- 
stimmungsstücke waren: 

1)  zwei  conjugirte  Strahlen  des  Netzes  (St  und  Sl^)  und  auf  jedem 
das  Punktsystem,  ivelches  dem  Netze  zugehören  soll,  oder  auch  zwei  con- 
jugirte Punkte  und  in  jedem  das  zugehörige  Strahlsystem  des  Netzes. 
Hieraus  ergiebt  sich  sofort  eine  zweite  Bestimmungsart  durch 

2)  ein  Tripel  conjugirter  Funläe  BB^^B^  des  Netzes  und  eine  be- 
liebige Gerade  Stg  m^it  dem  ihr  zugehörigen  Punktsystem;  denn  die  drei 
Verbindungslinien  (B^B.,)  = 'ä,  {B,B)  =  %„  {BB,)  =  %,  mögen  die 
Gerade  Slg  beziehlich  in  den  Punkten  aa^a^  treffen;  seien  die  drei  con- 
jugirten  Punkte  zu  diesen  in  dem  auf  SI3  gegebenen  Punktsystem 
aa^a^,  so  treffen  sich  aB,  cc^Bi,  «2-^2  i^  einem  Punkte  B^,  dem  Pol 
von  Stg,  und  zugleich  treffen  sie  StSliSlg  i^  solchen  Punkten  aa^^a.,, 
welche  auf  diesen  drei  Geraden  conjugirt  sind  den  Punkten  aa^^a.y^  da 
nun  je  zwei  Tripelpunkte  ausserdem  ein  zweites  Paar  conjugirter 
Punkte  sind,  so  kennen  wir  die  Punktsysteme  auf  zwei  conjugirten 
Strahlen  des  Netzes,  also  nach  1)  das  ganze  Netz.  In  analoger  Weise 
ist  das  Netz  bestimmt  durch  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen  und  ein 
beliebiges  Strahlsystem  jBg,  welches  dem  Netze  zugehören  soll.  Ferner 
ergiebt  sich,  dass  es  auch  bestimmt  wird  durch 

3)  ein  Tripel  eonjugirter  Punkte  BB^B.^  und  ein  beliebiges  Paar  von 
Pol  und  Polare:  B^  und  SI3;  denn  möge  5I3  die  beiden  Verbindungs- 
linien B.)B^  und  B^B  in  a  und  a^  treffen,  und  seien  die  Schnittpunkte 
(BB.,,  B.,Bj)  =  cc,  (B^Bq,  B^B)  ==  a^,  so  sind  a  und  a,  sowie  a^ 
und  «1  conjugirte  Punkte  des  Netzes,  und  da  auch  zwei  Tripelpunkte 
immer  conjugirt  sind,  so  kennen  wir  die  Punktsysteme  auf  zwei  con- 
jugirten Strahlen  des  Netzes,  mithin  nach  1)  das  ganze  Netz.  Um- 
ständlicher wird  die  Bestimmung  des  Netzes  durch 

4)  ein  Tripel  conjugirter  Punkte  BB^B.^  und  zwei  beliebige  Paare 
p  und  7t,  Pi  und  Tt^,  welche  conjugirte  Punkte  sein  sollen.  Hier  können 
wir  so  verfahren,  dass  wir  durch  tc  eine  beliebige  Gerade  ziehen,  die- 
selbe als  Polare  von  p  auffassen,  wodurch  dann  nach  3)  das  Netz  be- 
stimmt ist,  und  für  das  so  bestimmte  Netz  die  Polare  zu  p^  con- 
struiren;  verändern  wir  dann  die  durch  tc  angenommene  Gerade,  so 
verändert  sich  auch  die  zuletzt  construirte  Polare;  sobald  es  vor- 
kommt, dass  sie  durch  den  gegebenen  Punk^  jTj^  geht,  ist  das  Netz 
den  gegebenen  Bedingungen  gemäss  bestimmt.     Die  dabei  eintretende 
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Veränderung  lässt  sich  aber  leicht  überschauen,  wenn  wir  folgende  Be- 
merkung vorausschicken:  Das  Punktsystem  auf  einer  Geraden  ist  durch 
zwei  Paare  conjugirter  Punkte  a  und  a,  h  und  ß  bestimmt,  und  zu 
einem  dritten  Punkte  c  kann  der  conjugirte  y  nach  S.  66  so  gefunden 
werden  (Fig.  93):    durch   c   ziehe  man  eine   beliebige  Gerade,  nehme 

Fig.  93. 


auf  ihr  zwei  Punkte  P  und  Q  an,  suche  die  Schnittpunkte: 

{Pa,  Qh)  =  B  {Pß,  Qa)  =  S, 
dami  geht  RS  durch  y,  wegen  der  Eigenschaft  des  vollständigen 
Vierecks  PQRS,  dessen  Seiten  eine  Transversale  in  sechs  Punkten 
einer  Involution  schneiden.  Wenn  wir  nun  von  den  vier  zur  Be- 
stimmung des  Punktsystems  erforderlichen  Punkten  aahß  drei  aa 
und  b  festhalten,  den  vierten  ß  aber  verändern,  so  variirt  das 
Punktsystem,  und  zu  dem  festen  Punkt  c  gehört  jedesmal  ein  an- 
deres y;  aus  der  Construction  geht  aber  hervor,  dass  bei  der  Be- 
wegung von  /3,  während  die  Punkte  aahcPQ  festgehalten  werden, 
auch  R  fest  bleibt,  S  dagegen  sich  verändert,  indem  es  auf  Qa  eine 
mit  ß  perspectivisch  liegende  Punktreihe  durchläuft;  y  durchläuft 
wiederum  eine  mit  S  perspectivische  Punktreihe,  also  beschreiben  auch 
ß  und  y  zwei  aufeinanderliegende  projectivische  Punktreihen,  deren 
Doppelelemente  a  und  a  werden. 

Dies  vorausgeschickt,  sei  nun  BB^B^  das  gegebene  Tripel,  also 
{B^B^)  ■=  %  und  {B.^B)  =  St^  sind  conjugirte  Strahlen-,  S(  werde  von 
pB  und  p^B  in  a  und  h  getroffen,  St^  dagegen  von  pB^  und  p^B^  in 
a^  und  &i;  wenn  wir  durch  7t  eine  beliebige  Gerade  2  ziehen,  welche 
%  und  2lj  in  a  und  a^^  trifft,  und  auf  St  das  durch  die  Paare 
jBg-^i  und  aa,  dagegen  auf  2t^  das  durch  die  Paare  B2B  und  %aj 
bestimmte  Punktsystem  auffassen  und  in  dem  ersten  zu  h  den  con- 
jugirten  Punkt  ß,  in  dem  andern  zu  h^  den  conjugirten  Punkt  ß^  be- 
stimmen, so  ist  ßßi  die  Polare  von^^;  indem  wir  nunmehr  die  Gerade 
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£  um  den  Punkt  tc  drehen,  verändern  sich  a  und  «^  und  mit  ihnen 
ß  und  /3i;  aus  der  vorausgeschickten  Hülfsbetrachtung  geht  hervor, 
dass  ß  und  a  projectivische  Punktreihen  beschreiben,  deren  Doppel- 
elemente JB.^  und  i?i  sind;  ebenso  beschreiben  ß^  und  a^  projectivische 
Punktreihen  mit  den  Doppelpunkten  B.^  und  B]  a  und  «^  durchlaufen 
aber  perspectivische  Punktreihen,  deren  Projectionspunkt  tc  ist,  folg- 
lich beschreiben  auch  ß  und  ß^  projectivische  Punktreihen  auf  den 
Trägern  St  und  %^,  und  dieselben  liegen  perspectivisch;  denn  sobald 
a  nach  B2  kommt,  geht  auch  «^  dahin,  nach  dem  Vorigen  aber  auch 
ß  und  j3i,  mithin  fallen  in  den  Schnittpunkt  der  Träger  entsprechende 
Punkte  der  projectivischen  Pimktreihen,  diese  liegen  daher  perspecti- 
visch, also  ßßj^  läuft  durch  einen  festen  Punkt  0,  der  durch  zwei  be- 
liebig gewählte  Lagen  für  2  leicht  zu  construiren  ist.  Auch  sehen  wir, 
dass  diese  Polare  ßß^  =  S^  ^^^  Punktes  p^  ein  Strahlbüschel  beschreibt, 
welches  projectivisch  ist  mit  dem  von  S  beschriebenen.  Durch  den 
letzten  gegebenen  Punkt  n^  giebt  es  also  nur  eine  einzige  Gerade  2^, 
nämlich  die  Verbindungslinie  Tt^o  (es  müsste  denn  der  besondere  Fall 
eintreten,  dass  Jt^  mit  0  zusammenfiele,  dann  wäre  das  Netz  unbestimmt); 
ziehen  wir  nach  der  Construction  des  Punktes  0  den  Strahl  Tt^o  und 
nehmen  diese  Gerade  als  Polare  von  p^,  so  ist  das  Netz  durch  dieses 
Paar  von  Pol  und  Polare  und  durch  das  Tripel  I?^il?2  nach  3)  völlig 
bestimmt  und  genügt  offenbar  den  verlangten  Bedingungen;  das  Netz 
ist  also  im  Allgemeinen  vollkommen  und  eindeutig  bestimmt  durch 
die  gegebenen  Bestimmungsstücke  und  die  Construction  desselben  aus 
der  vorigen  Betrachtung,  wenn  auch  etwas  umständlich,  doch  allein 
mittelst  des  Lineals  ausführbar.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  diese 
Construction,  wenn  wir  für  die  eine  Lage  von  2  die  Gerade  7t B 
und  für  die  andere  Lage  7t B^  nehmen;  dann  fällt  das  eine  Mal  «^ 
nach  B,  folglich  auch  /3j  nach  J5,  das  andere  Mal  a  nach  JÖ^  und 
auch  ß  nach  B^,  und  der  Punkt  0  wird  auf  folgende  Art  gefunden: 

Sind  das  Tripel  B^B^B  und  das  Paar  conjugi^ter  Punkte  p,  7t 
gegeben,  so  ziehe  man  BB.^,  BB^  und  Bp,  Bti,  wodurch  man  zwei 
Paar  Strahlen  erhält,  welche  ein  Strahlsystem  bestimmen,  und  suche 
den  zu  Bp^  conjugirten  Strahl  dieses  Strahlsystems;  zweitens  ziehe 
man  B^B^,  B^B  und  B^p,  B^7t,  wodurch  man  zwei  Strahlenpaare 
eines  andern  Strahlsystems  erhält,  in  welchem  man  den  dem  Strahle 
B^p^  conjugirten  aufsuche;  diesem  und  der  vorige  in  dem  Strahlsystem 
{B)  schneiden  sich  im  gesuchten  Punkt  0;  man  erhält  auch  ein  drittes 
Strahlsystem  in  B.^  durch  die  Strahlenpaare  B.^B,  B.^B^^  und  B^p,  B.^tc, 
und  der  zu  B^p^  conjugirte  Strahl  des  letzten  Strahlsystems  muss  eben- 
falls durch  0  gehen.    Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz:  Für  alle  Netze,  welche 
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ein  Tripel  BB^B^  und  ein  Paar  conjugirter  Punkte  p,  n  gemeinschaftlich 
haben,  laufen  die  Polaren  eines  und  desselben  Punktes  (p^)  durch  einest 
festen  Punkt  (o)  (§.  62). 

Eine  einfachere  Construetion  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  aus 
der  Bemerkung,  dass  die  sechs  Ecken  zweier  Polardreiecke  eines 
Polarsystems  allemal  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  und  gleichzeitig 
die  sechs  Seiten  dieser  beiden  Dreiecke  einen  Kegelschnitt  berühren 
(S.  415),  Sind  demnach  das  Polardreieck  BB^B^  und  zwei  Paare  con- 
jugirter Punkte  pn  und  p^n^  gegeben,  so  legen  wir  durch  BB^B^pit 
einen  Kegelschnitt  ÜT^^^  und  durch  BB^B^p^it^^  einen  Kegel- 
schnitt Kf^]  dieselben  haben  noch  einen  vierten  gemeinschaftlichen 
Punkt  X,  welcher  linear  zu  construiren  ist  (Seite  238).  Alle  Kegel- 
schnitte ^^'^\  welche  dem  Dreiseit  BB^B^  einbeschrieben  sind  und 
gleichzeitig  die  Verbindungslinie  j?)jr  berühren,  bilden  eine  Kegel- 
schnittschaar  ;S^(^(^))  von  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  und  die 
Tapgentenpaare  aus  dem  Punkte  x  an  die  Kegelschnitte  dieser  Schaar 
bilden  ein  Strahlsystem  (Seite  280),  dessen  Strahlenpaare  den  Kegel- 
schnitt K^'^'^  in  Punktpaaren  durchbohren;  die  Durchbohrungssehnen 
derselben  laufen  durch  einen  festen  Punkt  (Sehnenpol)  o  (Seite  151). 
In  gleicher  Weise  werden  alle  Kegelschnitte  ^'-p,  welche  dem  Dreiseit 
BB1B2  einbeschrieben  sind,  und  zugleich  die  Verbindungslinie  PiTt^^ 
berühren,  eine  Kegelschnittschaar  /S'(^f))  von  vier  gemeinschaftlichen 
Tangenten  bilden,  und  die  Tangentenpaare  aus  dem  Punkte  x  an  die 
Kegelschnitte  dieser  Schaar  werden  ebenfalls  ein  Strahlsystem  bilden, 
dessen  Strahlönpaare  den  Kegelschnitt  K[^'^  in  Punktpaaren  durch- 
bohren; diese  Durchbohrungssehnen  laufen  gleichfalls  durch  einen  festen 
Punkt  (Sehnenpol)  0^.  Die  Verbindungslinie  oo^  =  X  ist  alsdann  die 
Polare  von  x  in  dem  durch  die  gegebenen  Stücke  bestimmten  Polar- 
systeme und  dieses  ist  daher  vollständig  bekannt,  da  man  ein  Tripel 
BB^B^  und  ein  Paar  von  Pol  und  Polare  desselben  kennt,  nach  der 
Construetion  3).  Man  kann  noch  die  dritten  Tripelpunkte  zu.  pn  und 
P^n^  finden,  indem  man  den  besonderen  Kegelschnitt  construirt,  welcher 
die  Seiten  des  Dreiecks  BB^B.^  und  die  Geraden  pn  und  X.  berührt; 
die  Tangenten  aus  p  und  n  an  diesen  Kegelschnitt  treffen  sich  in  dem 
dritten  Tripelpunkt  zu  pn.  In  ähnlicher  Weise  findet  man  den  dritten 
Tripelpunkt  zu  p^n^^. 

5)  Zwei  Tripel  conjugirter  Punkte  BB^B.^  und  B^B^^B^  enthalten 
mehr  Elemente,  als  zur  Bestimmung  des  Netzes  erforderlich  und  aus- 
reichend sind;  wenn  diese  sechs  Punkte  aber  der  Bedingung  genügen, 
dass  sie  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  (S.  415),   so  ist  wiederum  das 
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Netz  vollkommen  mid  eindeutig  durch  sie  bestimmt;  es  genügt  alsdann, 
zu  seiner  Construetion  das  Tripel  BB^B.^  und  das  Paar  von  Pol  und 
Polare:  B^  und  B^^B.^^  zu  wählen,  wodurch  nach  3)  das  Netz  be- 
stimmt wird,  dann  müssen  B^^  und  i^o^  von  selbst  ein  Paar  conjugir- 
ter  Punkte  sein. 

An  die  in  1)  enthaltene  Entstehungs weise  des  Netzes  durch  zwei 
Punktsysteme,  deren  Träger,  oder  zwei  Strahlsysteme,  deren  Mittel- 
punkte conjugirte  Elemente  sind,  knüpft  sich  noch  eine  neue  Bestim- 
mungsart durch  ein  Punktsystem  und  ein  Strahlsystem,  welche  per- 
spectivisch  liegen  und  Pol  und  Polare  des  Netzes  liefern;  hierdurch 
allein  ist  aber  das  Netz  noch  nicht  völlig  bestimmt;  zu  seiner  Be- 
stimmung ist  noch  erforderlich  ein  Paar  conjugirter  Punkte  oder 
Strahlen;  also: 

6)  ein  StraJilsystem  mit  dem  Mittelpunkt  B,  das  auf  einer  heliehigen 
Geraden  %  durch  das  Strahlsystem  ausgeschnittene  PunJäsystem,  die  Be- 
dingung, dass  B  und  51  Pol  und  Polare  des  Netzes  seien  mit  den  ihnen 
zugehörigen  Systemen,  und  endlich  noch  ein  heliebiges  Paar  .conjugirter 
Punkte  p,  %  bestimmen  das  Netz  vollständig;  treffe  nämlich  pn  die 
Gerade  %  in  s,  und  sei  6  der  conjugirte  Punkt  in  dem  auf  St  gegebe- 
nen Punktsystem,  so  wird  Bö  die  Polare  von  s  sein,  also  pit  in  einem 
solchen  Punkte  6  treffen,  dass  pn,  sa'  zwei  Paare  conjugirter  Punkte 
sind,  welche  das  dem  Netze  zugehörige  Punktsystem  auf  dieser  Ge- 
raden bestimmen;  nehmen  wir  daher  irgend  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  Bj^B.^  des  auf  %  gegebenen  Punktsystems,  so  haben  wir  ein 
Tripel  BB^B^  und  ausserdem  ein  Punktsystem  auf  |)ä,  wodurch  das 
Netz  nach  2)  bestimmt  ist.  In  gleicher  Weise  ist  das  Netz  bestimmt, 
sobald  Pol  und  Polare  mit  ihren  Systemen  und  ein  beliebiges  Paar 
conjugirter  Strahlen  gegeben  sind.  , 

7)  Zwei  beliebige  Paare  von  Pol  und  Polare:  B  und  %,  B^  und  %^, 
und  ein  Paar  conjugirter  Punkte  p,  n  bestimmen  das  Netz  ebenfalls 
eindeutig;  sei  der  Schnittpunkt  (^,  %^)  =  B.^  und  die  Verbindungslinie 
(BBi)  =  %.>,  so  sind  auch  B.^  und  %.,  ein  Paar  von  Pol  und  Polare; 
bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte  (SlSl^)  =  ß  ^^^^  (^1^2)  ==  ^u  so 
haben  wir  auf  5(^  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  BB  und  B^B^,  also 
das  ganze  dem  Netze  zugehörige  Punktsystem  und  zugleich  das  mit 
ihm  perspectivische  Strahlsystem  in  B.^,  welches  dem  Netze  zugehört, 
weil  B.J  der  Pol  von  5(^>  ist;  wir  haben  nun  ausserdem  noch  ein  Paar 
conjugirter  Punkte  ^^tt,  wodurch  nach  dem  vorigen  Falle  6)  das  Netz 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt  wird. 

8)  Drei  beliebige  Paare  von  Pol  und  Polare:  B  und  5t,  B^  und  St^, 
B.>  und  5t„  enthalten  mehr  Elemente,  als  zur  Bestimmung  des  Netzes 
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erforderlich  sind;  wir  können  indessen  die  Abhängigkeit  ermitteln, 
in  welcher  diese  sechs  Stücke  zu  einander  stehen  müssen,  damit 
sie  das  Netz  bestimmen.  Nehmen  wir  B  und  51,  B^  und  ^l^ 
und  den  Punkt  B^  willkürlich  an  (Fig.  94),  so  ist  die  Verbin- 
dungslinie (BBi)  =  %^  die  Polare  des  Schnittpunktes  (ß.,  5li)  =  B.^; 
das  Punktsystem   auf  %^  ist   bestimmt  durch   zwei   Paare   conjugirter 

Fig.  94. 


Punkte:  B  und  den  Schnittpunkt  33  =  (5t,  5(3),  B^  und  den  Schnittpunkt 
^1  =  (5Ii,  5(3);  ziehen  wir  B^B^,  so  muss  der  Pol  dieser  Geraden  auf 
5(3  liegen  und  der  conjugirte  Punkt  a  zu  dem  Schnittpunkte  s  sein, 
in  welchem  -B^jög  die  Slg  trifft;  es  sind  also  B.^  und  6  conjugirte  Punkte, 
d.  h.  die  Polare  von  B.^  muss  durch  6  gehen;  sie  ist  mithin  nicht 
mehr  vollkommen  frei,  sondern  muss  durch  einen  bestimmten,  von 
den  beiden  andern  Paaren:  B  und  51,  -Bj  und  Sl,  und  dem  Punkt  B^ 
abhängigen  festen  Punkt  6  gehen;  ziehen  wir  durch  a  eine  beliebige 
Gerade  ^Ig  als  Polare  von  B,^,  so  ist  jetzt  das  Netz  bestimmt,  und  die 
Abhängigkeit  der  drei  Punkte  BB^B,^  und  ihrer  Polaren  %%i%.^  von 
einander  stellt  sich  in  folgender  Weise  heraus:  sei  der  Schnittpunkt 
{%^  5(2)  =  /3„  der  Schnittpunkt  {%,  %.,)  =  ß  und  (Bß,  BJ^)  =  0,  dann 
gehen  in  dem  vollständigen  Viereck  ßoß^B.^  zwei  Seitenpaare  durch  die 
Punkte  B'^  und  B^^^  des  auf  Stg  befindlichen  Punktsystems,  vom  dritten 
Seitenpaar  geht  ein  Theil  ßß^  durch  ö,  folglich  der  andere  B^o  durch  den 
conjugirten  Punkt  s,  d.  h.  Bß,  B^ß^,  B^B^  schneiden  sich-  in  einem 
Punkte  0;  nun  sind  aber  BB^B.^  die  Ecken  eines  Dreiecks  und  B^ßßi 
die  Ecken  des  von  den  drei  Polaren  St^li^f^  gebildeten  Dreiseits;  diese 
beiden  Dreiecke  liegen  also  perspectivisch  (S.  155),  und  es  gilt  der 
Satz:  Hat  man  in  einem  Netze  drei  beliebige  Punkte  BB^B.^  und  deren 
drei  Folarell  SlSti^tg,  tvelcJie  sich  paarweise  in  den  Punkten  (%  5ti)  =  B2, 
(5(i,  21^)  =  B,  (51^,  5()  =  Bj  schneiden,  so  liegen  die  beiden  Breiecke  BB^B^ 
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und  BB^B.2^  2>erspectivisc}i ,  d.  Ji.  BB,  B^B^,  B^B.^  schneiden  sich  in  einem 
Punkte.  Hieraus  folgt  die  gleichbedeutende  Bedingung,  dass  die  Schnitt- 
punkte: (%,  B,B.^,  (%,  B.,B)  und  {%.„  BB,)  drei  Punkte  in  gerader 
Linie  sein  müssen.  Um  dann  zu  irgend  einem  Punkte  P  in  der  Ebene 
die  Polare  ü  zu  construiren,  kann  man,  wie  leicht  nachzuweisen  ist, 
in  folgender  Weise  verfahren:  Man  ziehe  Pjö,  welches  ^l^  in /S^  treffe, 
undPPi,  welches  51  in  ß  treffe,  dann  wird  (ßß^^BB^)  =  x  ein  Punkt  der 
Polare  ii  sein;  bestimmt  man  in  gleicher  Weise  die  Schnittpunkte: 

so  trifft  ihre  Verbindungslinie  B^B^  in  y^  einem  zweiten  Punkte  der 
gesuchten  Polare  £;  diese  ist  also  schon  bekannt;  man  kann  noch 
einen  dritten  Punkt  z  von  ihr  finden,  indem   man   die   Schnittpunkte: 

(PP„  %)  (PP,  %) 
verbindet  und  diese  Verbindungslinie  bis  zum  Schnittpunkte  mit  PP^ 
verlängert,  welcher  z  ist.  Dies  liefert  einen  Satz,  welcher  unabhängig 
vom  Netze  gilt.  Nun  können  wir  auch  rückwärts  schliessen:  Wenn  die 
zur  Bestimmung  des  Netzes  gegebenen  drei  Paare  P  und  %,  B^  und 
%y,  B^  und  ^^  der  Bedingung  genügen,  dass  die  beiden  Dreiecke 
BB^B^  und  ^Slj^il^  beziehlich  perspectivisch  liegen,  dann  ist  ein 
Netz  durch  sie  vollständig  und  eindeutig  bestimmt. 

9)  Ztvei  heliehige  Punktsysteme  auf  den  Trügern  ?l  und  Slj,  ivelche 
nicht  conjugirte  Stralden  sein  sollen,  und  irgend  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  p,  n  bestimmen  das  Netz.  Sei  P^,  der  Schnittpunkt  der  beiden 
Geraden  51  ^l^,  dann  ist  die  Verbindungslinie  derjenigen  beiden  Punkte 
der  Träger,  welche  ihrem  Schnittpunkte  in  den  gegebenen  Punktsystemen 
conjugirt  sind,  die  Polare  von  P^,;  auf  der  Verbindimgslinie  pn 
kennen  wir  nur  dies  eine  Paar  conjugirter  Punkte;  wäre  uns  das  ganze 
Punktsystem  auf  dieser  Geraden  bekannt,  und  bezeichnen  wir  ihren 
Schnittpunkt  mit  51  durch  Pj,  mit  51^  durch  P,  so  hätten  wir  auch 
die  Polaren  von  P  und  B^,  indem  wir  die  ihnen  conjugirten  Punkte 
in  den  beiden  Paaren  von  Punktsystemen  verbinden,  deren  Träger 
sich  einmal  in  P,  das  andere  Mal  in  Pj  treffen;  wir  hätten  dann  also 
drei  Paare  von  Polen  und  Polaren,  welche  der  in  8)  gefundenen  Bedingung 
Genüge  leisten.  Sei  nämlich  (Fig.  95)  in  dem  auf  51  gegebenen  Punkt- 
system dem  P2  conjugirt  ß.^,  dem  Pj  conjugirt  &^,  in  dem  auf  5li 
gegebenen  Punktsystem  dem  B^  conjugirt  h.^,  dem  P  conjugirt  ß  und 
endlich  in  dem  auf  der  Verbindungslinie  (B B^)  =  5I2  angenommenen 
Punktsystem  dem  P  conjugirt  6,  dem  P^  conjugirt  /3j,  dann  sind  hß,' 
\ßi,  h^ß.^  beziehlich  die  Polaren  von  BB^B./,  es  müssen  nun  die  Seiten 
dieses  Polar  dreisei  ts  die  entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  BB^B.^  in 
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drei  Punkten  einer  Geraden  treffen,  nämlich  (hß^,  -B^i)  =  o^,  (hßjB^B^) 
Fig.  95.  =  o>  ih  ßi  ^  -^2  ^)  =  Ol ;  von  diesen 

drei  auf  einer  Geraden  liegenden 
Punkten  O2OOJ,  ist  einer,  nämlich 
Oj,,  gegeben  als  der  Schnittpunkt 
der  durch  die  beiden  Punkt- 
systeme auf  5t  9(,  bekannten  Po- 
lare von  B.^  mit  der  Verbindungs- 
linie j>;r.  Wir  können  also  durch 
den  bekannten  Punkt  o^  eine  ver- 
änderliche Gerade  2  ziehen,  durch 
welche  dann  das  Netz  völlig  be- 
stimmt wird,  und  für  dieses  so 
bestimmte  Netz  zu  dem  gegebenen 
festen  Punkte  p  den  conjugirten 
Punkt  auf  Slg  bestimmen;  mit 
der  Veränderung  von  ß  verändert 
sich  auch  der  zuletzt  construirte 
Punkt,  und  es  wird  nur  einmal  vorkommen,  dass  er  mit  dem  gegebe- 
nen Punkte  71  zusammenfällt;  durch  diese  besondere  Lage  der  Geraden 
ß  ist  alsdann  das  Netz  allen  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss  bestimmt. 
Es  ist  leicht  in  der  Figur  zu  verfolgen,  wie  sich  mit  der 
Drehung  von  £  um  0.,  das  durch  sie  bestimmte  Punktsystem  auf 
5I2,  also  auch  der  dem  festen  Punkt  p  jedesmal  conjugirte  Punkt 
p  verändert.  In  der  That  0  und  o^  beschreiben  zwei  perspecti- 
vische  Punktreihen  auf  51  und  ^Ij,  also  hj^o^  und  ho  zwei  projectivische 
Strahlbüschel,  die  Punkte  ß^  und  b  zwei  projectivische  Punktreihen 
auf  SI2  der  Art,  dass,  wenn  ß^  nach  B  gelangt,  h  nach  B^  kommt 
und  zugleich,  wenn  ß^  nach  B^  kommt,  h  nach  B  gelangt;  also  ßy 
und  b  erzeugen  bei  der  Bewegung  selbst  ein  neues  Punktsystem,  von 
dem  B  und  B^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  bilden.  Nun  bestimmen  die 
beiden  Paare  Bh  und  i>\/3i  dasjenige  Punktsystem  auf  5C?  für  welches 
der  dem  festen  Punkt  ^)  conjugirte  p  bestimmt  werden  muss;  nach  der 
bekannten,  schon  öfters  angewendeten  Construction  eines  sechsten  Punktes 
der  Involution  ziehen  wir  durch  ^>  irgend  eine  Gerade,  nehmen  zwei 
beliebige  Punkte  F  und  Q  derselben,  bestimmen  die  Schnittpunkte: 

{PB,QB,)  =  R',      {Fß„Qh)  =  S, 
dann  trifft  BS  die  Gerade  '^^  ^^   ^^^^^   gesuchten   Punkte   p.     Bei   der 
auszuführenden    Bewegung    wird    li  fest   bleiben   und    S  einen   Kegel- 
schnitt beschreiben,  weil   b  und  ß^^   projectivische  Punktreihen  durch- 
laufen; dieser  Kegelschnitt  geht  durch  P  und  Q,   aber  auch  durch  it. 
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weil,  wenn  ß^  nach  B  gelangt,  h  nach  B^  kommt;  folglich  beschreibt 
RS  ein  Strahlbüschel,  welches  mit  PS  projectivisch  ist,  also  auch 
mit  der  Punktreihe  ß^  und  h,  daher  mit  o^,  o  und  schliesslich  mit  dem 
von  der  Geraden  S  erzeugten  Strahlbüschel;  der  Schnittpunkt  p  der 
Geraden  BS  mit  Slg  beschreibt  daher  eine  Punktreihe,  welche  mit  dem 
durch  die  Bewegung  von  S  hervorgerufenen  Strahlbüschel  projectivisch 
ist.  Nachdem  diese  projectivische  Beziehung  erkannt  und  durch  eine 
einfache  Construction,  zu  welcher  man  nur  des  Lineals  bedarf,  her- 
gestellt ist,  leuchtet  es  ein,  dass  nur  für  eine  einzige  bestimmte  Lage 
von  ß  der  veränderliche  Punkt  p  mit  dem  gegebenen  7t  zusammen- 
fallen kann,  und  diese  Lage  von  ii  ist  durch  die  bekannte  projectivi- 
sche Beziehung  allein  mittelst  des  Lineals  zu  ermitteln,  indem  man 
zu  dem  gegebenen  Punkte  it,  als  der  Punktreihe  (p)  angehörig,  den 
entsprechenden  Strahl  des  Strahlbüschels  (2)  aufsucht.  Hierdurch 
Avird  nun  die  letzte  gegebene  Bedingung  erfüllt,  dass  p  und  %  conju- 
girte  Punkte  d^s  Netzes  seien;  das  Netz  ist  also  vollständig  und  ein- 
deutig durch  die  oben  angegebenen  Stücke  bestimmt.  Die  Construction 
wird  zwar  in  vollständiger  Ausführung  etwas  umständlich,  aber  ohne 
Schwierigkeit    und    ist   allein  mittelst  des  Lineals    zu  bewerkstelligen. 

In  analoger  Weise  ist  das  Netz  durch  zwei  beliebige  Strahl- 
systeme (B)  und  (-Bi),  deren  Mittelpunkte  nicht  conjugirte  Punkte 
sein  sollen,  und  ein  beliebiges  Paar  conjugirter  Strahlen  l,  k  voll- 
ständig und  eindeutig  bestimmt. 

Eine  einfachere  und  weit  übersichtlichere,  wenn  auch  nicht  mehr 
lineare  Construction  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ableiten: 

Sei  xi,  ein  veränderliches  Punktpaar  des  auf  dem  Träger  %  ge- 
gebenen Punktsystems,  x^i,^  ein  solches  auf  dem  Träger  21^  und  ^;r 
das  einzeln  gegebene  Paar  conjugirter  Punkte;  denken  wir  uns  den 
ersten  Punkt  p  mit  den  Paaren  x|  und  x^i,^  durch  Strahlenpaare  ver- 
bunden, so  erhalten  wir  in  p  zwei  auf  einander  liegende  Strahlsysteme, 
welche  im  Allgemeinen  ein  gemeinschaftliches  Strahlenpaar  haben. 
(S.  58  und  158).  Dieses  kann  nur  dann  imaginär  werden,  wenn  beide 
Punktsysteme  (xi,)  und  (^,  ^i)  hyperbolisch  sind;  ein  Fall,  den  wir 
nachträglich  erledigen  wollen.  Ist  das  gemeinschaftliche  Strahlenpaar 
durch  p  ermittelt  und  trifft  es  %  und  91^  in  den  Punktpaaren  it'^|^, 
x^^i^Pj  so  dass  also 

{xPxP,  iPiP)=p     ist, 
dann  bestimmen  wir  den  Punkt: 

{xPif,   IPXP)  =  7l' 
imd    erhalten,    da  j)    und    ti^   nach    Hesse  s    Satz    (S.  419)    conjugirte 
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Punkte  des  Netzes  sein  müssen,  die  Verbindungslinie  nn^  als  Polare 
von  p. 

In  gleicher  Weise  operiren  wir,  indem  wir  den  Punkt  jr  an  Stelle 
von  p  setzen  d.  h.  die  beiden  durch  7t  mit  den  gegebenen  Punkt- 
systemen (x^)  .und  (*ilj)  perspectivisch  liegenden  Strahlsysteme  und 
deren  gemeinschaftliches  Strahlenpaar  ermitteln,  welches  %  und  %  in 
den  Punktpaaren  x''^'^,  ic=^|f  trifft,  so  dass 

(X^'X'^,    l'^lf )  =  7t 

und     (x^'i'^,  ^"x"^)  =p^     wird; 
dann  ist  j^P^  di«  Polare  von  7t]  der  Schnittpunkt: 

(7t7t\   pp^)  =  p 

ist  also  der  Pol  der  Verbindungslinie  p7t  und  wir  haben  ein  Tripel 
p7tp  und  ausserdem  eines  der  beiden  Punktsysteme  2(  (x^)  oder  51^  (^ilO, 
wodurch  das  Netz  nach  2)  vollständig  bestimmt  ist. 

Nur  in  dem  Falle,  dass  beide  Punktsysteme  %  (x^}  und  STj  (*'ili) 
hyperbolisch  sind,  kann  die  Construction  wegen  imaginärer  Elemente 
illusorisch  werden;  dies  ist  aber  gerade  der  einfachste  Fall;  dann 
muss  nämlich  das  Netz  hyperbolisch  sein  und  der  Kernkegelschnitt 
(S.  422)  durch  die  vier  Asymptotenpunkte  der  beiden  gegebenen  hy- 
perbolischen Punktsysteme  aa,  a^cci  hindurchgehen.  Betrachten  wir 
ausserdem  jjtt  als  die  Asymptotenpunkte  eines  hyperbolischen  Piinkt- 
systems  auf  der  Verbindimgslinie  jJTt  =  2,,  so  können  wir  durch 
drei  Punkte  aa«!  und  je  zwei  conjugirte  Punkte  dieses  hyperbolischen 
Punktsystems  auf  £  Kegelschnitte  legen,  welche  nothwendig  durch 
einen  vierten  festen  Punkt  s  laufen  müssen  (S.  235);  ist  s  ermittelt, 
so  Avird  der  durch  aa  a^a^  und  s  gelegte  Kegelschnitt  der  Kernkegel- 
schnitt des  Netzes,  also  dieses  vollständig  bestimmt  sein. 

10)  Drei  heliebige  PunJctsysteme  auf  den  Trägern  ^t^lj^l^  enthalten 
mehr  Elemente,  als  zur  Bestimmung  des  Netzes  ausreichend  sind; 
wir  können  indessen  aus  dem  Vorigen  die  Bedingung  ermitteln,  welche 
erfüllt  werden  muss,  damit  das  Netz  durch  dieselben  bestimmt  wird 
und  die  Bestimmungsstücke  keinen  Widerspruch  enthalten.  Es  ist 
nämlich  schon  in  9)  angegeben,  dass,  wenn  für  den  Schnittpunkt 
(Slj,  5I2)  die  beiden  conjugirten  Punkte  auf  diesen  Trägern  h  und  ß, 
für  den  Schnittpunkt  (%.^,  %)  die  conjugirten  Punkte  b^  und  ß^,  endlich 
für  den  Schnittpunkt  (%,  StJ  die  conjugirten  Punkte  &2  und  ß^  sind,  die 
drei  Verbindungslinien  hß,  h^^ßi,  h^ß^  die  Polaren  jener  drei  Schnitt- 
punkte sein  werden  und  daher  die  drei  Punkte: 

(&/3/21)        {h,ß„  %,)        {h,ß„  %,) 
in   einer  Geraden  liegen  müssen.     Ist  diese  Bedingung   für  die  Lage 
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der    drei    Punktsysteme    erfüllt,    so    bestimmen    sie    ein   Netz,    dessen 
Construction  aus  8)  sich  ergiebt. 

11)  Ein  Punläsystem  auf  dem  Träger  %,  ein  Paar  von  Pol  und  Polare: 
Bi  und  5(i  und  ein  Paar  conjugirter  Punläe  p  und  it  bestimmen  das 
Netz.  Sei  nämlich  der  Schnittpunkt  (5131^)  =  6'  und  a  sein  conjugirter 
Punkt  in  dem  auf  21  gegebenen  Punktsystem,  so  wird  B^0  die  Po- 
lare von  s  sein  und  21^  in  einem  solchen  Punkte  t  treffen,  dass  B^^st 
ein  Tripel  conjugirter  Punkte  ist;  nehmen  wir  auf  %  irgend  ein  Paar 
conjugirter  Punkte  TC^p^^  des  gegebenen  Punktsystems,  so  haben  wir 
zur  Construction  des  Netzes  ein  Tripel  und  zwei  Paare  conjugirter  Punkte, 
wodurch  also  das  Netz  bestimmt  wird  und  nach  4)  zu  construireu  ist; 
dass  dabei  die  Punkte  p^n^  mit  einem  Tripelpunkte  (s)  in  gerader 
Linie  liegen,  ändert  im  Wesentlichen  nichts  in  der  Construction. 

In  analoger  Weise  wird  das  Netz  bestimmt  durch  ein  Paar  von  Pol 
und  Polare,  ein  Strahlsystem  und  ein  beliebiges  Paar  conjugirter 
Strahlen. 

Wir  können  auch  in  folgender  Weise  construiren: 
Ist  x|  ein  veränderliches  Paar  conjugirter  Punkte  des  auf  %  ge- 
gebenen Punktsystems,  so  sind  die  Schnittpunkte: 

{px,  -Jil)  =  y  und  {pl,  nx)  =  ri 
ebenfalls  conjugirte  Punkte  nach  dem  i/esse'schen  Satze  (S.  419)  und 
beschreiben  bei  der  Veränderung  von  x'E,  einen  Kegelschnitt  iC^^ 
während  die  Verbindungslinie  yiq  durch  einen  festen  Punkt  o  der  Ge- 
raden pjc  läuft,  den  vierten  harmonischen,  dem  Schnittpmikte  (2t,  px) 
zugeordneten  Punkt.  Ist  der  Kegelschnitt  K^^^  ermittelt,  so  wird  die 
Verbindungslinie  oB^  ihn  in  einem  besomderen  Punktpaar  y^iq^  treffen; 
diese  Gerade  oB^  trifft  ferner  %^^  in  einem  Punkte  ftj  und  die  beiden 
Punktpaare  y^r(^  und  BJ)^  bestimmen  ein  Punktsystem,  welches  dem 
Netze  zugehört.  Wir  haben  also  zwei  Gerade  mit  den  ihnen  zugehö- 
rigen Punktsystemen  im  Netze,  und  ausserdem  ein  Paar  von  Pol  und 
Polare,  wodurch  das  Netz  mehr  als  bestimmt  ist  und  auf  verschiedene 
Arten  leicht  hergestellt  werden  kann. 

12)  Ein  Punktsystem  auf  dem  Träger  21  und  drei  beliebige  Paare 
conjugirter  Punkte  p  und  n,  p^  und  n^,  p.^  und  tc^  bestimmen  das  Netz. 
Uin  es  zu  construiren,  können  wir  in  folgender,  Weise  verfahren:  Nach 
dem  oben  (Seite  419)  bewiesenen  Satze  sind,  wenn  p,  n  und  x,  | 
irgend  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  sind,  allemal  die  Schnittpunkte: 

(px,    7t^)  =  y  {p^,    %X)  =  7} 

ein  drittes  Paar  conjugirter  Punkte,  und  in  dem  vollständigen  Viereck 
pnx'E,  geht  die  Verbindungslinie  yr]  durch  die  beiden  vierten  harmoni- 
schen Punkte,  welche   zu  dem   Schnittpunkte   der  beiden  Geraden  pjt 
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und  xi,  zugeordnet  harmonisch  liegen,  indem  das  zweite  Paar  zuge- 
ordneter Punkte  einmal  j)7t,  das  andere  Mal  x^  ist;  wählen  wir  nun 
für  p7t  das  erste  gegebene  Paar  conjugirter  Punkte  und  für  x^  ein 
beliebiges  Paar  conjugirter  Punkte  des  auf  dem  Träger  %  gegebenen 
Punktsystems,  so  werden,  indem  wir  das  letztere  Paar  verändern,  sieh 
auch  die  Punkte^  und  rj  verändern,  ihre  Verbindungslinie  aber  wird  durch 
einen  festen  Punkt  o  auf  jjtt,  den  vierten  harmonischen,  dem  Schnitt- 
punkte mit  tl  zugeordneten  Punkt  gehen.  Die  Punkte  y  und  t]  be- 
schreiben, wie  leicht  zu  sehen  ist,  einen  und  denselben  bestimmten 
Kegelschnitt  Ä^^',  weil  ^)^  und  7r|  projectivische  Strahlbüschel  be- 
schreiben und  in  ihnen  auch  pi,  und  Ttx  entsprechende  Strahlen  sind; 
jeder  durch  o  gehende  Strahl  trifft  daher  diesen  vollständig  bestimmten 
und  leicht  herzustellenden  Kegelschnitt  ^^^^  in  einem  Paare  conjugir- 
ter Punkte  des  zu  construirenden  Netzes.  Setzen  wir  an  Stelle  des 
Punktpaares  p7t  das  zweite  gegebene  Punktpaar  2h^i  ^^^^  operiren 
wir  mit  ihm  in  ganz  derselben  Weise,  so  erhalten  wir  einen  zweiten 
Kegelschnitt  ^f)  und  einen  Punkt  Oj  auf  i^iTfi  von  solcher  Beschaffen- 
heit, dass  jeder  durch  o^  gehende  Strahl  den  Kegelschnitt  ^\'^^  in 
einem  Paare  conjugirter  Punkte  des  Netzes  trifft.  Ziehen  wir  nun 
die  Verbindungslinie  oo^,  und  möge  sie  den  Kegelschnitt  Ä^'-^'  in  s  und 
ö,  den  ^p  in  s^  und  6^  treffen,  so  haben  wir  auf  oOi  zwei  Paare 
"conjugirter  Punkte  des  Netzes,  welche  auf  dieser  Geraden  das  ganze 
dem  Netze  zugehörige  Punktsystem  bestimmen;  da  ausserdem  die 
Gerade  Sl  mit  dem  ihr  zugehörigen  Punktsysteme  gegeben  ist,  so 
haben  wir  nunmehr  zwei  bekannte  Punktsysteme  auf  den  Trägern  % 
und  00^,  ausserdem  noch  ein  f*aar  conjugirter  Punkte  ^x^^g,  und  durch 
diese  Stücke  ist  das  Netz  nach  9)  vollkommen  bestimmt. 

Es  ist  hierbei  noch  der  Fall  zu  berücksichtigen,  dass  eines  oder 
beide  Punktpaare  s^,  s^ö^,  welche  zur  Bestimmung  des  Punktsystems 
auf  oöj  dienen,  imaginär  werden;  in  diesem  Falle  werden  sie  vertreten 
durch  die  elliptischen  Punktsysteme,  welche  dem  Träger  oo^  in  Bezug 
auf  die  bekannten  Kegelschnitte  Ä^^^  und  Ä^^  zugehören;  auch  in  dem 
reellen  Falle  können  die  Punktpaare  so,  s^o^i  durch  die  hyperbolischen 
Punktsysteme  vertreten  werden,  Avelche  dem 'Träger  oo^  in  Bezug  auf 
die  beiden  Kegelschnitte^  Ä^^^  und  ^'P^  zugehören;  diese  beiden  Punkt- 
paare haben  nun  im  Allgemeinen  ein  gemeinschaftliches  Paar  conju- 
girter Punkte,  welches  sowohl  zu  s6,  als  auch  zu  s^t?,  harmonisch 
liegen  niuss,  also  die  Asymptotenpunkte  des  neuen  Punktsystems 
liefert,  dessen  Bestimmung  durch  die  Paare  so  und  s^a^  gegeben  wird. 
Wir  schliessen  daher:  Wenn  die  beiden  Punktsysteme  auf  dem  Träger 
oOj  —  oder  auch  nur  eines  —  elliptisch  sind,  so  suchen  wir  ihr  ge- 
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meinschaftliches  Paar  conjugirter  Punkte  (S.  58  und  158);  dieses  ist 
uothwendig  reell,  sobald  eines  oder  beide  Punktsysteme  elliptisch 
sind;  wir  nehmen  dieses  Paar  zu  den  Asymptotenpunkten  eines  dritten 
hyperbolischen  Punktsystems,  welches  auf  dem  Träger  oo^  dem  zu 
bestimmenden  Netze  zugehört,  und  haben  daher  in  jedem  Falle  eine 
völlig  reelle  Construction  des  Netzes. 

In  analoger  Weise  wird  das  Netz  bestimmt  durch  ein  Strahl- 
system und  drei  beliebig  liegende  Paare  conjugirter  Strahlen. 

13)  Ein  Paar  von  Pol  und  Polare:  B  und  %,  und  ausserdem  drei  beliebige 
Paare  conjugirter  Punkte  p  und  n,  j?^  und  jCj^,  p.^  und  n^  bestimmen 
das  Netz.  Um  es  zu  construiren,  bemerken  wir,  dass  zu  dem  Punkte 
B  jeder  beliebige  Punkt  der  Polare  31  als  conjugirter  zu  betrachten 
ist;  nehmen  wir  daher  einen  beliebigen  Punkt  p  auf  der  Geraden  Sl 
und  bestimmen  die  Schnittpunkte  {Bp,  np)  =  x,  {Bjt,p'p)  ==  ^,  so 
sind  nach  dem  oben  angezogenen  Satze  auch  x  und  |  conjugirte 
Punkte  des  Netzes,  und  wenn  wir  p  auf  der  Geraden  5t  verändern, 
so  erhalten  wir  unendlich-viele  Paare  conjugirter  Punkte  x  und  |,  von 
denen  der  eine  eine  Punktreihe  auf  Bp,  der  andere  auf  Btz  durch- 
läuft, und  beide  Punktreihen  sind  offenbar  projectivisch,  weil  sie  beide 
mit  der  von  p  beschriebenen  Punktreihe  perspectivisch  liegen.  Die 
Verbindungslinie  x^  umhüllt  daher  einen  Kegelschnitt  Ä^^^,  welcher, 
wie  leicht  zu  sehen  ist,  die  Geraden  Bp  und  Bjt  in  denjenigen  Punkten 
berührt,  in  welchen  sie  von  31  getroffen  werden;  da  der  Kegelschnitt 
Ä^^)  ausserdem  pn  berührt,  so  ist  er  durch  diese  Bedingungen  voll- 
ständig bestimmt.  Wir  können  ihn  umgekehrt  benutzen,  um  den 
Verlauf  des  veränderlichen  Paares  conjugirter  Punkte  x^  des  gesuchten 
Netzes  besser  zu  übersehen.  Verbinden  wir  irgend  einen  Punkt  o  der 
Berührungssehnc  51,  welche  die  Berührungspunkte  auf  den  Trägern 
der  erzeugenden  Punktreihen  B})  und  Bti  verbindet,  mit  einem  Paar_ 
entsprechender  Punkte  xi,,  so  erhalten  wir  nach  S.  136  durch  o  Strahlen- 
paare, die  ein  Strahlsystem  bilden  und  zwar  dasjenige,  welches  dem 
Punkte  0  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  Ä^^^  zugehört.  Es  wird  also 
jedes  Strahlenpaar  dieses  bekannten  Strahlsystems  Bj)  und  Bti  in  je 
zwei  conjugirten  Punkten  des  gesuchten  Netzes  treffen.  Dies  Strahl- 
system in  (o)  wird  hyperbolisch  oder  elliptisch  sein  je  nach  der  Lage 
des  Punktes  o  auf  der  Berührungssehne  3(.  Wir  können  aber,  da 
die  Berührungspunkte  reell  sind,  o  immer  so  wählen,  dass  es  ellip- 
tisch wird. 

Wenn  wir  nun  das  zweite  gegebene  Paar  2h^i  nehmen  und  in 
ganz  derselben  Weise  verfahren,  wie  eben  mit  dem  Paare  pn,  so  er- 
halten wir  einen  zweiten  Kegelschnitt  ^'^\  welcher  jh^i  ^^^  Tangeute 
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hat  und  Bi\  und  Bn^  in  denjenigen  beiden  Punkten  berührt,  in  wel- 
chen sie  von  %  getroffen  werden.  Jedem  Punkte  o  der  Berührungs- 
sehne %  gehört  ein  bestimmtes  Strahlsystem  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt ^p>  zu,  und  Avenn  man  ein  beliebiges  Strahlenpaar  dieses 
Strahlsystems  nimmt,  so  trifft  der  eine  Strahl  desselben  Bp^  in  x^, 
der  andere  Bn^  in  1^,  so  dass  ^r^lj  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des 
gesuchten  Netzes  sein  müssen. 

Die  beiden  Strahlsysteme,  welche  demselben  Punkte  o  auf  %  in 
Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  ^^^^  und  ^f^  zugehören,  haben  aber 
im  Allgemeinen  ein  gemeinschaftliches  Strahlenpaar  (S.  58  und  158), 
und  es  ist  leicht,  o  so  zu  wählen,  dass  dieses  reell  wird,  indem  man 
nur  nöthig  hat  ein  solches  o  zu  nehmen,  für  welches  ein  Strahlsystem 
elliptisch  wird,  was  nach  deiü  Obigen  immer  möglich  ist.  Haben 
wir  aber  dies  gemeinschaftliche  Strahlenpaar  gefunden,  und  trifft  der 
eine  Strahl  desselben  Bp  und  Bi\  in  x  und  x^,  der  andere  in  Bn 
und  Brc^^  in  |  und  Ij,  so  liegt  der  Schnittpunkt: 

{xx^,  lli)  =  0 
auf  51,    und   da  xi,  und  rr^li   zwei   Paare   conjugirter  Punkte  des   ge- 
suchten Netzes  sind,  so  sind  auch  o  und  der  Schnittpunkt 

conjugirte  Punkte  nach  dem  i/esse'schen  Satze;  folglich  da  B  und  % 
Pol  und  Polare  sind,  so  werden  auch  o  imd  Bä  Pol  und  Polare  sein. 
Wir  können  also  für  verschiedene  Lagen  von  o  das  ganze  Punkt- 
system auf  51  und  das  Strahlsystem  in  B  herstellen,  welches  dem  ge- 
suchten Netze  zugehört,  und  da  wir  ausserdem  noch  ein  drittes  bisher 
nicht  benutztes  Paar  conjugirter  Punkte  ^2^2  '^^^  Bestimmung  des 
Netzes  gegeben  haben,  so  ist  dasselbe  nach  6)  bekannt  und  leicht 
zu  construiren. 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  die  allgemeinste  Aufgabe' zu  lösen  übrig,  wenn 
14)  fünf  heliehige  Paare  conjugirter  Punkte  zur  Bestimmung  des 
Netzes  gegeben  sind.  Um  das  Netz  aus  diesen  gegebenen  Bestimmungs- 
stücken auf  eindeutige  Weise  zu  construiren,  wiederholen  wir  noch 
einmal  die  Fälle  7)  und  13),  welche  die  Construction  vorbereiten, 
und  bedienen  uns  dabei  einer  etwas  abgeänderten,  mehr  symmetrischen 
Bezeichnung : 

a)  Zur  Bestimmung  des  Netzes  sind  gegeben:  Zwei  Punkte  B 
und  B^,  ihre  resp.  Polaren  51  und  51^  und  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
jBjj  und  &2  5  diß  Polare  51^  von  B.^  soll  also  durch  6^  gehen;  betrach- 
ten wir  das  Dreieck  BB^B.^  und  das  von  den  drei  Polaren  5t5li5l2 
dieser  Punkte  gebildete  Dreiseit,  so  müssen  bekanntlich  diese  beiden 
Figuren  perspectivisch  liegen,  d.  h.  die  drei  Schnittpunkte: 
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{B,B„  51)  {B,B,  51,)  {BB„  %) 
liegen  auf  einer  Geraden  (S.  434).  Durch  die  beiden  ersten  Punkte  ist 
diese  Gerade  schon  bestimmt;  der  Punkt,  in  welchem  sie  BB^  trifft, 
muss  auf  %.,  liegen,  also  seine  Verbindungslinie  mit  h^  die  Polare  %^  sein. 
Haben  wir  sonach  drei  Paare  von  Polen  und  Polaren:  B%]  -Bi5t, ;  i?2^2> 
so  können  wir  zu  einem  beliebigen  Punkte  B.^  die  Polare  %^  nach 
demselben  Princip  construiren,  indem  wir  uns  das  Dreieck  BB^^B^ 
und  sein  Polardreiseit,  ferner  B B,^B^  und  sein  Polardreiseit,  endlich 
noch  B^B^B^  und.  sein  Polardreiseit  in  der  noth wendigen  perspectivi- 
schen  Lage  denken  und  dadurch  für  5(3  ^rei  Punkte  finden,  von  denen 
zwei  schon  zur  Bestimmung  dieser  Geraden  ausreichen.  Die  Con- 
struction  lässt  sich  also  folgendermassen  hinschreiben: 

Gegeben:  B  und  51,  B^  und  51,,  B.^  und  625 

Bestimme: 

{B, B„  21)  =  s,,  {B,B,  51,)  =  s,,  {BB„  s,,s,,)  =  s,, 

'   (B,B„  %  )  =  .9,3  (B.B  ,  51,)  =  S30  (B  B„  s,,  s,,)  =  6,, 
(B,B,,  51 )  =  623  {B,B  ,  5I2)  =  (?3o  (B  B,,  s^^öj  =  0,, 
(B.B,,  5t,)  =  (?23  (B.B,,  %)  =  Ö3,  {B,B„  6,,6,,)  =  6,, , 
dann  liegen  die  drei  Punkte  ^01^02*^12  ^.uf  der  Geraden  %,,  der  Polare 
des  Punktes  B.^  für  das   oben  bestimmte  Netz.     Da  durch  zwei  dieser 
Punkte  die  Gerade  5I3  schon  bestimmt  wird,   so  liegt  hierin  ein  geo- 
metrischer Satz,  den  wir  nicht  weiter  hervorheben  wollen. 

Wir  denken  uns  jetzt  von  den  zur  Bestimmung  des  Netzes  ge- 
gebenen Stücken  die  Gerade  51,  um  einen  festen  Punkt  ft,  gedreht,  so 
dass  für  jede^Lage  von  51,  ein  anderes  Netz  entsteht,  und  ermitteln 
nach  der  vorigen  Construction  für  jedes  derselben  die  dem  Punkte 
i?3  zugehörige  Polare  5(3;  es  wird  sich  zeigen,  dass  alsdann  auch  %^ 
um  einen  festen  Punkt  p.^  sich  dreht  und  ein  Strahlbüschel  beschreibt, 
welches  mit  dem  von  5t,  beschriebenen  projectivisch  ist.  In  der  Tliat, 
bei  der  Bewegung  von  St,  um  den  festen  Punkt  6,  bleiben  die  Punkte 
Si2  6',3%  fest,  der  Punkt  Scj^  durchläuft  eine  gerade  Punktreihe  auf  dem 
Träger  B2B,  ebenso  s„,  auf  dem  Träger  .B-B,,  die  Gerade  5t2  be- 
schreibt also  ein  Strahlbüschel  um  h^,  welches  mit  dem  von  5t,  be- 
schriebenen projectivisch  ist;  s^q  und  ö.^^^  durchlaufen  daher  auf  dem 
Träger  jB^B  Punktreihen,  die  gleichfalls  mit  dem  Strahlbüschel  (51,) 
projectivisch  sind,  und  die  Punkte  (?„i^o2  durchlaufen  endlich  auf  den 
Trägern  B^B  und  B.^B  projectivische  Punktreihen;  diese  beiden  Punkt- 
reihen liegen  aber  perspectivisch,  weil  in  den  Schnittpunkt  B  ihrer 
Träger    ein    Paar    entsprechende    Punkte    hineinfallen.      Nehmen    wir 
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ntiralich  insbesondere  an,  dass  die  bewegliche  Gerade  51^  durch  B 
geht,  so  gelangt  unter  dieser  Annahme  s.^^  nach  B,  ebenso  auch  S20 
und  s„i,  also  geht  auch  %^  durch  B,  mithin  kommen  in  diesem  Falle 
auch  öf^y,  (?3,)  und  (?02  wach  B-^  es  fallen  daher  zwei  entsprechende 
Lagen  der  Punkte  (5^^^  und  (T^g  nach  B,  und  die  von  (?oi(?„2  durch- 
laufenen Punktreihen  liegen  daher  perspectivisch ;  die  Verbindungs- 
linie entsprechender  Punkte,  d.  h,  die  Gerade  ^3,  läuft  folglich  durch 
einen  festen  Punkt  p.^  und  beschreibt  ein  mit  (31^)  projectivisches 
Strahlbüschel.  Fügen  wir  jetzt  zur  Bestimmung  des  Netzes  noch  die 
neue  Bedingung  hinzu,  dass  die  Polare  von  B^  durch  einen  gegebenen 
Punkt  &3  gehen  soll  d.  h.  B^  und  h^  conjugirte  Punkte  seien,  so  giebt 
es  unter  den  unzählig  vielen  Netzen  nur  ein  einziges,  welches  den 
Bedingungen  genügt,  dass 

f   B  und  %  Pol  und  Polare, 
B^  und  ?>i,  B.2  und  h.^,  B.^  und  &,,  conjugirte  Punkte  des  Netzes 


^)1 


seien,  und  Avir  gelangen  zur  Bestimmung  dieses  Netzes,  indem  wir 
den  vorhin  ermittelten  Punkt  p.^  mit  &.,  verbinden  und  (p^h.^)  =  ^ty  als 
Polare  von  B.^  annehmen,  so  dass  alsdann  das  Netz  auf  die  vorige 
Art  durch  die  Bestimraungsstücke  B  und  Sl,  B.^  und  3tj,  i'g  und  h^ 
(oder  auch  B^  und  h^)  construirt  wird.  Es  bleibt  nun  übrig,  für  das 
durch  die  gegebenen  Stücke  bestimmte  Netz  zu  einem  gegebeneu 
Punkte  B^  die  Polare  %^  zu  construiren,  und  hierzu  ist  es  erforderlich, 
den  Punkt  p).^  zu  kennen,  welchen  wir  so  ermitteln,  dass  wir  zwei 
beliebige  Lagen  von  5(^  durch  den  Punkt  \  annehmen  und  vermöge 
der  obigen  Construction  die  zugehörigen  Lagen  von  %^  bestimmen, 
deren  gemeinschaftlicher  Punkt  p.j^  sein  wird.  Diese  Construction  wird 
allerdings  etwas  weitläufig,  aber  ohne  alle  Schwierigkeit,  und  wir 
werden  uns  die  Mühe  nicht  ersparen  könfien,  sie  hinzuschreiben: 

Gegeben  B  und  21,  B^  und  hi,  B.^  und  h.^,  B^  und  63 ;  es  soll  zu 

B^  die  Polare  %^  construirt  werden;  wir  ziehen  durch  \  zwei  be- 
liebige Gerade  51/  und  51/',  und  bestimmen  folgende  Schnittpunkte 
und  Verbindungslinien: 

{BJl,,  %  )  =  S12  {B.^B  ,  21;  )  =  .Va'o  {J^  I^x ,  S12  *"2  0  )  =  ^'0'  1  ; 
{B,B,,  21  )  =  s,,  (B,B  ,  W;)  =  s^',  {B  B„  s,,  s^',)  =  si^\  ; 
(B.B^'ä   )  =  6-13     (B,B  ,  21;  )  =  Sg'o .  {B  B, ,  s,,  s^, )  —  (?o'  1 ) 
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{B,B„ %  )  ==  sj3  [^B,B ,  w;)  =  s.;',  (B  B„ s,,s;',)  =  (?o'; 
{B,B,,  %'; )  =  s;',  {B,B„  si;')  =  a:;^  {b,b„s;\^;\)=  (?;; 

iB,B,,  %     )  =  S,3       (i?  ^„  §{3    )  =  ^'O.       (-^3^  ;     S,3  So,  )  -  S30 

(6,S3o)  — ?t, 

{B,B„  %     )  =  S34       (^4^^  ,  ^3   )  =  ^40       (^   ^3  ,    %4  «40  )  =  Ö03  I 

(i?4J^„  ^   )  =  s,,    (B  B„  %  )  =  ö,,    (B.B  ,  s,,  (?04  )  =  ^02  1 

Dies  ist  die  Construction  der  gesuchten  Geraden  %^^  möglichst 
kurz  ausgedrückt  und  mit  Aufgabe  vollkommener  Symmetrie,  indem 
von  den  Geraden  W^  ^l'g  51.^  nur  je  zwei  zu  ihi;er  Bestimmung  erforder- 
liche Punkte  ermittelt  sind,  der  dritte,  leicht  angebbare,  aber  fort- 
gelassen ist. 

Wir  denken  uns  jetzt  diese  Figur  einer  neuen,  letzten  Verände- 
rung unterworfen,  indem  wir  die  Gerade  St  um  einen  festen  Punkt  b 
drehen,  und  untersuchen  die  von  dieser  Bewegung  abhängige  Ver- 
änderung der  Geraden  ^(4;  es  wird  sich  dabei  zeigen,  dass  %^  um 
einen  festen  Punkt  2h  ^i^h  dreht  und  ein  Strahlbüschel  beschreibt, 
welches  mit  dem  von  ?l  beschriebenen  projectivisch  ist.  Hieraus  wird 
dann  folgen,  dass,  wenn  zur  vollständigen  Bestimmung  des  Netzes 
noch  die  neue  Bedingung  hinzutritt:  Slj  solle  durch  einen  gegebenen 
Punkt  />j  gehen,  das  Netz,  wie  oben  angegeben,  durch  fünf  Paare 
conjugirter  Punkte:  B  und  h,  B^  und  h^,  B.^  und  h>,  B.^  und  ^3,  B^ 
und  h^  völlig  bestimmt  ist  und  in  eindeutiger  Weise  hergestellt  werden 
kann.  Das  Verfolgen  der  Bewegung  von  %  in  der  zuletzt  ausgeführten 
Construction  ist  ohne  Schwierigkeit,  wenn  auch  etwas  umständlich, 
was  in  der  Natur  der  Sache  liegt.  Aus  dem  obigen  Schema  erkennen 
wir  zunächst,  dass  s^^,  Sj3  und  S23  gerade  Punktreihen  durchlaufen, 
welche  mit  dem  von  der  Geraden  %  beschriebenen  Strahlbüschel  pro- 
jectivisch siud;  die  Punkte  s.^\, ,  s^'^,  s^^^,  s.^\^,  s^^  und  s^'^  bleiben  fest; 
daher  werden  sj^,  s^\  projectivische  Punktreihen  auf  BB^,  also  'ü^ 
und  W.2  projectivische  Strahlbüschel  beschreiben,  die  mit  dem  Strahl- 
büschel (ß.)  projectivisch  sind;  hiernach  durchlaufen  auch  6^^  und 
^12  projectivische  Punktreihen  auf  den  Trägern  BB^  und  B^B.^^  in 
den  Schnittpunkt  B^  dieser  Träger  fallen  aber  zwei  entsprechende 
Punkte  hinein;  denn  sobald  der  veränderliche  Strahl  51  durch  B^  geht, 
fallen  aj^  und  ö^.^  ebenfalls  in  B^  hinein;  die  Verbindungslinie 
^0 1*^1 2  ^^^^  ^3  läuft  also  durch  einen  festen  Punkt  n'.^  und  in  ganz 
gleicher  Weise  die  Gerade  Wq  durch  einen  festen  Punkt  tc'!^^  und 
beide  beschreiben  Strahlbüschel,  welche  mit  dem  ursprünglichen  Strahl- 
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büschel  (W),  also  auch  uüter  einander  projectivisch  sind.  Es  zeigt  sich 
aber  noch  weiter,  dass  dieselben  perspectivisch  liegen;  denn  sobald 
insbesondere  %  durch  B^  geht,  fallen,  wie  wir  gesehen  haben,  51 2 
und  §(2  zusammen  in  die  Gerade  ft^^n  ^3  "«d  51 3  müssen  auch 
durch  Bj^  gehen;  ausserdem  können  wir  von  der  Geraden  5t 3  noch 
einen  dritten  Punkt  (?,)2  bestimmen,  nämlich: 

iB,B„ 5()  =  a;,   {B,B,  51;)  =  (?;«   (^^2,  <,<y;o)  =  <.. 

und  von  der  Geraden  5t 3   den  Punkt  ö^\: 

{B,B„  5t)  ==  0;,   {B,B,  5t;)  =  c,;;   {bb,,  ö;,a-,)  ==  (jj;. 

Da  nun  hi  dem  Falle,  dass  5t  durch  B^  geht,  die  Geraden  51^ 
und  5t 2  zusammenfallen,  so  werden  die  Punkte  G.^^^  und  ö^'^^  offenbar 
auch  zusammenfallen  und  hiernach  auch  ö^^  und  aj'2;  da  die  Geraden 
5t  3  und  5t '3  in  dem  genannten  Falle  schon  den  Punkt  B^  gemein 
haben  und  ausserdem  noch  diesen  leicht  zu  construirenden  Punkt  a^^, 
welchen  wir  so  erhalten: 

{B,B,,  hB,)  =  ö;,  {B,B,  h,B,)  =  (jg'o  (BB„  a^.a;,)  =  a;,^ , 
so  fallen  sie  ganz  zusammen,  und  es  liegen  daher  die  beiden  Strahl- 
büschel (5t 3)  und  (W.^)  perspectivisch,  weil  zwei  entsprechende  Strahlen 
auf  einander  fallen;  die  Punkte  71'^  und  tc'.^  müssen  daher  in  gerader 
Linie  liegen  mit  B^,  und  das  Erzeugniss  der  beiden  von  5t 3  und  5t'3 
beschriebenen  Strahlbüschel  d.  h,  der  Ort  des  Punktes  jh  wird  eine 
gerade  Linie  oder  der  Träger  einer  geraden  Punktreihe,  welche 
mit  dem  ursprünglichen  Strahlbüschel  (5t)  projectivisch  ist.  (Wir 
können  das  vorige  Resultat  auch  aus  der  Bemerkung  schliessen,  dass 
das  Netz  in  dem  Falle  parabolisch  wird,  wenn  wir  51  durch  B^  legen, 
also  der  Pol  jeder  nicht  durch  i?i  gehenden  Geraden  sich  in  B^  be- 
findet, während  die  Polare  jedes  Punktes  der  Ebene  durch  B^  geht 
u.  s.  f.)  Da  hiernach  5t3  =  {h^2h)  ein  mit  (5t)  projectivisches  Strahl- 
büschel beschreibt,  so  durchlaufen  s.^^  und  s^a  projectivische  Punkt- 
reihen auf  den  Trägern  B.^B.^  und  BB,^]  die  Verbindungslinie  s.^.^s^^2 
umhüllt  daher  einen  Kegelschnitt,  welcher  B.j,B.^  und  BB.^  berührt; 
dieser  Kegelschnitt  berührt  gleichzeitig  BB.^\  denn  sobald  5t  durch 
B^  geht,  muss  5t3  durch  B  gehen;  dies  folgt  sowohl  aus  der  Grund- 
eigenschaft des  Involutionsnetzes,  als  auch  aus  dem  obigen  Con- 
structiousschema,  weil  in  dem  Falle,  dass  51  durch  B^  geht,  die 
Punkte  (?o\  und  a^\  nach  B  gelangen,  also  zwei  entsprechende  W.^ 
und  5t '3  sich  in  B  treffen,  ]%^  nach  B  gelangt  und  Sta  durch  B  geht. 
Der  Kegelschnitt,  welchen  die  Verbindungslinie  s^jg^^c,  umhüllt,  ist 
also  dem  Dreieck  B.^B.^B  einbeschrieben,  und  die  Tangente  B^B  wird 
von  der  veränderlichen  Tangente  5^3 s^^   iu  einem  Punkte  s^y  getroffen, 
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welcher  eine  gerade  Punktreihe  durchläuft,  die  mit  der  von  s^,,  oder 
So2  durchlaufenen  Punktreihe  projectivisch  ist  (S.  88).  Hieraus  folgt, 
dass  auch  %2  ^i"  ^^^^  (^)  projectivisches  Strahlbüschel  beschreibt; 
endlich  ergiebt  sich  in  gleicher  Weise,  dass  s.^^  und  s^^  und  auch 
<^03;  ^42;  <'o4  ^^^  ^^02  projectivische  Punktreihen  durchlaufen;  die  beiden 
von  (?03  und  a^^  auf  den  Trägern  BB.^  und  BB.^  durchlaufenen  Punkt- 
reihen liegen  aber  perspectivisch,  weil  in  den  Schnittpunkt  B  der 
Träger  zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  Punktreihen  hineinfallen, 
denn  sobald  51  durch  B^  geht,  gelangen  sowohl  ö^,^  als  auch  a^y2  nach 
B  fallen  also  in  diesem  Punkte  zusammen;  hieraus  schliessen  wir, 
dass  die  Verbindungslinie  ((?o3^o'2)  =  ^4  <lurch  einen  festen  Punkt  2h 
läuft  und  ein  Strahlbüschel  beschreibt,  welches  mit  dem  von  5t  be- 
schriebenen projectivisch  ist.  Dieses  Resultat  lässt  sich  als  Satz  so 
aussprechen: 

Es  giebt  unendlich-viele  Netze  vmt  der  Beschaff enlieit ,  dass  vier  ge- 
gebene Punktpaare  B  und  h,  B^  und  \,  Ji^,  und  h.^,  B^  und  b^  conju- 
girte  Punkte  derselben  sind.  Wenn  man  m  irgend  einem  festen  Punkte 
Bi  für  jedes  Netz  die  Polare  ^^  construirt,  so  laufen  diese  sämmtlichen 
Geraden  %^  durch  einen  festen  Punkt  p^  und  bilden  ein  Strahlbüschel; 
irgend  zwei  saldier  Strahlbüschel  sind  allemal  projectivisch  und  ent- 
sprechende Strahlen  derselben  je  zivei  Polaren  in  Bezug  auf  dasselbe  Netz. 
Eine  solche  Gruppe  von  Netzen  besitzt  also  dieselbe  Eigenschaft,  wie 
ein  Kegelschnittbüschel  mit  vier  Grundpunkten  (S?  299),  und  in  der  That 
bilden  die  Kernkegelschnitte  dieser  Netze  ein  solches  Büschel  (vgl. 
§.  62).  Fügen  wir  nun  noch  die  fünfte  Bedingung  hinzu,  dass  die 
Polare  des  gegebenen  Punktes  B^  durch  einen  gegebenen  Punkt  b^ 
gehen  soll,  so  giebt  es  nur  ein  einziges  Netz,  welches  diesen  fünf 
Bedingungen  gleichzeitig  genügt,  dass  c)  B  und  b,  B^  und  \,  B^  und  h^, 
B^  und  63,  -B4  und  b^  fünf  Paare  conjugirter  Punkte  eines  Netzes  seien. 
Die  Construction  dieses  Netzes  geschieht  auf  reellem  und  eindeutigem 
Wege  durch  Ermittelung  des  Punktes  p^,  und  derselbe  wird  gefunden, 
indem  wir  die  vorhin  angegebene  Construction  zweimal  ausführen  für 
zwei  beliebige  durch  den  Punkt  b  gezogene  Gerade  51'  und  5t",  zwei 
besondere  Lagen  von  5t;  wir  erhalten  dadurch  zwei  bestimmte  Gerade 
514  und  5(4,  welche  sich  in  dem  gesuchten  Punkte  2\  schneiden;  die 
Verbindungslinie  (^4  2h)  =  ^4  i^*  dann  die  Polare  des  Punktes  B^  in 
dem  zu  bestimmenden  Netze,  und  indem  wir  die  vorige  Construction 
noch  einmal  anwenden  unter  Annahme  der  Bestiramuno-sstücke:  B, 
mid  5t4,  i^a  und  b.^,  B.^  und  b.^,  B^  und  6j  (oder  B  und  b),  sind  wir 
im  Stande,  zu  jedem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  Br,  die  rOcksichtlich 
des  Netzes  zugehörige  Polare  5(5  zu  construiren,  also  das  ganze  Netz 
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herzustellen.  Die  Ausführung  dieser  Construction  wird  zwar  sehr 
weitläufig,  ist  aber  ohne  theoretische  Schwierigkeit,  und  wir  glauben 
sie  übergehen  zu  dürfen,  weil  der  Verlauf  derselben  aus  dem  oben 
angegebenen,  nur  dreimal  zu  wiederholenden  Constructionsschema  sich 
ergiebt.  Uebrigens  würde  sich  die  Construction  durch  eine  passender 
gewählte  Bezeichnung  wohl  symmetrischer  machen  und  vereinfachen 
lassen,   was  wir  als  eine  zweckmässige  Uebung  dem  Leser  empfehlen. 

§.  59.  Durchmesser  und  Mittelpunkt,  System  der  conjugirten  Durch- 
messer und  die  Axen  des  Netzes. 

Es  giebt  einige  besondere  Elemente  des  Netzes,  welche  dieselbe 
Bedeutung  haben,  wie  die  gleichnamigen  besonderen  Elemente  des 
Kegelschnitts.  Da  der  Mittelpunkt  eines  Punktsystems  derjenige  ist, 
dessen  conjugirter  der  unendlich-entfernte  ist,  so  wird  jeder  Punkt  m 
in  der  Ebene  eines  Netzes  als  der  Mittelpunkt  einer,  aber  im  Allge- 
meinen nur  einer  einzigen  Geraden  St  rücksichtlich  des  auf  ihr  befind- 
lichen Punktsystems  auftreten,  nämlich  derjenigen,  welche  mit  der 
Polare  des  Punktes  m  im  Netze  parallel  durch  m  gezogen  wird. 
Gäbe  es  insbesondere  einen  solchen  Punkt  31  in  der  Ebene  des  Netzes, 
welcher  Mittelpunkt  für  die  Punktsysteme  zweier  durch  ihn  gehenden 
Geraden  wäre,  so  müsste  seine  Polare  durch  die  beiden  unendlich- 
entfernten Punkte  jener  beiden  Geraden  gehen,  mithin  ganz  im  Un- 
endlichen liegen  d.  hr  ©^  sein;  dann  würde  31  zugleich  der  Mittel- 
punkt sämmtlicher  durch  ihn  gehenden  Geraden  rücksichtlich  der  auf 
ihnen  befindlichen  Punktsysteme  sein;  und  umgekehrt,  der  Pol  der 
unendlich-entfernten  Geraden  ßj^  ist  Mittelpunkt  für  alle  Punktsysteme 
der  durch  ihn  gehenden  Geraden  (wofern  er  nicht  selbst  unendlich- 
entfernt liegt).  Um  den  so  beschaffenen  Punkt  31  zu  finden,  sei  m 
der  Mittelpunkt  einer  bestimmten  durch  m  gehenden  Geraden  Sl,  und 
A  der  conjugirte  Strahl  für  das  dem  Punkte  m  zugehörige  Strahl- 
system des  Netzes,  dann  wird  A  durch  den  Mittelpunkt  derjenigen 
Geraden  Wt  gehen,  welche  die  Polare  von  m  ist,  und  zugleich  die 
Polare  desjenigen  unendlich  -  entfernten  Punktes  sein,  nach  welchem 
die  parallelen  Geraden  21  und  Tt  gerichtet  sind;  sucht  man  nun  den 
Mittelpunkt  31  der  Geraden  -A,  so  wird  dieser  die  verlangte  Eigen- 
schaft besitzen,  zugleich  Mittelpunkt  der  Geraden  zu  sein,  welche 
durch  ihn  parallel  zu  51  (oder  Wl)  gezogen  wird;  er  wird  also  der 
Mittelpunkt  für  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  sein. 

Dieser  Punkt  31  soll  31iUel]nmkt  des  Netzes  genannt  werden;  dass 
es  nur  einen  solchen  Punkt  geben  kann,  ist  klar;  denn  gäbe  es  zwei, 
so    müsste   die   Gerade,    welche   beide    verbände,   jeden    dieser   Punkte 
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zum  Mittelpunkt,  also  zwei  Mittelpunkte  haben,  was  dem  Wesen  des 
Punktsystems  widerstreitet.  Ferner  sollen  sämmtlielie  Gerade,  welche 
durch  den  Mittelpunkt  M  gehen,  Durchmesser  des  Netzes,  die  conju- 
girten  Strahlen  des  dem  Punkte  M  rücksichtlich  des  Netzes  zuge- 
hörigen Strahlsystems  conjugirie  Durchmesser  und  die  Axen  dieses  Strahl- 
systems die  Äxen  des  Netzes  genannt  werden.  Hiernach  ist  die  Con- 
struction  des  Mittelpunktes  M  und  des  ihm  zugehörigen  Strahlsystems 
durch  folgende  Eigenschaft  gegeben: 

Wenn  man  in  einer  heliehigen  Richtimg  zwei  oder  mehrere  parallele 
Gerade  in  der  Ebene  eines  Netzes  zieht,  so  liegen  die  MitteljnmMe  der 
ihnen  zuf/ehörigen  Punktsysteme  allemal  auf  einem  Durchmesser  des 
Netzes;  verändert  man  die  angenommene  Richtung,  so  laufen  alle  Durch- 
messer durch  einen  festen  Punkt,  den  Mittelpunkt  des  Netzes,  und  je 
zwei  Durchmesser,  von  denen  einer  der  angenommenen  Richtung  parallel 
ist,  der  andere  die  Mittelpunkte  aller  zu  dieser  Richtung  parallelen  Ge- 
raden enthält,  sind  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  eines  Strahlsystems 
oder  conjugirte  Durchmesser,  indem  auch  umgekehrt  die  dem  letzteren 
parallelen  Geraden  ihre  Mittelpunkte  sämmtlich  auf  dem  ersteren  haben. 

Dies  lässt  sich  mit  anderen  Worten  auch  so  aussprechen:  Der 
Mitteljmnkt  M  des  Netzes  ist  der  Pol  der  unendlich-entfernten  Ge- 
raden (3^,  das  conjugirte  Durchmesser-System  das  diesem  Punkte  zu- 
gehörige Strahlsystem  des  Netzes.  Fällt  insbesondere  der  Mittelpunkt 
M  des  Netzes  selbst  ins  Unendliche,  so-  liegt  er  auf  seiner  Polare 
und  ist  also  ein  Punkt  des  Kerns  vom  Netze;  das  Netz  ist  also  ein 
hyperbolisches  und  der  Kernkegelschnitt  offenbar  eine  Parabel.  Liegt 
dagegen  der  Mittelpunkt  M  des  Netzes  nicht  im  Unendlichen,  so  wird 
das  ihm  zugehörige  Strahlsystem  entweder  ein  hyperbolisches  oder 
ein  elliptisches  sein;  ist  es  ein  hyperbolisches,  so  enthält  jede  der 
beiden  Asymptoten  zwei  zusammenfallende  conjugirte  Strahlen,  und 
da  der  unendlich-entfernte  Punkt  des  einen  Strahls  der  Pol  des  con- 
jugirten  Strahls  ist,  so  liegt  der  unendlich-entfernte  Punkt  der  Asymptote 
zugleich  auf  seiner  Polare,  ist  daher  ein  Punkt  des  Kerns  vom  Netze; 
das  Netz  ist  also  ein  hyperbolisches  und  der  Kernkegelschnitt  eine 
Hyperbel.  Ist  das  Strahlsystem  des  Mittelpunktes  M  dagegen  ein 
elliptisches,  so  können  zwei  Fälle  eintreten:  Entweder  ist  das  Netz 
ein  hyperbolisches  und  der  Kernkegelschnitt  eine  Ellipse,  oder  das 
Netz  ist  ein  elliptisches  und  der  Kernkegelschnitt  imaginär;  der  erste 
Fall  tritt  ein,  sobald  das  auf  irgend  einem  Durchmesser  befindliche 
Punktsystem  des  Netzes  ein  hyperbolisches,  der  letzte  Fall,  sobald  es 
ein  elliptisches  ist;  alsdann  sind  auch  die  Punktsysteme  sämmtlicher 
Durchmesser  im  ersten  Fall  hyperbolisch,  im  letzten  elliptisch. 

Steiner,  Vorlesungen  II.     2.  Aufl.  29 
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Wir  bemerken  noch,  dass  das  einem  beliebigen  Punkte  B  in  der 
Ebene  des  Netzes  zAigehörige  Strahlsystem  immer  ein  Paar  conju- 
girter  Strahlen  besitzt,  welche  einem  Paar  conjugirter  Durchmesser 
parallel  laufen,  und  dass  sogar  der  eine  jener  Strahlen  mit  dem  einen 
dieser  Durchmesser  zusammenfällt;  denn  ziehen  wir  BM,  so  läuft  der 
conjugirte  Durchmesser  parallel  mit  dem  zn  BM  conjugirten  Strahle, 
des  Strahlsystems  (jB);  hieraus  folgt,  dass  alle  Strahlsysteme,  deren 
Mittelpunkte  auf  einem  und  demselben  Durchmesser  liegen,  ein  System 
paralleler  conjugirter  Strahlen  haben,  von  denen  die  eine  Hälfte  auf 
diesen  Durchmesser  fällt. 

Zwischen  den  verschiedenen  Punktsystemen  auf  sämmtlichen  Durch- 
messern des  Netzes  bestehen  ganz  analoge  Beziehungen'  wie  zwischen 
den  conjugirten  Durchmessern  des  Kegelschnitts  (S.  169).  Dieselben 
lassen  sich  auf  analogem  Wege  aus  der  Construction  der  Axen  ab- 
leiten; nehmen  wir  zu  diesem  Zweck  ein  Paar  conjugirter  Durch- 
messer mit  den  auf  ihnen  betindlichen  Punktsystemen  als  gegeben  an: 
diese  sind  bekanntlich  zur  Bestimmung  des  Netzes  erforderlich  und 
ausreichend;  stellen  wir  uns  dann  die  Aufgabe,  die  Axen  mit  den  auf 
ihnen  befindlichen  Punktsystemen  zu  construiren.  Durch  den  Mittel- 
punkt und  den  unendlich-entfernten  Punkt  ist  auf  jedem  Durchmesser 
bereits  ein  Paar  conjugirter  Punkte  gegeben;  durch  ein  zweites 
Paar  wird  also  das  Punktsystem  vollständig  bestimmt.    Seien  (Fig.  96) 

Fig.  96. 


a'^Xxt 


%  und  33  die  sich  in  M  schneidenden  gegebenen  conjugirten  Durch- 
messer, auf  dem  erstereu  das  Paar  conjugirter  Punkte  a  und  a,  auf 
dem  letzteren  6  und  ß  gegeben,  und  setzen  wir  den  Fall  eines  elliptischen 
Netzes  voraus,  weil  dieser  in  dem  Früheren  nicht  enthalten  ist;  dann 
müssen  a  und  a  und  ebenso  h  und  ß  auf  entgegengesetzten  Seiten 
von  M  liegen;  das  Product  Ma  .  Ma  heisst  die  Potenz  des  auf  dem 
Durchmeyser  %  betindlichen  Punktsystems  und  ist  eine  negative  Grösse, 
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weil  3Ia  und  3Icc  entgegengesetzte  Richtung  haben  (der  Gang  der 
Untersuchung  bleibt  im  Wesentlichen  ungeändert  für  jede  andere  An- 
nahme hinsichtlich  der  Lage  der  Punkte  aa,  hß).  Wir  bezeichnen 
die  Potenz  des  auf  dem  Durchmesser  ?I  befindlichen  Punktsystems 
durch  Rh  =  Ma  .  Ma  und  ebenso  die  auf  33  durch  Ps&  =  Mh .  Mß.  Wäre 
das  Punktsystem  auf  51  hyperbolisch,  so  wäre  die  Potenz  P91  positiv 
und  gleich  dem  Quadrat  des  halben  Abstandes  der  beiden  Asymptoten- 
punkte von  einander,  also  gleich  dem  Halbmesser,  des  Kernkegelschnitts 
auf  dem  Durchmesser  %. 

Um  die  Axen  des  Netzes  zu  finden,  müssen  wir  das  deyi  Mittel- 
punkte 31  zugehörige  Strahlsystem  des  Netzes,  von  dem  wir  bis  jetzt 
nur  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  haben,  vollständig  kennen  und  seine 
Axen  ermitteln,  welche  die  gesuchten  Axen  des  Netzes  sind.  Die 
Polare  des  Punktes  a  ist  nun  die  durch  a  zu  33  gezogene  Parallele 
und  die  Polare  von  h  die  durch  ß  zu  %  gezogene  Parallele,  der 
Schnittpunkt  s  dieser  beiden  Parallelen  also  der  Pol  von  ah'^  der  un- 
endlich-entfernte Punkt  von  ah  hat  zu*  seiner  Polare  offenbar  ilfs; 
ziehen  wir  also  durch  M  eine  Parallele  zu  ab,  nennen  dieselbe  33', 
während  Ms  =  W  ist,  so  sind  W  und  33'  ein  neues  Paar  conjugirter  Durch- 
messer, d.  h.  ein  zweites  Paar  conjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems 
(ilf),  und  dieses  ist  hierdurch  vollständig  bestimmt;  wir  können  noch 
ein  drittes  Paar  conjugirter  Duchmesser  erhalten,  indem  wir  durch  a 
und  h  ein  Paar  Parallelen  zu  33  und  %  ziehen,  die  sich  in  6  treffen, 
dann  sind  31 6  (=  W)  und  die  durch  31  zu  aß  gezogene  Parallele  33" 
ein  drittes  Paar  conjugirter  Durchmesser  des  Netzes.  Um  die  Axen 
des  Strahlsystems  (Tlf)  zu  finden,  lassen  wir  dasselbe  von  einer  Ge- 
raden (Transversale)  schneiden,  welche  durch  a  parallel  zu  33  gezogen 
ist;  auf  dieser  Transversale  wird  durch  das  Strahlsystem  (ilf)  ein 
Punktsystem  ausgeschnitten,  dessen  Mittelpunkt  offenbar  a  ist.  Die 
Kreise,  welche  über  den  Strecken  zwischen  je  zwei  conjugirten  Punkten 
dieses  Punktsystems  als  Durchmesser  beschrieben  werden  können,  bilden 
ein  Kreisbüschel  mit  zwei  reellen  gemeinschaftlichen  Punkten  oder 
einer  ideellen  gemeinschaftlichen  Secante,  und  es  giebt  einen  einzigen, 
leicht  construirb^ren  Kreis  dieses  Büschels,  welcher  durch  Jf  geht; 
dieser  Kreis  schneidet  die  Transversale  offenbar  in  zwei  solchen  conju- 
girten Punkten  ihres  Punktsystems,  welche  mit  31  verbunden  zwei  conju- 
girte  Strahlen  des  Strahlsystems  (31)  liefern,  und  da  diese  Strahlen  einen 
Peripherie- Winkel  über  einem  Halbkreise  einschliessen,  also  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  so  sind  sie  die  gesuchten  Axen  a  und  b  des  Netzes. 
Seien  3Ix  und  Mi,  die  so  construirten  Axen,  x  und  |  ihre  Schnitt- 
punkte mit  der  Transversale  durch  «,  so  ist  zu  bemerken,  dass  wegen 
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der  Constanten  Potenz  ax  .  ai,  gleich  ist  dem  analogen  Producte  für 
irgend  zwei  andere  conjugirte  Punkte  des  Punktsystems  auf  der  Trans- 
versale, also  auch  für  ihre  beiden  Schnittpunkte  mit  W  und  33",  d.  h. 
==a6.ao'-^  nun  ist  aber  aö  =  3fft  und  wegen  der  Parallelität  ver- 
hält sich: 

aa    Mß  , 

iW^  "~  ^^  '      ^^^^ 

xa.ai  =  Mb.Mß.^, 

eine  Relation,  von  welcher  wir  sogleich  Gebrauch  machen  werden. 
Es  bleibt  jetzt  übrig ,  nachdem  die  Axen  des  Netzes  gefunden  sind, 
die  auf  ihnen  befindlichen  Punktsysteme  zu  ermitteln.  Dies  kann  auf 
folgende  Art  geschehen:  Die  Polare  von  x  muss  parallel  laufen  zu 
Mi,  (Fig.  97),  also  senkrecht  stehen  auf  Mx,  ferner  muss  sie  durch 
den  Punkt  a  gehen,  weil  x  auf  der  Polare  von  a  liegt,  nämlich  auf  der 

durch  a  parallel  zu  33  gezoge- 
nen Geraden;  folglich  wird  das 
aus  a  auf  Mx  gefällte  Perpen- 
dikel die  Polare  von  x  sein 
und  Mx  in  dem  Punkte  x' 
treffen,  welcher  der  conjugirte 
von  X  ist  für  das  auf  der 
a-Axe  befindliche  Punktsystem 
des  Netzes;  ebenso  trifft  das 
aus  a  auf  die  ?>-Axe  herabge- 
lassene Perpendikel  dieselbe  in 
I',  dem  conjugirten  Punkte  zu 
I  in  dem  der  ?;-Axe  zugehörigen  Punktsystem,  Da  wir  ausserdem 
den  Mittelpunkt  M  für  diese  beiden  Punktsysteme  kennen,  so  ist  uns 
ihre  Potenz: 

Mx  .  3Ix'  =  Pa     und     M^  .  M^  =  Po 

bekannt  und  hierdurch  auch  jedes  der  beiden  Punktsysteme  selbst. 
Zugleich  ergeben  sich  die  erwähnten  Beziehungen  zwischen  den  Grössen 
PhP^bPuPö,  wie  folgt: 

Wir  haben  bereits  auf  S.  17G  auf  zwei  elementare  Hülfssätze  über 
das  rechtwinklige  Dreieck  aufmerksam  gemacht,  welche  so  lauten:  Wejjn 
das  rechtwinklige  Dreieck  xMi,  in  M  den  rechten  Winkel  hat  ui>d  a 
irgend  ein  Punkt  seiner  Hypotenuse  ist,  die  Perpendikel,  aus  //  auf 
Mx  und  ilf|  gefällt,  die  Katheten  in  y  und  rj  treffen,  so  ist  tvllemal: 
I.     Mx.My   .    M^.Mfj  ^xa.a^Ma^  sin'^  {31  a,ai) 


i-5lre 


n-  - 


uMxe 


II.     3Ix  .My-i-M'^.  Mrj  =  31  fr  +  xa  .  «| 
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Der  ganz  elementare  Beweis  dieser  Sätze  kann  hier  unterdrückt 
werden;  der  zweite  Satz  ist  die  Verallgemeinerung  eines  bekannten 
Satzes  für  den  besonderen  Fall,  dass  a  in  der  Mitte  der  Hypo- 
tenuse liegt. 

Die  Strecken  My  und  Mrj  können  wir  nun,  indem  wir  diese 
Sätze  auf  unsere  Figur  anwenden,  ersetzen  durch  Mx  und  M^',  denn 
die  Parallelität  liefert  folgende  Verhältnisse: 

My   Ma  Mr] 

Mx         Wcc        Wf  ' 

dies  in  die  vorigen  Relationen  substituirt  giebt: 

Mx  .  Mx  .  Ml  .  Mi'  =  xa  .  a|  .  Mci"  .  sin^  (5t,  $9) 

Mx  .  Mx  +  Mi  .  Mi,'  =  Ma  .  Ma  -{- xa  .  a^  .  j^  , 

31  a 
oder,    wenn    nach    dem   Obigen   für   .ra  .  a|  =  3Ih  .  Mß  .  j^^     gesetzt 

wird,  und  die  Producte  durch  die  eingeführte  Bezeichnung  der  Potenz 
ersetzt  werden: 

I.      P^.  P^.  sin' {%,^)  =  Pa.P, 

II.  p,l-^p^  =  pa  +  p,,  d.  h. 

J)  „Das  Produd  aus  den  Potenzen  der  auf  einem  Paar  conjugirter 
Durchmesser  des  Netzes  befindlichen  Pmiktsysteme  nmltiplicirt  m,it  dem 
Quadrat  des  sinns  des  eingeschlossenen   Winkels  ist  cmistant." 

II)  „Die  Summe  der  Potenzen  der  auf  einem  Paar  conjugirter  Dureh- 
messer des  Netzes  befindlichen  Pimldsystcme  ist  constant." 

Diese  Sätze  sind  gleichlautend  mit  den  bekannten  Eigenschaften 
der  conjugirten  Durchmesser  des  Kegelschnitts;  sie  bleiben  bestehen 
für  das  Netz,  auch  wenn  dasselbe  elliptisch  ist,  also  keinen  reellen 
Kernkegelschnitt  besitzt,  wofern  wir  nur  an  die  Stelle  der  Durch- 
messer den  allgemeineren  Begriff  der  Potenz  des  zugehörigen  Punkt- 
systems setzen.  In  dem  Falle  eines  elliptischen  Netzes  sind  allemal 
beide  Werthe  P^  und  P^g  negativ,  in  dem  Falle  eines  hyperbolischen 
Netzes  entweder  beide  positiv  (Kernkegelschnitt  =  Ellipse)  oder  einer 
positiv,  der  andere  negativ  (Kernkegelschnitt  =  Hyperbel).  Für  zwei 
conjugirte  Hyperbeln,  welche  dasselbe  Strahlsystem  der  conjugirten 
Durchmesser  haben  (S.  165),  findet  allemal  ein  derartiges  Verhalten 
statt,  dass,  wenn  bei  der  einen  P<n  positiv  und  P^  negativ,  bei  der 
andern  umgekehrt  Ps^i  negativ  und  Pvg  positiv  ist,  übrigens  aber  die 
absoluten  Werthe  dieser  Potenzen  beziehlich  dieselben  sind.  In  diesem 
Sinne  können  wir  uns  auch  zu  der  Ellipse  den  conjugirten  Kegelschnitt, 
der  vollständig  imaginär  ist,  denken,  indem  wir  ihm  dasselbe  Strahl- 
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System  der  conjugirten  Durchmesser  zuweisen^  aber  auf  jedem  Paar 
conjugirter  Durchmesser  die  Potenzen  der  zugehörigen  Punktsysteme 
gleich  und  entgegengesetzt  annehmen,  also  die  hyperbolischen  Punkt- 
systeme in  gleichwerthige  elliptische  verwandeln.  Solche  vier  Netze 
(Kegelschnitte),  welchen  die  Werthe: 

+  P,    -  p  J  4-  p,    _  p, 

zukommen,  sind  vier  harmonisch- zugeordnete  Netze,  wie  auf  Seite  426 
nachgewiesen  ist. 

Sind  insbesondere  die  Werthe  von  P^  und  Fi,  einander  gleich,  so 
lässt  die  obige  Construction  erkennen,  dass,  wenn  beide  positiv  oder 
beide  negativ  sind,  das  dem  Mittelpunkte  M  zugehörige  Strahlsystem  des 
Netzes  (das  System  der  conjugirten  Durchmesser)  ein  circulares  Strahl- 
system wird,  also  je  zwei  conjugirte  Durchmesser  auf  einander  recht- 
winklig sind,  woraus  denn  folgt,  dass  der  Kernkegelschnitt  des  Netzes 
ein  reeller  oder  imaginärer  Kreis  wird.  Hieraus  folgt  die  bekannte 
Eigenschaft  eines  solchen  besonderen  Netzes,  dass  die  Polare  irgend 
eines  Punktes  p  senkrecht  steht  auf  der  Verbindungslinie  {pM)  des- 
selben mit  dem  Mittelpunkte  des  Netzes ,  und  zwar  in  demjenigen 
Punkte  7t  dieses  Durchmessers  j:»ilf,  für  welchen  Mp  .  Mn  gleich  ist  dem 
festen  (positiven  oder  negativen)  Werthe  der  Potenz  P„  (=  P^).  Sind 
dagegen  die  Werthe  von  P«  und  P^  gleich  und  entgegengesetzt,  so 
ist  das  Netz  hyperbolisch  und  der  Kernkegelschnitt  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  indem  das  dem  Mittelpunkte  M  zugehörige  Strahlsystem 
des  Netzes  ein  gleichseitig-hyperbolisches  wird. 

§.  60.    Die  Brennpunkte  des  Netzes. 

Es  bietet  sich  uns  als  nächste  Aufgabe  dar,  solche  Punkte  in 
der  Ebene  des  Netzes  aufzusuchen,  deren  zugehörige  Strahlsysteme 
circulare  werden;  ein  circulares  Strahlsystem  ist  ein  besonderes  ellip- 
tisches Strahlsystem,  welches  nicht  nur  ein  Paar,  sondern  unend- 
lich -  viele  Paare  von  Axen  hat  d.  h.  bei  welchem  je  zwei  conjugirte 
Strahlen  zu  einander  rechtwinklig  sind;  dies  ist  der  Fall,  sobald  es 
zwei  Paare  zu  einander  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen  giebt,  durch 
welche  das  Strahlsystem  bestimmt  wird.  Es  ist  nun  leicht  einzusehen, 
dass,  wenn  es  überhaupt  Punkte  in  der  Ebene  des  Netzes  giebt,  deren 
zugehörige  Strahlsysteme  circulare  sind,  diese  nothwendig  auf  den 
Axen  des  Netzes  liegen  müssen.  Denn  wäre  B  irgend  ein  nicht  auf 
einer  Axe  liegender  Punkt  und  M  der  Mittelpunkt  des  Netzes,  so 
würde  dem  Durchmesser  BM  ein  conjugirter  Durchmesser  zugehören, 
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welcher  nicht  senkrecht  auf  ihm  stände;  zögen  wir  nämlich  durch  B  eine 
Parallele  zu  letzterem,  so  hätten  wir  den  conjugirten  Strahl  zu  B3I 
in  dem  Strahlsystem  (i?);  wir  hätten  also  zwei  conjugirte  Strahlen 
dieses  Strahlsystems,  welche  nicht  rechtwinklig  zu  einander  wären; 
das  Strahlsystem  (B)  wäre  also  augenscheinlich  kein  circulares.  Hier- 
von macht  allerdings  der  Fall  eine  Ausnahme,  wenn  das  dem  Punkte 
(M)  zugehörige  Strahlsystem  selbst  ein  circulares  ist;  in  diesem  Falle 
ist  es  indessen  leicht  einzusehen,  dass  das  so  construirte  Paar  das 
einzige  Paar  rechtwinkliger  conjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems  (B) 
ist;  denn  ziehen  wir  durch  B  einen  beliebigen  zweiten  Strahl,  ^ 
wird  dessen  Pol  auf  der  aus  31  auf  ihn  herabgelassenen  Senkrechten 
liegen  und  im  Allgemeinen  nicht  im  Unendlichen;  verbinden  wir  ihn 
mit  B,  so  haben  wir  also  wieder  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  des 
Strahlsystems  (B),  die  nicht  zu  einander  rechtwinklig  sind,  und  das 
Strahlsystem  (B)  ist  also  kein  circulares. 

Wir  haben  demnach  die  Punkte  von  der  verlangten  Eigenschaft  nur 
auf  den  Axen  des  Netzes  zu  suchen;  wir  nahmen  einen  beliebigen 
Punkt  X  auf  einer  Axe  (Fig.  98),  ermitteln  seine  Polare  X,  welche  in 
x  senkrecht  auf  dieser  Axe  steht,  dann  sind  x  31  und  X  die  Axen 
des  dem  Punkte  x'  zugehörigen  Strahl- 
systems, ebenso  x3f  und  die  Senk- 
rechte in  X  die  Axen  des  dem 
Punkte  X  zugehörigen  Strahlsystems ; 
andere  Paare  conjugirter  Strah- 
len des  letzteren  können  wir  da- 
durch finden,  dass  wir  das  Punkt- 
system auf  X  ermitteln,  welches 
mit  dem  Strahlsystem  (x)  perspec- 
tivisch  liegt.  Ziehen  wir  durch  x 
einen  beliebigen  Strahl  Y,  welcher 
in  2  die  Polare  X  trifft,  und  be- 
stimmen den  Pol  y  von  Y,  welcher 
auf  X  liegen  muss,  so  ist  {xy)  =  Z 

die  Polare  von  z-^  y  und  z  sind  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  dem 
Netze  zugehörigen  Punktsystems  auf  X,  und  Z  und  Y  sind  ein  Paar 
conjugirter  Strahlen  des  dem  Punkte  x  zugehörigen  Strahlsystems  im 
Netze.  Die  beiden  Strahlen  Y  und  Z  werden  aber  im  Allgemeinen 
nicht  rechtwinklig  auf  einander  stehen,  und  das  Strahlsystem  {x)  wird 
also  im  Allgemeinen  kein  circulares  sein;  verändern  wir  indessen  den 
Punkt  X  auf  der  Axe,  so  kann  es  sich  ereignen,  dass  diese  Perpen- 
dicularität   eintritt,    und    ein    solcher  Punkt  x,    für  welchen   dies   der 
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Fall  ist,  muss  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  sein  Strahlsystem  ein 
circulares  wird.  B^i  der  Bewegung  von  x  können  wir  noch  die  Rich- 
tung der  durch  ihn  gehenden  Geraden  Y  gaiiz  willkürlich  annehmen, 
es  wird  aber  für  die  Betrachtung  iiweckmässig  sein,  für  Y  eine 
(übrigens  beliebige)  Richtung  unverändert  beizubehalten  und  also  Y 
nur  parallel  mit  sich  zu  verschieben;  die  Allgemeinheit  der  Betrach- 
tung wird  dadurch  nicht  beeinträchtigt;  in  dem  Punktsystem  auf  X, 
von  welchem  ij  und  z  ein  Paar  conjugirter  Punkte  sind,  ist  offenbar 
X  der  Mittelpunkt,  und  wegen  der  Eigenschaft  der  constanten  Potenz 
eines  Punktsystems  haben  wir: 

x'y  .  X  z  =  const. 

In  dem  Dreieck  xyz  ist  xx  eine  Höhe,  die  beiden  andern  Höhen 
yy  und  zz  schneiden  sich  also  in  einem  Punkte  |  der  ersteren,  d.  h. 
der  in  Betracht  gezogenen  Axe  des  Netzes.  Die  Aebnlichkeit  der 
^Dreiecke  giebt  ferner: 

X  y  .  X  z  =  X  X  .%x'  =  const. 

Wenn  wir  also  den  Punkt  x  festhalten  und  das  Paar  conjugirter 
Punkte  y,  z  auf  seiner  Polare  X  beliebig  verändern,  d.  h.  das  ganze 
Punktsystem  durchlaufen  lassen,  so  bleibt  der  Höhenpunkt  |  des 
Tripeldreiecks  xyz  immer  derselbe  feste  Punkt, 

Die  Fusspunkte  y  und  z  der  aus  y  und  z  auf  die  Seiten  des 
Tripeldreiecks  xyz  gefällten  Perpendikel  besitzen  die  Eigenschaft,  dass 
y  y  und  y  z,  ebenso  z  y  und  z  z  je  zwei  conjugirte  Strahlen  des  Netzes 
sind  und,  da  diese  auf  einander  senkrecht  stehen,  die  Axen  der  den 
Punkten  y  und  /  zugehörigen  Strahlsysteme  des  Netzes.  Bei  der 
Veränderung  von  y  und  z  beschreiben  nun  y  und  /  einen  Kreis, 
dessen  Durchmesser  x%  ist.  Jeder  Punkt  dieses  Krejses  mit  x  und  | 
verbunden  liefert  die  Axen  des  ihm  zugehörigen  Strahlsystems  im  Netze. 

Um  die  Veränderung  zu  verfolgen,  welche  mit  der  Bewegung  des 
Punktes  x  eintritt,  müssen  wir  ermitteln,  wie  der  Punkt  |  mit  x  sich 
verändert;  mit  x  verändert  sich  zunächst  X,  indem  es  sich  beständig 
parallel  bleibt  und 

Mx  .  Mx  =  const. 

ist;  die  durch  x  gezogene  Gerade  Y  soll  auch,  wie  oben  bestimmt  ist, 
in  ihrer  Richtung  festgehalten  werden,  der  Pol  y  wird  also  auf  dem 
zu  dieser  Richtung  conjugirten  Durchmesser  My  sich  bewegen;  das 
Perpendikel  yy  bleibt  beständig  sich  parallel,  und  es  bleiben  daher 
die  Verhältnisse  constant: 


Mu  ,  Mx  . 

■^  =  const.  ,       "ST—  =  const. 
M^  '        My 


und  hieraus  auch: 
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Diese  Relation  mit  der  obigen  verbunden  giebt: 
Mx  .  Mi,  =  const. , 
und  hieraus  schliessen  wir,  dass  die  Punkte  x  und  |  conjugirte  Punkte 
eines  bestimmten  neuen  auf  der  Axe  befindlichen  Punktsystems  sind, 
welches  denselben  Mittelpunkt  31  hat.  [Wollten  wir  die  kleine  Roch- 
lumg  vermeiden,  so  wäre  ebenso  leicht  zu  zeigen,  dass  bei  der  Be- 
wegung von  X  der  Punkt  ^  eine  mit  ihm  projectivische  Punktreihe 
durchläuft,  und  dass  entsprechende  gleiche  Strecken  der  beiden  pro- 
jectivischen  Punktreihen  verkehrt  auf  einander  fallen,  d.  h.  wenn  | 
nach  X  gelangt,  x  nach  |  kommt,  woraus  dann  ebenfalls  die  involu- 
torische  Eigenschaft  des  Punktpaares  (x,  ^)  erhellt.] 

Nachdem  diese  Abhängigkeit  der  Punkte  x  und  |  von  einander 
ermittelt  ist,  wird  die  ursprünglich  vorgelegte  Frage  leicht  zu  beant- 
worten sein.  Soll  nämlich  das  dem  Punkte  x  zugehörige  Strahl- 
system ein  circulares  werden,  so  muss  das  Tripeldreieck  xy2  bei 
X  rechtwinklig  sein,  d.  h.  der  Höhenpunkt  ^  dieses  Dreiecks  muss 
mit  der  Ecke  x  zusammenfallen,  und  umgekehrt:  Wenn  der  Ilöhen- 
punkt  I  mit  x  zusammenfällt,  nur  dann  werden  Y  und  Z  recht- 
winklig zu  einander  sein.  Da  nun  x  und  |  conjugirte  Punkte  eines 
bestimmten  und  aus  dem  Obigen  leicht  zu  ermittelnden  Punktsystems 
sind,  so  kommt  es  darauf  an,  die  Asymptotenpunkte  dieses  Punkt- 
systems zu  finden.  Diese  sind  nur  reell ,  wenn  das  Punktsystem  hyper- 
bolisch ist,  im  andern  Falle  werden  sie  durch  dieses  bestimmte 
(elliptische)  Punktsystem  vertreten.  Es  kann  also  auf  jeder  Axe  des 
Netzes  höchstens  zwei  Punkte  von  solcher  Beschaffenheit  geben,  dass 
die  ihnen  zugehörigen  Strahlsysteme  des  Netzes  circulare  werden. 
Um  zu  erfahren,  ob  diese  Punkte  reell  sind,  müssen  wir  das  oben 
ermittelte  Punktsystem  [x,  §)  auf  jeder  Axe  genauer  zu  bestimmen 
suchen.  Da  die  Punkte  x,  |  auf  der  in  Betracht  gezogenen  Axe  des 
Netses  ein  Punktsystem  bilden,  so  werden  sämmtliche  über  den 
Strecken  x^  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  ein  Kreisbüschel 
bilden  und  zwar  mit  einer  reellen  gemeinschaftlichen  Secante,  wenn 
das  Punktsystem  (x,  |)  elliptisch  ist,  dagegen  mit  einer  ideellen  ge- 
meinschaftlichen Secante,  wenn  das  Punktsystem  (x,  |)  hyperbolisch 
ist,  indem  die  beiden  Asymptotenpunkte  desselben  die  Grenzpunkte 
(Null-Kreise)  des  Kreisbüschels  werden.  Welcher  Art  aber  auch 
dieses  Kreisbüschel  sei,  immer  giebt  es  durch  einen  Punkt  B  der 
Ebene  nur  einen  einzigen,  stets  reellen  Kreis,  welcher  dem  Büschel 
angehört,  oder  mit  andern  Worten,  das  Kreisbüschel  erfüllt  die  ganze 
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unendliche  Ebene.  Wir  haben  oben  gesehen ,  dass  jeder  Punkt  B  eines 
solchen  Kreises,  welcher  über  x^  als  Durchmesser  beschrieben  ist, 
mit  X  und  |  verbunden  zwei  rechtAvinklige  Strahlen  liefert,  welche 
die  Axen  des  Strahlsystems  für  B  im  Netze  sind.  Da  aber  jedem  Punkte 
B  in  der  Ebene  des  Netzes  nur  ein  bestimmtes  Strahlsystem  zugehört 
und  auch  durch  jeden  Punkt  B  nur  ein  bestimmter  Kreis  des  Kreis- 
büschels hindurchgeht,  so  können  wir  umgekehrt  schliessen: 

Beulet  man  sich  in  sämnitlichen  Punkten  B  der  Ebene  eines  Netzes 
die  Äxen  der  ihnen  im  Netze  zugehörigen  Strahlsysteme  ermittelt,  nnd  trifft 
ein  solches  Axenjyaar  eine  (oder  die  andere)  Axe  des  Netzes  in  dem 
PunJdpaar  x,  |,  so  bildet  die  Gesammtheit  dieser  Paare  x,  %  ein  be- 
stimmtes Punktsystem  auf  der  Axe  des  Netzes,  d.  h.  x,  |  sind  allemal  ein 
Paar  conjugirter  Punkte  eines  und  desselben  Punktsystems,  ivo  auch  der 
Punkt  B  in  der  Ebene  angenommen  werden  mag. 

Hierdurch  wird  das  Punktsystem  (x,  |)  auf  eine  zweite,  sehr  ein- 
fache Weise  bestimmt  und  zwar  für  jede  der  Axen  des  Netzes  in 
gleichartiger  Weise,  denn  die  eine  der  Betrachtung  zu  Grunde  ge- 
legte Axe  hat  vor  der  anderen  nichts  voraus,  und  durch  einen  be- 
stimmten Punkt  B  giebt  es  nur  ein  einziges  Paar  Axen  desjenigen 
Strahlsystems,  welches  dem  Punkte  B  im  Netze  zugehört.  Denken 
wir  uns  also  einen  beliebigen  Punkt  B  in  der  Ebene  und  die  Axen 
seines  Strahlsystems,  av eiche  in  x  und  %  die  eine,  in  y  und  r]  die 
andere  Axe  des  Netzes  treffen  mögen,  so  bestimmen  x,  |  und  der 
Mittelpunkt  M  das  eine,  y,  r]  und  der  Mittelpunkt  31  das  andere 
Punktsystem  auf  den  Axen  des  Netzes,  und  es  ist  jetzt  leicht  ersicht- 
lich, dass  von  diesen  beiden  Punktsystemen  noth wendig  eines  hyper- 
bolisch und  das  andere  elliptisch 
sein  muss;  denn  sobald  x  und  |  auf 
derselben  Seite  von  M  gelegen  sind, 
müssen  y  und  rj  auf  entgegengesetz- 
.  ten  Seiten  von  M  liegen  und  umge- 
kehrt (Fig.  99).  Die  vier  Punkte 
x^yt}  liegen  nämlich  so,  dass  jeder 
—  von  ihnen  der  Höhenpunkt  des  von 
den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks 
ist,  und  es  findet  demzufolge  die  Be- 
dingung statt: 

Mx  .  3f|  +  3Iy  .Mr)  =  0; 
das   eine   dieser  beiden  Producte  ist  also  gleich,   aber  entgegengesetzt 
dem  andern,  d.  h.  wenn  das  eine  positiv  ist,  muss  das  andere  negativ 
sein  und  umgekehrt,     Von  den  beiden  auf  (len  Axen  des  Netzes  her- 
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vorgerufenen  Punktsystemen  ist  also  eines  notliwendig  hyperbolisch, 
das  andere  elliptisch.  Die  Asymptotenpuukte  des  hyperbolischen 
Punktsystems,  JPund  F^,  sind  die  einzigen  reellen  Punkte  in  der  Ebene 
des  Netzes,  für  welche  das  zugehörige  Strahlsystem  ein  circulares 
wird;  sie  heissen  die  Brenninmlite  des  Netses]  auf  der  andern  Axe 
giebt  es  ein  bestimmtes  elliptisches  Punktsystem,  dessen  Potenz  den 
gleichen  aber  entgegengesetzten  Werth  hat,  und  dessen  imaginäre  Asym- 
ptotenpunkte als  das  zweite  Paar  Brennpunkte  des  Netzes  aufgefasst 
werden  können.  Wollen  wir  noch  die  unendlich-entfernte  Gerade  ©^ 
als  dritte  Axe  des  Netzes  gelten  lassen,  insofern  sie  der  dritte  Tripel- 
strahl  zu  den  beiden  endlichen  Axen  des  Netzes  ist  und  gewisser- 
massen  als  auf  jeder  Geraden  in  der  Ebene  senkrecht  stehend  ange- 
nommen werden  kann,  so  wird  auf  dieser  dritten  Axe  ebenfalls  ein 
Punktsystem  {z,  ^)  durch  die  Axen  eines  jeden  Strahlsystems  im  Netze 
bestimmt  werden,  und  dieses  Punktsystem  ist  ein  für  allemal  dasselbe 
(circulare),  indem  es  von  je  zwei  unendlich  -  entfernten  Punkten  in 
zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  erzeugt  wird.  Die  imagi- 
nären Asymptotenpunkte  desselben  sind  die  imaginären  Kreispunkte 
der  unendlich-entfernten  Geraden-  (S.  78)  und  können  allemal  als  ein 
Paar  imaginäre  Brennpunkte  für  jedes  Netz  angesehen  werden. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  Potenz  des  Punktsystems  (^,  |), 
welche  gleich  und  entgegengesetzt  der  des  andern  Punktsystems  {y,  rj) 
ist,  zu  bestimmen  oder,  was  dasselbe  ist,  den  Abstand  jedes  der 
Brennpunkte  FF^  von  dem  Mittelpunkte  M  des  Netzes  zu  ermitteln; 
dieser  ist  leicht  auszudrücken  durch  die  Potenzen  P«  und  P^  der- 
jenigen beiden  Punktsysteme,  welche  den  Axen  des  Netzes  zugehören. 
Nehmen  wir  von  den  beiden  Axen  des  dem  Punkte  B  zugehörigen 
Strahlsystems  eine,  welche  in  x  und  y  die  Axen  des  Netzes  treffen 
möge,  so  wird  ihr  Pol  P  auf  der  andern  liegen  müssen  (Fig.  90), 
also  in  der  durch  B  auf  ihr  gezogenen  Senkrechten,  welche  in  |  und 
ri  die  Axen  des  Netzes  trifft;  die  Polare  von  x  muss  nun  durch  P 
gehen  und  senkrecht  stehen  auf  Mx,  also,  wenn  das  aus  P  auf  Mx 
herabgelassene  Perpendikel  diese  Gerade  in  x  trifft,  so  ist  Mx .  Mx=Pä 
und  ebenso  My  .  My  ^^  P« ,  wo  y  den  Fusspunkt  des  aus  P  auf  My 
herabgelassenen  Perpendikels,  d.  h,  der  Polare  von  y  bedeutet.  Aus 
der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  folgt  aber: 

Mt]         y'  7]  y'  r}    31  rj  —  My' 

Ml^  y''P~  Mx'  ~        3Ix'         ' 

und  setzen  wir  dies  Verhältniss  in  die  oben  gefundene  Relation: 

Mx  .  M^  -{-  My  .  Mrj  ^  0 
ein,  so  folgt: 
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Mx  .  Mx  —  Mij  .  Mtj  ==^  —  Mij  .  Mr)  =  Mx  .  M^ 
oder-  i  Mx.3n  =  P,,-P, 

\  My.M7i  =  F,-Pa. 

Die  Potenz  desjenigen  Punktsystems,  dessen  Asymptotenpunkte 
die  Brennpunkte  des  Netzes  sind,  ist  hiernach  gefunden,  also  auch 
die  Entfernung  der  Brennpunkte  FF^  vom  Mittelpunkte,  deren  Quadrat 
gleich  dem  absoluten  Werthe  von  (P„  —  P* )  ist. 

Es  ist  vorhin  erwähnt  worden,  dass  die  Kreise,  welche  über  je 
einer  Strecke  xi,  zwischen  zwei  conjugirten  Punkten  des  Punktsystems 
{x,  i,)  als  Durchmesser  beschrieben  werden,  ein  Kreisbüschel  bilden, 
dessen  Grenzpunkte  (Nullkreise)  die  Brennpunkte  des  Netzes  sind. 
Wir  erhalten  hiernach  für  die  beiden  endlichen  Axen  des  Netzes 
zwei  Kreisbüschel,  deren  eines  zur  ideellen,  das  andere  zur  reellen  ge- 
meinschaftlichen Secante  die  eine  und  die  andere  Axe  des  Netzes  und 
zur  Centrale  die  jedesmalige  zweite  Axe  hat;  da  die  Potenz  des 
Punktes  M  in  Bezug  auf  die  Kreise  des  einen  Büschels  gleich  aber 
entgegengesetzt  der  Potenz  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die  Kreise 
des  andern  Büschels  ist,  so  schuldet  jeder  Kreis  des  einen  jeden  des 
andern  Büschels  rechtwinklig,  und  die  Kreise  über  xh,  und  yri  als 
Durchmesser  stehen  daher  in  der  bekannten  Beziehung  zu  einander, 
dass  sie  zwei  conjugirte  Kreisbüschcl  bilden.  Wir  können  dies  als  Satz 
fulgeudermassen  aussprechen : 

Die  heiden  Brennpimläe  auf  der  einen  Axe  des  Netzes  und  die 
SchnittpunJcte  der  andern  mit  irgend  einem  Axenpaar  des  Strahlsystems, 
'Welches  einem  heliebigen  Funkte  in  der  Ebene  des  Netzes  zugeiwrt,  liegen 
allemal  auf  einem  Kreise. 

Das  dritte  zu  den  beiden  conjugirten  Kreisbüscheln  zugehörige 
Kegelschnittbüschel,  welches  aus  sämmtlichen  gleichseitigen  Hyperbeln 
besteht,  die  M  zum  Mittelpunkt  haben  und  durch  die  Brennpunkte 
FF^  gehen  (S.  339),  tritt  bei  dieser  Betrachtung  ebenfalls  hervor,  wenn 
man  (5J^  als  dritte  Axe  des  Netzes  hinzunimmt.  Wenn  man  die  Axen 
des  einem  beliebigen  Punkte  P  in  Bezug  auf  das  Netz  zugehörigen 
Strahlsystems  hat  und  durch  M  Parallele  zu  denselben  zieht,  so  giebt 
es  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche  diese  beiden  Parallelen  zu 
Asymptoten  hat  und  durch  P  geht;  alle  diese  Hyperbeln  bilden  ein 
Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  mit  zwei  reellen  {FF^)  und  zwei 
imaginären  Grundpunkten.  Wir  erhalten  eine  solche  gleichseitige  Hy- 
perbel, wenn  wir  (Fig.  98)  bei  dem  obigen  Tripel  xyz  die  Bewegung  ein- 
treten lassen,  dass  wir  Y  parallel  mit  sich  verschieben  und  aus  dem  jedes- 
maligen Pole  y  von  F  das  Perpendikel  auf  Y  fällen,  dessen  Fusspunkt 
y'  die  gleichseitige  Hyperbel  beschreibt. 
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§.  61.    Einige  Eigenschaften  der  Axen  sämmtliclier  StraMsysteme,  welche 
den  Punkten  in  der  Ebene  eines  Netzes  zugehören. 

Wir  haben  oben  (S.  422)  das  Gesetz  aufgesucht,  welchem  die  Asymptoten 
sämmtlicher  Strahlsysteme,  die  den  Punkten  in  der  Ebene  eines  Netzes 
zugehören,  imterworfen  sind,  sowie  den  Ort  sämmtlicher  Asymptoten- 
punkte auf  allen  Geraden  in  der  Ebene  des  Netzes;  letzterer  war  der 
Kern  des  Netzes  iind  sämmtliche  Asymptoten  Tangenten  dieses  Kern- 
kegelschnitts.  Es  bietet  sich  jetzt  die  Frage  dar,  welchem  Gesetze 
die  Axen  sämmtlicher  Strahlsysteme  im  Netze  unterworfen  sind?  Jede 
Gerade  Sl  in  der  Ebene  ist  Axe  eines  bestimmten  Strahl  Systems;  denn 
treffe  sie  eine  Axe  X  des  Netzes  in  x  und  sei  |  der  conjugirte  Punkt 
in  demjenigen  Punktsystem  (x,  |)  auf  dieser  Axe  (S.  458),  dessen 
Asymptotenpunkto  die  reellen  (oder  imaginären)  Brennpunkte  des 
Netzes  sind,  so  wird  das  Perpendikel  aus  |  auf  die  Gerade  %  dieselbe 
in  demjenigen  Punkte  ^9  treffen,  für  welchen  die  Gerade  51  und  die 
darauf  Senkrechte  die  Axen  des  dem  Punkte  p  zugehörigen  Strahl- 
systems im  Netze  sind.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  in  der 
Ebene  gehen  also  unendlich-viele  Gerade  %,  welche  als  Axen  für  be- 
stimmte dem  Netze  zugehörige  Strahlsysteme  auftreten;  suchen  wir 
den  Ort  der  zugehörigen  zweiten  Axe  33  zu  bestimmen.  Das  von  der 
Geraden  %  beschriebene  Strahlbüschel  (P)  trifft  die  Axe  X  des  Netzes 
in  der  Punktreihe  {x)  und  die  unendlich-entfernte  Gerade  @^  in  einer 
Punktreihe,  die  mit  der  Punktreihe  (x)  perspectivisch  liegt;  denken 
wir  uns  das  Strahlbüschel  (P)  um  90"  gedreht,  so  trifft  es  die  Ö}^  in 
einer  neuen  Pimktreihe,  welche  ebenfalls  mit  dem  Strahlbüschel  (P) 
projectivisch  ist;  der  dem  x  conjugirte  Punkt  |  beschreibt  bei  der 
Bewegung  von  x  eine  Punktreihe  (|),  welche  wegen  der  projecti vischen 
Natur  des  Punktsystems  (S.  52)  ebenfalls  mit  der  Punktreihe  (x)  pro- 
jectivisch ist,  und  die  Perpendikel  aus  |  auf  den  jedesmaligen  Strahl 
%  sind  nichts  anderes,  als  Verbindungsstrahlen  entsprechender  Punkte 
zweier  projecti vischer  Punktreihen  auf  den  Trägern  X  und  (3^ ,  indem 
letztere  von  dem  um  90*^  gedrehten  Strahlbüschel  (P)  auf  05^  ausge- 
schnitten wird.  Die  der  Axe  51  zugehörige  zweite  Axe  33  umhüllt 
daher  einen  Kegelschnitt  und  zwar  eine  Parabel,  weil  (3^  eine  Tangente 
desselben  ist;  diese  Parabel  berührt  die  beiden  endlichen  Axen  X  und 
1^  des  Netzes,  und  der  Mittelpunkt  31  des  Netzes  ist  daher  ein  Punkt 
der  Leitlinie  dieser  Parabel,  weil  durch  ihn  zwei  rechtwinklige 
Tangenten  an  dieselbe  gehen.  Da  ferner  dem  festen  Punkte  P  selbst 
ein   bestimmtes  Strahlsystem   im  Netz   zugehört,   dessen  Axen   ein  be- 
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Fig.  100. 


sonderes  Axeiipaar  ?X,  33  sind,  so  liegt  auch  P  in  der  Leitlinie,  und 
PM  ist  daher  die  Leitlinie  der  Parabel.  Wir  können  auch  leicht  den 
Brennpunkt  dieser  Parabel  ermitteln;  die  Axen  des  dem  Punkte  P  zu- 
gehörigen Strahlsystems  mögen  X  in  fi^^^  und  Y  in  i?/,,^,,  trefien 
(Fig.  100),  dann  gehören  die  beiden  über  a„|„  und  p^^tj^  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreise 
den  beiden  vorhin  (S.  460)  er- 
wähnten conjugirten  Kreis- 
büscheln an;  diese  beiden 
Kreise  haben  aber  ausser  dem 
Punkte  P  noch  einen  zweiten 
(reellen)  Punkt  <P  gemein,  und 
«5  ist  der  Brennpunkt  unserer 
Parabel^  denn  da  der  Brenn- 
punkt einer  Parabel,  welche 
einem  Dreiseit  einbeschrieben 
•  ist,  allemal  auf  dem  dem 
Dreiseit  umschriebenen  Kreise 
liegt  (S.  280)  und  wir  hier 
zwei  der  Parabel  umschriebene 
Dreiecke  Por^^^^^  und  PpoVo 
haben,  so  niuss  der  gemein- 
schaftliche Punkt  der  ihnen 
umschriebenen  Kreise  der  gesuchte  Brennpunkt  der  Parabel  sein;  da 
aber  P  dieser  Punkt  offenbar  nicht  sein  kann,  so  ist  0  der  Brenn- 
punkt der  Parabel.  Es  ist  ferner  leicht  zu  sehen,  dass  0  =  (ä^^tJo,  p^^^) 
der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  x^^tj^^  und  i/„^„  ist,  und  dass  die- 
selben auf  einander  senkrecht  stehen,  oder  dass  O  der  dritte  Diagonal- 
punkt des  vollständigen  Vierecks  x^yQ^f^tj^  ist,  dessen  beide  andern  P 
und  M  sind.  Die  Gerade,  welche  die  Fusspunkte  der  aus  0  auf  die 
Axen  XY  gefällten  Perpendikel  verbindet,  ist  also  nach  bekannten 
Eigenschaften  der  Parabel  die  Tangente  am  Scheitel  derselben  und 
läuft  parallel  der  Leitlinie  PM.  Die  hier  auftretende  Parabel  ist  uns 
also  jetzt  durch  Leitlinie  und  Brennpunkt  vollständig  bekannt,  und 
wir  können  das  Ergebniss  der  vorigen  Untersuchung  folgendermassen 
zusammenfassen : 

Jede  Gerade  %  in  der  Ebene  eines  Netzes  ist  eine  Axe  eines  be- 
stimmten dem  Netze  zugehörigen  Strahlsystems;  die  andere  Axe  33  tvird 
gefunden,  indem  man  den  Schnittpunkt  x  der  Geraden  %  mit  einer  Axe 
X  des  Netzes  aufsucht,  den  conjugirten  Punli  |  desjenigen  PunJctsystems 
bestimmt,  ivelches  die  (reellen  oder  imaginären)  BrennjninJcte  des  Netzes 
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auf  dieser  Axe  m  AsymptotenpiinUen  hat,  und  aus  |  ein  PerpendiM 
auf  %  hernblüsst;  dieses  PerpendiM  ist  die  andere  Axe  S  und  der 
Schnittjnmht  (5t,  33)  =79  derjenige  Punkt  von  %,  dessen  StraJilsystem  im 
Netze  ^  und  ^  m  Axen  hat.  Betvegt  man  die  Gerade  5t  um  einen 
helieUgen  festen  Punkt  P,  so  verändert  sich  auch  33  tmd  umhüllt  eine 
Parabel  '^^^K  Diese  Parabel  hat  PM,  die  Vcrhindungslinie  des  festen 
Punktes  P  mit  dem  Mittelpunkte  M  des  Netzes,  mr  Leitlinie  und  berührt 
soivohl  die  beiden  Axen  des  Netzes,  als  auch  die  beiden  Axen  des  beson- 
deren Strahlsystems,  ivelches  dem  Punkte  P  im  Netze  zugehört.  Jedem 
Punkte  P  in  der  Ebene  entspricht  also  eine  bestimmte  Parabel  ^^'^';  be- 
wegt sich  P  auf  einer  Geraden  %q,  so  durchläuft  ^^<^)  eine  Parabelschaar 
vm  vier  festen  Tangenten;  dies  sind  die  unendlich-entfernte  Gerade  @^, 
die  beiden  Axen  XY  des  Netzes  und  diejenige  Gerade  ^q,  welche  zur 
anderen  Axe  %^  hat;  die  Leitlinien  dieser  Parabelschaar  laufen  durch 
den  festen  Punkt  M  (S.  279)  u.  s.  f. 

Halten  wir  den  Punkt  P  fest  und  suchen  den  Zusammenhaug 
der  Parabel  ^^^^^  mit  den  beiden  conjugirten  Kreisbüscheln  zu  erkennen, 
denen  wir  noch  das  dritte  conjugirte  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln 
hinzufügen,  so  zeigen  sich  die  in  §.  51  allgemein  gefundenen  Eigen- 
schaften dreier  conjugirten  Kegelschnittbüschel  für  diesen  besonderen 
Fall  vollständig  bestätigt.  Ein  Kegelschnitt,  welchem  die  beiden  Punkt- 
systeme {x,  I)  und  {y,  r/)  auf  den  Axen  X  und  Y  des  Netzes  zuge- 
hören, ist  allemal  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche  M  zum  Mittel- 
.  punkte  hat-,  denn  nach  der  auf  S.  150  angegebenen  Construction  geht 
durch  einen  gegebenen  Punkt  P  nur  ein  einziger  bestimmter  Kegel- 
schnitt, welcher  die  Punktsysteme  {x,  |)  und  (if,  rf)  zu  zugehörigen 
hat,  und  dieser  Kegelschnitt^ wird  gefunden,  indem  man  das  einzige 
Strahlenpaar  durch  P  aufsucht,  welches  gleichzeitig  sowohl  das  eine, 
wie  das  andere  Punktsystem  in  einem  Paare  conjugirter  Punkte  trifft. 
In  unserm  Falle  ist  nun  dieses  Strahlenpaar  immer  reell,  nämlich  das 
Axenpaar  des  dem  Punkte  P  im  Netze  zugehörigen  Strahlsystems, 
welches  in  x^^^  die  Axe  X  und  in  y^-^ri^  die  Axe  Y  trifft.  Die  Punkte, 
in  welchen  diese  beiden  Strahlen  die  Polare  des  Schnittpunkts  (X,  Y) 
=  M,  d.  h.  (55^  treffen,  also  die  unendlich-entfernten  Punkte  jener 
beiden  rechtwinkligen,  durch  P  gehenden  Strahlen  sind  Punkte  des 
gesuchten  Kegelschnitts,  und  dieser  ist  also  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel, weil  er  zwei  unendlich  -  entfernte  Punkte  in  zwei  zu  einander 
rechtwinkligen  Richtungen  hat.  Diese  beiden  Punkte,  die  Brennpunkte 
FF^  des  Netzes,  und  der  Punkt  P  bestimmen  vollständig  den  Kegel- 
schnitt. Nennen  wir  zur  Abkürzung  die  beiden  Kreise,  welche  ä;q^„ 
und  y^K]^  zu  Durchmessern  habeu,  ^^'^  und  Uy-\  die  gleichseitige  Hyper- 
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bei  §^^)  (Fig.  100),  so  hat§(^^  mit  jedem  der  beiden  Kreise  noch  einen 
reellen  gemeinscliaftlichen  Punkt  ausser  P,  und  diese  Punkte  HHi 
sind  leicht  zu  finden;  rr^,  1^  sind  nämlich  ein  Paar  conjugirter  Punkte 
für  die  Hyperbel  ^^'-^^  und  P  ein  Punkt  derselben;  die  Strahlen  Pxq  und 
Fi,Q  treffen  die  Hyperbel  §(^)  in  den  beiden  unendlich- entfernten  Punkten, 
deren  Verbindungslinie  (@^)  den  Pol  von  a^ylo  in  Bezug  auf  die  Hy- 
perbel enthält,  weil  rr^l^  durch  M  geht;  folglich  müssen  (S.  149)  die 
durch  Xq  und  |(,  parallel  zu  P|q  und  Pä-^  gezogenen  Geraden  sich  in 
einem  Punkte  H  der  Hyperbel  ^^^^  treffen;  dieser  liegt  gleichzeitig  auf 
dem  Kreise  it^',  denn  er  ist  der  diametral  gegenüberliegende  Punkt  zu 
P  auf  diesem  Kreise  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  der  zweite  Schnitt- 
punkt der  Tangente  in  P  am  Kreise  ^\^\  mit  dem  Kreise  Äi^' ;  in  gleicher 
Weise  trifft  die  Tangente  in  P  am  Kreise  ^i^'  den  Kreis  Äl,^*  in  einem 
Punkte  H^  der  Hyperbel  §^'^';  die  beiden  Punkte  H  und  H^  liegen  in 
gerader  Linie  mit  O,  dem  zweiten  Schnittpunkte  der  Kreise  ^1.-'  und 
U\J^  ,  denn  die  Mittelpunkte  dieser  beiden  Kreise  sind  die  Mitten  der 
Strecken  FH  und  FH^,  und  die  Centrale  halbirt  die  gemeinschaftliche 
Secante  P^;  da  sie  zugleich  auf  ihr  senkrecht  steht,  so  ist  auch  die 
Gerade,  in  welcher  die  Punkte  HH^O  liegen,  zur  Geraden  P^  recht- 
winklig. Ferner  zeigt  sich,  dass  FO  die  Tangente  im  Punkte  P  an 
der  Hyperbel  §'^)  ist,  denn  da  a'^l^  ein  Paar  conjugirter  Punkte  sind  in 
Bezug   auf  §*^^  und  y^iy,^   ein  zweites  Paar,   so  ist  (S.  153)   das   Paar 

(^0^0?  ^o'^o)  "^  -P  ^^^  (*'()%?  ^o?/o)  "^^  ^  ®^^  drittes  Paar  conjugirter 
Punkte  für  die  Hyperbel  §^^^;  und  da  P  selbst  auf  ihr  liegt,  so  ist" 
PO  Tangente  in  P.  Die  Gerade  HH^  O  ist  die  Polare  des  Punktes 
P  in  Bezug  auf  die  ihm  entsprechende  Parabel  ^^^^^,  denn  P  liegt  in 
der  Leitlinie  dieser  Parabel,  deren  Pol.  der  Brennpunkt  O  derselben 
ist;  ferner  steht  HH^  senkrecht  auf  PO;  folglich  ist  nach  bekannten 
Eigenschaften  der  Parabel  HH^  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  die 
Parabel  ^(^^;  die  Schnittpunkte  von  i/i/j  mit  den  beiden  durch  P 
gehenden  rechtwinkligen  Strahlen  Fx^^  und  P^^  sind  daher  deren  Be- 
rührungspunkte mit  der  Parabel  ^4^*^^,  und  hieraus  folgt,  dass  H  und 
H^  die  Pole  der  durch  P  zu  X.  und  Y  gezogenen  Parallelen  in  Bezug 
auf  die  Parabel  ^^^)  sind,  ebenso  wie  O  der  Pol  von  FM  ist.  Wir 
kiumen  hiernach  folgendes  Ergebniss  zusammenstellen: 

Die  auf  den  Geraden  X,  Y,  Z  (=  %^  des  Netzes  befmdlichen 
FunMsysteme  (x,  |)  (y,  rj)  {z,  £;),  ivelche  von  den  Axenpaaren  sämmt- 
licher  Strahlsysteme  im  Netze  atisgeselmiiten  werden,  hestimmen  paarweise 
zusammengefasst  drei  eonjugirte  Kegelsehnitthüschel ,  sodass  die  Kegel- 
schnitte eines  Büschels  je  ztvei  von  den  FnnJctsystemen  zu  zugehörigen 
haben;    diese   drei   Büschel    bestehen  aus  zwei  conjugirfen  Kreisbüscheln, 


Das  Involutions-Netz  (Polarsystem)  und  das  Kegelschnitt-Netz.     §.  61.     405 

welche  über  ^|  und  yr}  als  Durchmesser  beschrieben  sind,  und  einem 
Büschel  gleicliseitiger  Hyperbeln,  welche  durch  je  zwei  unendlich-entfernte 
Punkte  3,  l,  die  in  rechtwinMigen  Bichtungen  m  einander  liegen,  soivie 
durch  die  beiden  reellen  BretinpunMe  des  Netzes  FF^  gehen  und  den 
3Iittelpimlit  M  des  Netzes  zu  ihrem  gemeinschaftlichen  Mittelpunlde  haben. 
Durch  einen  beliebigen  Punkt  P  des  Netzes  gehen  drei  bestimmte  Kegel- 
schnitte dieser  Büschel:  zwei  Kreise  ^i^'^^^'  und  eine  gleichseitige  Hyperbel 
§<^);  treffen  nämlich  die  dem  Punkte  P  im  Netze  zugehörigen  Axen  in 
Xq^q  die  Axe  X,  in  y^no  f?»^  Y,  in  z^t^  die  Axe  Z  {(BJ,  so  ist  ^i^'  der 
Übel'  Xq^q  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis,  ^y^  der  über  y^^rif,  als 
Durchmesser  beschriebene  Kreis  und  ^'^^  die  durch  z^^^FF^  und  P  ge- 
legte gleichseitige  Hijperbel.  Die  drei  Kegelschnitte  Äi?'^^^*^^^)  Jiaben  zu  je 
zweien  noch  einen  vierten  reellen  PimM  gemein,  nämlich  Ä^^'  und  ^^^'  dm 
Punkt  Q,  Äi^*  und  §(2)  den  Punkt  H,  ^^^^  und  ^<2)  den  Punkt  H,.  Die  drei 
Punkte  HHj^Q  liegen  in  einer  Geraden,  welche  die  Polare  des  Punktes 
P  in  Bezug  auf  die  oben  betrachtete  Parabel  ^^^^  ist,  und  die  drei 
Strahlen  PH,  PH^,  P0  sind  die  Tangentenr  der  beiden  Kreise  ^i^'^l^^'  und 
der  gleichseitigen  Hyperbel  §^^^  in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  P.  Die 
Punkte  HH^^  sind  auch  die  Pole  der  drei  Strahlen,  welche  von  P  nach 
den  Schnittpunkten  der  Seiten  des  Dreiseits  XYZ  hingehen,  in  Bezug 
auf  die  Parabel  '^^^\ 

Da  jede  Gerade  %  in  der  Ebene  des  Netzes  eine  Axe  für  ein 
bestimmtes  dem  Netze  zugehöriges  Sl?rahlsystem  ist  und  der  Punkt  p, 
welchem  dieses  Strahlsystem  zugehört,  nach  dem  Obigen  leicht  ge- 
funden wird  als  Schnittpunkt  der  zweiten  Axe  93  mit  31,  so  bietet 
sich  die  Frage  dar,  welches  der  Ort  des  Punktes  p  ist,  wenn  wir  die 
Gerade  5t  um  einen  festen  Punkt  P  drehen.  Da  die  Gerade  SB  bei 
dieser  Bewegung  eine  bestimmte  Parabel  ^(^>  beschreibt,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  so  ist  der  Ort  des  Punktes  p  der  Ort  der  Fusspunkte 
von  allen  Perpendikeln,  welche  aus  P  auf  die  Tangenten  dieser  Para- 
bel herabgelassen  werden  können,  d.  h.  die  Fusspunktscurve  für  die 
Parabel  in  Bezug  auf  den  Punkt  P.  Diese  ist  eine  Curve  dritten 
Grades  C^^\  welche  in  P  einen  Doppelpunkt  hat,  denn  sie  ist  das  Er- 
zeugniss  zweier  projectivischer  Gebilde:  eines  Strahlbüschels  (P)  und 
eines  krummen  Tangentenbüschels  (der  Parabel)*);  wir  können  aber 
auch  direct  nachweisen,  dass  sie  vom  dritten  Grade  ist,  indem  wir 
zeigen,  dass  es  auf  jeder  beliebigen  Geraden  in  der  Ebene  im  Allgemeinen 
und  höchstens  drei  Punkte  des  gesuchten  Ortes  giebt.    Lassen  wir  auf 


*)  Siebe  Crelle-Borcharäfsches  Journal  für  Mathematik  Bd.  LIV,  Seite  31  ff.: 
„Ueber  die  Erzeugnisse  krummer  projectivischer  Gebilde"  von  H.  Schröter. 
Steiner,  Vorlesungen  II.    2.  Aufl.  30 


46G  Vierter  Abschnitt. 

einer  beliebigen  Geraden  2  einen  veränderlichen  Punkt  r  sieb  beweo-en. 
zieben  Pj  und  die  darauf  Senkreebte  in  i,  so  umbüllt  die  letztere 
offenbar  eine  zweite  Parabel  S^\^\  welebe  P  zum  Brennpunkte  und  £ 
zur  Tangente  am  Scbeitel  bat;  die  beiden  Parabeln  ^(-)  und  ^|-^  baben 
in  der  unendlieb-entfernten  Geraden  ©^  bereits  eine  gemeinscbaftliche 
Tangente,  mithin  im  Allgemeinen  und  höchstens  noch  drei  andere;  die 
Schnittpunkte  derselben  mit  der  Geraden  ü  sind  offenbar  Punkte  des 
gesuchten  Ortes,  dieser  ist  also  vom  dritten  Grade.  Denken  wir  uns 
continuirlich  den  Strahl  ?X  um  den  festen  Punkt  P  gedreht,  so  trifft 
ihn  die  jedesmal  zu  seiner  Richtung  senkrechte  (einzige)  Tangente 
der  Parabel  ^^^>  in  dem  Punkte  p,  welcher  continuirlich  die  ganze 
Curve  0(^>  beschreibt;  auf  jedem  durch  P  gehenden  Strahl  §1  giebt  es 
also  nur  einen  solchen  Punkt  p  des  Ortes  C'^^^;  insbesondere  aber  ge- 
langt der  Strahl  51  bei  seiner  continairlichen  Drehung  nothwendig 
einmal  in  die  Lage  '^^  einer  der  beiden  Axen  des  Strahls jstems,  wel- 
ches dem  Punkte  P  in  Bezug  auf  das  Netz  zugehört;  die  andere  Axe 
33„  trifft  ihn  dann  in  P  selbst,  und  P  ist  daher  auch  ein  Punkt  des 
Ortes;  zweitens  gelangt  aber  auch  der  veränderliche  Strahl  ?!  in  die 
Lage  von  33^,  und  der  veränderliche  Punkt  ])  fällt  also  zum  zweiten 
Mal  nach  P;  hieraus  erkennen  wir,  dass  der  Punkt  P  ein  I)oppelp»mM 
der  Gurve  C^"'^  ist;  die  Verbindungslinie  Pp  ist  immer  Sehne  der 
Curve  C^^^  und  gebt  also  bei  der  continuirlichen  Drehung  um  P,  so- 
bald %  in  die  Lage  von  5t^  oder  S3o  kommt,  in  die  Tangente  an  (7^^^ 
für  den  Doppelpunkt  P  über,  weil  in  jedem  dieser  Fälle  P  mit  p  zu- 
sammenfällt. Die  beiden  Tangenten  in  dem  Doppelpunkte  der  Curve 
C'^^  stehen  daher  auf  einander  senkrecht. 

Es  ist  leicht,  einige  besondere  Punkte  der  Curve  C^^^  anzugeben ;  offen- 
bar gebt  sie  durch  die  Brennpunkte  FF^  des  Netzes,  denn  die  Gerade  P7*' und 
die  darauf  Senkrechte  in  F  sind  auch  ein  Paar  Axen  des  dem  Punkte  P" zuge- 
hörigen Strablsystems,  weil  dieses  ein  circulares  ist.  (Hieraus  schliessen 
wir,  dass  sie  in  gleicher  Weise  durch  die  beiden  imaginären  Brenn- 
punkte auf  der  zweiten  Axe  und  die  beiden  unendlich- entfernten  ima- 
ginären Kreispunkte  auf  der  dritten  Axe  @^  geht.)  Ferner  geht  C^^^ 
durch  die  Fusspunkte  der  beiden  Perpendikel,  welche  von  P  aus  auf 
die  beiden  endlichen  Axen  X  Y  des  Netzes  herabgelassen  werden,  weil 
die  Parabel  ^^'^^  die  Axen  XY  zu  Tangenten  hat;  sodann  geht  C^^' 
durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  der  Leitlinie  der  Parabel  ^'^', 
weil'  %^  als  die  einzige  Tangente  der  Parabel,  welche  auf  dieser 
senkrecht  steht,  anzusehen  ist.  Endlich  sind  noch  zwei  Punkte 
der  Curve  6'*^^  in  dem  Falle  anzugeben,  dass  das  Net/,  ein  hyperboli- 
sches ist.     Dann  kann  es  nämlich  zwei  reelle  Tangenten  aus  P  an  den 
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Kernkegelschnitt  des  Netzes  geben,  deren  Berührungspunkte  offenbar 
der  C^^'  angehören,  weil  Tangente  und  Normale  allemal  als  ein  Axen- 
paar  eines  dem  Kegelschnitt  zugehörigen  Strahlsystems  anzusehen 
sind.  Der  Polare  von  F  im  Netze  gehört  also  ein  Punktsystem  zu, 
dessen  Asymptotenpunkte  auf  der  Curve  C^^^  liegen. 

Noch  zu  erwähnen  sind  einige  besondere  Fälle,  in  denen  die  be- 
trachtete Curve  C^^  zerfallt.  Wenn  nämlich  P  insbesondere  auf  einer 
Axe  des  Netzes  angenommen  wird,  z.  B.  auf  X,  und  wir  nennen  x 
diese  besondere  Lage  des  Punktes  P,  so  treffen  alle  durch  a'  gehenden 
Strahlen  %  die  Axe  X  in  demselben  Punkte  x,  und  die  Perpendikel 
aus  dem  conjugirten  Punkte  |  des  Punktsystems  (x,  |)  schneiden  jene 
Strahlen  %  in  solchen  Punkten  j),  welche  auf  einem  Kreise  liegen, 
der  x^  zum  Durchmesser  hat;  dieser  Kreis  ^ir'  ist  ein  Theil  der  Curve 
C^^\  und  der  andere  ist  die  Axe  X  selbst,  denn  für  jeden  ihrer  Punkte 
ist  die  Axe  X  und  die  darauf  Senkrechte  ein  Axenpaar  des  dem 
Netze  zugehörigen  Strahlsystems  und  X  geht  beständig  durch  den  an- 
genommenen Punkt  'x.  Die  Curve  dritten  Grades  zerfällt  also  in 
diesem  Falle  in  einen  Kreis  Ä^.  und  eine  Gerade  X5  die  Parabel  ^^^^ 
zieht  sich  dabei  auf  zwei  Punkte,  den  Punkt  |  und  den  unendlich-ent- 
fernten Punkt  von  1",  oder  auf  deren  doppelt  zu  zählende  Verbindungs- 
linie zusammen.  In  ganz  analoger  Weise  zerfällt  6'^^'  in  einen  Kreis 
^l^^  und  eine  Gerade  Y,  falls  der  angenommene  Punkt  P  auf  der  Axe 
Y  des  Netzes  liegt.  Wird  endlich  P  insbesondere  auf  der  unendlich- 
entfernten Geraden  ©^  (der  dritten  Axe  Z  des  Netzes)  angenommen, 
so  zerfällt  die  Curve  C^^^  in  diese  Gerade  selbst  und  eine  gleichseitige 
Hyperbel  ^''^^,  denn  sobald  P  im  Unendlichen  liegt,  werden  sämmtliche 
durch  ihn  gehende  Strahlen  parallel;  suchen  wir  zu  jedem  Schnittpunkt 
X  der  Geraden  %  mit  X  den  conjugirten  Punkt  ^  des  Punktsystems 
{x,  I)  und  fallen  aus  ihm  ein  Perpendikel  auf  51,  so  bleiben  auch 
diese  Perpendikel  33  sich  beständig  parallel,  und  da  x,  |  ein  Punkt- 
system bilden,  also  projectivische  Punktreihen  durchlaufen,  so  be- 
schreiben %  und  33  zwei  projectivische  Strahlbüschel,  deren  Mittel- 
punkte im  Unendlichen  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen 
liegen.  Ihr  Erzeugniss  ist  daher  eine  gleichseitige  Hyperbel  ^^'^\  und 
^a;^'^j/'$*^'  gehören  den  oben  erwähnten  drei  conjugirten  Büscheln  an; 
denn  es  ist  ersichtlich,  dass  die  Hyperbel  §<^)  durch  die  Brennpunkte 
des  Netzes  FF^  geht  und  die  Tangenten  in  ihren  unendlich-entfernten 
Punkten  sich  in  M,  dem  Mittelpunkte  des  Netzes,  schneiden,  dieser 
also  zugleich  Mittelpunkt  von  ^^-'>  ist.  Wir  können  die  ge\Yonnenen 
Resultate  folgendermassen  zusammenfassen: 

Jede  Gerade  ?(  in  der  Ebene  des  Netzes  ist  Axe  für  ein  hestimndes 

30* 
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dem  Netze  zugehöriges  StraJdsystem ;  der  MittelpunU  p  desselben  heschreiU, 
während  2t  sich  um  einen  festen  Punkt  P  dreht,  eine  bestimmte  Curve 
dritten  Grades  C^^\  welche  P  zum  Boppeljmnlit  und  in  diesem  zwei  zu 
einander-  rechtwinklige  Tangenten  hat,  nämlich  die  Axen  desjenigen  Strahl- 
sijstems,  ivelches  dem  Punkte  P  im  Netze  zugehört;  die  Curve  C^^^  geht 
durch  die  Brennpunkte  des  Netzes,  durch  die  Fusspunkte  der  aus  P  auf 
die  beiden  endlichen  Axen  des  Netzes  herahgelassenen  Perpendikel,  durch 
den  unendlich -entfernten  Punkt  der  Verbindungslinie  PM  des  festen 
Punktes  P  mit  dem  Mittelpunkte  M  des  Netzes,  durch  die  beiden  unend- 
lich-entfernten imaginären  Kreispunkte  und  durch  die  beiden  Asymptoten- 
jnmkte  desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Polare  des  Punktes  P  im 
Netze  zugehört.  Insbesondere  zerfällt  die  Curve  C'^\  sobald  der  Punht  P 
auf  einer  der  drei  Axen  des  Netzes  X,  Y,  Z  (==  @^)  angenommen  wird, 
und  zwar  in  die  jedesmalige  Axe  und  einen  Kegelschnitt,  ivelcher  für  die 
Axen  X  und  Y  je  ein  Kreis  S^i?'  und  Sty-',  für  die  Axe  Z  (==  @^)  eine 
glächseitige  Hyperbel  §('^)  wird.  Bie  drei  Kegelschnitte  ^1?'Ä'^^'^'^'  gehören 
drei  conjugirten  Kegelschnittbüscheln  an  (§.  51). 

Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Frage  beantworten,  welchen 
Ort  die  Axen  der  dem  Netze  zugehörigen  Strahlsysteme  aller  solchen 
Punkte  umhüllen,  welche  auf  einer  beliebigen  Geraden  @  liegen;  Avir 
brauchen,  um  die  Klasse  dieses  Ortes  zu  bestimmen,  nur  zu  unter- 
suchen, wie  viele  solcher  Axen  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  des 
Netzes  gehen.  Denken  wir  uns  zu  diesem  Zweck  die  vorhin  betrach- 
tete Curve  C^^\  welche  dem  Punkte  P  entspricht,  construirt,  so  schneidet 
dieselbe  die  Gerade  @  im  Allgemeinen  und  höchstens  in  drei  Punkten, 
Avelche  offenbar  die  verlangte  Eigenschaft  besitzen,  dass  ihre  Verbin- 
dungslinien mit  P  drei  Axen  solcher  Strahlsysteme  sind,  welche  ihnen 
im  Netze  zugehören.  Da  durch  den  beliebig  angenommenen  Puukt  P 
drei  Axen  der  verlangten  Art  gehen,  so  ist  der  gesuchte  Ort  eine 
Curve  dritter  Klasse  K'-^^]  dieselbe  berührt  die  angenommene  Gerade 
(3  selbst  und  zwar  in  demjenigen  Punkte  p,  in  welchem  sie  von  der 
zweiten  Axe  des  Strahlsystems  getroffen  wird,  welches  die  Gerade  @ 
zu  einer  Axe  hat;  denn  da  @  Axe  eines  einzigen  bestimmten  Strahl- 
systems im  Netze  ist,  so  berührt  sie  K'^\  uud  durch  jeden  Punkt  von 
&  gehen  also  drei  Tangenten,  von  denen  die  eine  @  fest  bleibt;  be- 
wegt sich  nun  ein  veränderlicher  Punkt  auf  (3,  so  fallen,  wenn  er 
nach  p  gelangt,  zwei  unend4ich-nahe  Tangenten  zusammen,  und  es  ist 
also  j)  der  Berührungs])unkt  von  &  mit  K-^K  Tangenten  von  K^^^ 
sitid  ferner  die  beiden  endlichen  Axen  X,  Y  des  Netzes  und  die  in 
den  Schnittpunkten  derselben  mit  &  zu  den  Axen  gezogenen  Parallelen; 
auch   die  unendlich  -  entfernte  Gerade   @„    berührt  K^\     Insbesondere 
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zerfällt  diese  Curve,  wenn  die  angenommene  Gerade  (55  durch  einen 
der  beiden  Brennpunkte  des  Netzes,  z.  B.  F,  hindurchgeht.  In  diesem 
Falle  ist  nämlich  jedes  durch  F  gehende  Paar  7a\  einander  recht- 
winkliger Strahlen  ein  Axenpaar  des  Netzes,  weil  das  Strahlsystem 
für  den  Brennpunkt  F  ein  circulares  ist;  die  Curve  K^^^  zerfällt  daher 
in  einen  Punkt  F  und  einen  Kegelschnitt,  nämlich  eine  Parabel,  welche 
den  andern  Brennpunkt  des  Netzes  F^  zu  ihrem  Brennpunkt  und  die 
Gerade  @  zur  Leitlinie  hat. 

In  der  That  zeigt  sich  dies  in  folgender  ganz  elementaren  Weise: 
Sei  F  ein  beliebiger  Punkt  der  durch  F  gehenden  Geraden  &  (Fig.  101), 
so  finden   wir    die   Axen  des    dem    Punkte    P  im    Netze    zugehörigen 

Fig.  101. 


■n—x- 


Strahlsystems  dadurch,  dass  wir  durch  PFF^  einen  Kreis  legen;  der- 
selbe treffe  die  andere  Axe  X  des  Netzes,  welche  die  Brennpunkte 
nicht  enthält,  in  den  Punkten  x  und  |;  dann  sind  Px  und  P^  die 
Axen  des  Strahlsystems  für  P,  deren  Ort,  während  P  sich  auf  ®  be- 
wegt, gesucht  wird.  Üa  nun  X  in  der  Mitte  31  zwischen  FF^  senk- 
recht darauf  steht,  so  sind  in  dem  Kreise  die  Winkel  L  FPx  und 
L  xPF^  einander  gleich;  ziehen  wir  durch  M  eine  Parallele  zu  &, 
welche  Px  und  P|  in  s  und  6,  PF^  in  ^i  treffe,  so  wird  also 
L  FPx  =  L  Psfi  =  L  sPfi]  folglich  fis  ==  (iP  und,  w^eil  das  Dreieck 
sPö  bei  P  rechtwinklig  ist,  Sfi  =  [iP  =  ^ö-,  ferner  ist,  weil  31  die 
Mitte  von  FF^,  auch  fi  die  Mitte  von  FyP,  und  hieraus  folgt,  dass 
F^s  und  F^ö  senkrecht  stehen  auf  Px  und  P^  und  auch  auf  einander; 
um  nun  zu  erkennen,  wie  die  Geraden  Px  und  P^  (oder  nur  eine 
von  ihnen)  sich  verändern,  wenn  P  auf  der  Geraden  ©  fortrückt, 
brauchen  wir  nur  zu  bemerken,  dass  s  und  6  auf  der  festen  Geraden, 
welche  durch  31  parallel  zu  ®  gezogen  ist,  sich  bewegen  und  die  auf 
F^s  und  F^ö  errichteten  Perpendikel  in  s  und  6  eben  jene  Strahlen 
Px  und  P|  sind.     Hieraus  erkennen  wir,  dass  dieselben  eine  Parabel 
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umhüllen,  welche  I\  zum  Brennpunkt  und  Ö5  zur  Leitlinie  hat, 
auch  die  Axe  X  des  Netzes  berührt  (Seite  197).  Verändern  wir  die 
Gerade  @,  indem  wir  sie  um  den  Punkt  F  drehen,  so  verändert  sich 
auch  die  entsprechende  Parabel,  behält  aber  immer  denselben  Brenn- 
punkt F^  und  die  Tangente  X;  ihre  Tangenten  am  Scheitel  gehen 
durch  den  festen  Punkt  M,  und  die  Scheitel  liegen  auf  einem  Kreise, 
welcher  MF^  zum  Durchmesser  hat. 

Das  Ergebniss  der  letzten  Betrachtung  lässt  sich  demgemäss 
so  zusammenfassen: 

Die  Äxen  der  Strahlsysteme  im  Netze  für  alle  solche  PimJcte,  ivelche 
auf  einer  beliebigen  Geraden  @  liegen,  umhüllen  eine  Curve  dritter  Klasse 
K^^\  welclie  die  Gerade  %  selbst  in  demjenigen  Punhte  berührt,  für  'wel- 
chen (3  eine  Axe  des  ihm  zugehörigen  Strahlsystems  im  Netze  ist;  die 
Curve  K^^'>  berührt  auch  die  drei  Äxen  X,  Y und  Z (=  ®^)  des  Netzes. 
Sie  zerfällt  allemal,  sobald  @  durch  einen  der  beiden  Brennpunkte  des 
Netzes,  z.  B.  F,  geht,  in  diesen  Punkt  F  und  eine  Parabel,  welche  den 
andern  Brennimnkt  F^  zu  ihrem  Brennpunkt  und  die  Gerade  ^  zu  ihrer 
Leitlinie  hat 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  ganze  Betrachtung  dieses  Para- 
graphen allein  abhängt  von  den  drei  Axen  des  Netzes  X,  Y  und 
Z {=  @^)  und  den  auf  ihnen  befindlichen  Punktsystemen  {x,  |)  {y,  rf) 
{z,  ^),  deren  Asymptotenpunkte  die  Brennpunkte  des  Netzes  sind. 
Von  diesen  drei  Punktsystemen  ist  das  eine  {z,  ^)  auf  ©^  ein  für 
allemal  bekannt,  seine  Asymptotenpunkte  die  imaginären  unendlich- 
entfernten Kreispunkte,  die  beiden  andern  auf  den  beiden  endlichen 
Axen  des  Netzes  haben  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Potenz,  und 
nur  eines  von  ihnen  ist  also  hyperbolisch  und  hat  zu  seinen  Asym- 
ptotenpunkten die  reellen  Brennpunkte  F  und  F^  des  Netzes.  Durch 
diese  Stücke  ist  aber  das  Netz  nicht  vollkommen  bestimmt,  sondern 
es  giebt  uuendlich-viele  Netze,  welchen  dieselben  zugehören;  diese 
bilden  eine  Schaar  von  confocalen  Netzen.  Das  Netz  ist  erst  völlig 
bestimmt,  sobald  wir  noch  eine  Gerade  2  senkrecht  auf  derjenigen 
Axe  des  Netzes  X,  welche  die  reellen  Brennpunkte  FF^  enthält,  will- 
kürlich als  die  Polare  eines  Brennpunktes  F  annehmen  (die  Leitlinie 
für  den  Brennpunkt  P^).  Die  Gerade  £  kann  dabei  noch  parallel  mit  sich 
willkürlich  verschoben  werden;  der  Mittelpunkt  des  Netzes  M  theilt  die 
Axe  X  in  zwei  unendliche  Hälften;  trifft  die  Gerade  £  diejenige 
Hälfte,  welche  nicht  den  Brennpunkt  F  enthält,  so  ist  das  Netz  alle- 
mal elliptisch,  trifft  sie  die  andere  Hälfte,  so  ist  es  hyperbolisch,  und 
zwar  ist  alsdann  der  Kernkegelschnitt  Hyperbel,  sobald  ß  die  Axe  X 
zwischen  M  und  F  trifft,  dagegen  Ellipse,  sobald  £  diese  Hälfte  der 
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Axe  ausserhalb  MF  trifft.  In  der  Schaar  von  confocalen  Netzen  ist 
also  ausser  der  Schaar  confocaler  Kegelschnitte  (Kernkegelschnitte), 
welche  sich  in  eine  Gruppe  Ellipsen  und  eine  Gruppe  Hyperbeln 
trennen  (S.  352),  noch  eine  Unendlichkeit  von  elliptischen  Netzen 
(imaginären  Kegelschnitten)  enthalten.  In  der  ganzen  Schaar  von 
confocalen  Netzen  ist  nun  nach  der  obigen  Untersuchung  für  einen 
beliebigen  Punkt  P  das  Axenpaar  des  Strahlsystems,  vi^elches  ihm  in 
jedem  der  Netze  zugehört,  allemal  dasselbe,  und  es  bleiben  ebenso  die 
conjugirten  Kreisbüschel  (Ä^ ')?  iß'u^)  und  das  conjugirte  Büschel  gleich- 
seitiger Hyperbeln  (§'"^^)  ungeändert,  sowie  auch  sämmtliche  Parabeln 
'^^'^\  welche  den  Punkten  P  entsprechen,  und  die  Curven  C^"^^  und  K^'^'^. 
Hieraus  folgt  u.  A.  nach  den  oben  gefundenen  Resultaten  der  Satz: 

Die  Berührungspunkte  sämmtlicher  Tangentenpaare  aus  einem  festen 
Punkte  P  an  die  Kegelschnitte  einer  confocalen  Kegelschnittschaar  liegen 
auf  einer  Curve  dritten  Grades  C^^\  tvelche  P  zum  DoppcJpunlit  und 
in  diesem  zwei  zu,  einander  rechtwinMige  Tangenten  hat. 

§.  62.    Zwei  Netze  in  der  Ebene.    Netzbiischel  und  Netzschaar. 

Nehmen  wir  zwei  Involutionsnetze  (Polarsysteme)  in  derselben 
Ebene  gelegen  an,  so  entsprechen  jedem  Punkte  P  in  der  Ebene  zwei 
Polaren  für  das  eine  und  das  andere  Netz;  mögen  sich  diese  beiden 
Polaren  in  dem  Punkte  Q  schneiden,  dann  müssen  offenbar  auch  die 
Polaren  von  Q  für  beide  Netze  sich  in  dem  Punkte  P  schneiden; 
P  und  Q  heissen  daher  conjugirte  Punkte  und  sind  auch  in  dem  frühe- 
ren Sinne  conjugirte  Punkte  für  beide  Netze  gleichzeitig;  zu  jedem 
Punkte  P  der  Ebene  gehört  demgemäss  ein  bestimmter  conjugirter 
Punkt  Q  und  umgekehrt  zu  Q  der  conjugirte  Punkt  P.  Bewegen 
wir  den  Punkt  P  auf  einer  beliebigen  Geraden  &,  so  durchläuft 
der  conjugirte  Punkt  Q  einen  bestimmten  Kegelschnitt  Ä^^',  und 
jedem  Punkte  der  Geraden  @  ist  ein  bestimmter  Punkt  dieses 
Kegelschnitts  ^(2)  conjugirt.  Denn  die  Polaren  der  Punkte  P  auf  der 
Geraden  (5J  in  Bezug  auf  das  erste  Netz  laufen  durch  einen  festen 
Punkt  7t  und  beschreiben  ein  Strahlbüschel,  welches  mit  der  Punkt- 
reihe, die  P  durchläuft,  projectivisch  ist.  Ebenso  beschreiben  die 
Polaren  der  Punktreihe  (P)  in  Bezug  auf  das  zweite  Netz  ein  Strahl- 
büschel (:r,),  welches  mit  der  Punktreihe  (P)  projectivisch  ist.  Die 
Strahlbüschel  (tc)  und  (;r^)  sind  daher  unter  sich  projectivisch,  und  je 
zwei  entsprechende  Strahlen  schneiden  sich  in  demjenigen  Punkte  Q, 
welcher  dem  jedesmaligen  P  conjugirt  ist.  Der  Ort  sämmtlicher  con- 
jugirten   Punkte  Q   zu  den  auf  der  Geraden  ^  liegenden  Punkten  P 
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ist  daher  das  Erzeugnis«  zweier  projectivisclien  Strahlbüschel,  d.  h.  ein 
Kegelschnitt  St^^\  der  durch  die  Pole  n  und  äj  der  Geraden  (5)  rück- 
sichtlich beider  gegebenen  Netze  hindurchgeht.  Jeder  Geraden  &  in 
der  Ebene  gehört  hiernach  ein  bestimmter  Kegelschnitt  Ä^'^^  zu,  der 
diejenigen  Punkte  Q  enthält,  welche  den  Punkten  F  der  Geraden  ® 
rücksichtlich  beider  gegebenen  Netze  conjugirt  ^sind.  Nehmen  wir 
zwei  beliebige  Gerade  &>  und  @j  an,  welche  sich  in  dem  Punkte  Pq 
schneiden  mögen,  so  gehören  ihnen  beziehungsweise  zwei  bestimmte 
Kegelschnitte  Ä'(^)  und  Ä|^)  zu,  welche  die  conjugirten  Punkte  von  den 
Punkten  jener  Geraden  enthalten.  Die  Kegelschnitte  ^'^^  und  ^[^^ 
müssen  nothwendig  einen  reellen,  leicht  angebbaren  Punkt  Q^^  gemein- 
schaftlich haben,  nämlich  denjenigen,  welcher  dem  gemeinschaftlichen 
Punkte  Pq  =  (& ,  @i)  conjugirt  ist.  Sie  haben  daher  noch  einen 
zweiten  reellen  Punkt  x,  oder  noch  drei  reelle  Punkte  :vyz  gemein- 
schaftlich. Diese  besitzen  eine  besondere  Eigenschaft  in  Bezug  auf 
die  beiden  gegebenen  Netze. 

Weil  nämlich  der  Punkt  x  auf  dem  Kegelschnitte  Ä^^^  liegt,  so 
müssen  seine  beiden  Polaren  rücksichtlich  der  beiden  gegebenen  Netze 
sich  in  einem  Punkte  der  Geraden  @  treffen;  weil  er  gleichzeitig  auf 
dem  Kegelschnitte  ^^^  liegt,  so  müssen  seine  beiden  Polaren  sich  auch 
in  einem  Punkte  der  Geraden  @^  treffen;  in  dem  Punkte  P^,  dem  ein- 
zigen, der  &  und  ÖJ^  gemeinschaftlich  ist,  treffen  sie  sich  aber  nicht, 
denn  x  ist  verschieden  von  Q^,  folglich  müssen  die  beiden  Polaren 
von  X  für  beide  Netze  zusammenfallen,  denn  zwei  Gerade,  die  zwei 
verschiedene  Schnittpunkte  haben,  fallen  zusammen.  Folglich  besitzt  der 
Punkt  X  (und  ebenso  auch  y  und  0,  wenn  sie  reell  sind)  die  Eigenschaft, 
dass  seine  Polare  in  Bezug  auf  beide  Netze  dieselbe  Gerade  ist.  Diese 
drei  Punkte  xyz-  und  ihre  für  beide  Netze  zusammenfallenden  Polaren 
XYZ  hängen  nun  in  gewisser  leicht  zu  erkennender  Weise  mit  ein- 
ander zusammen.  Sie  machen  eine  besondere  Ausnahme  von  allen 
übrigen  Punkten  der  Ebene;  während  nämlich  im  Allgemeinen  jedem 
Punkte  P  der  Ebene  nur  ein  einziger  bestimmter  Punkt  Q  rücksicht- 
lich beider  Netze  conjugirt  ist,  darf  dem  Punkte  x  jeder  Punkt  von 
X  als  conjugirt  angesehen  werden,  Aveif  seine  Polaren  für  beide  Netze 
auf  X  zusammenfallen  und  mithin  jeder  Punkt  der  beiden  zusammen- 
fallenden Geraden  als  ihr  Schnittpunkt  gelten  kann.  Mehr  Punkte 
von  solcher  Beschaffenheit,  als  die  gefundenen  drei:  xy:s,  von  denen 
nothwendig  einer  reell  sein  muss,  kann  es  überhaupt  in  der 
ganzen  Ebene  nicht  geben;  denn  gäbe  es  noch  einen  vierten  Punkt  u, 
dessen  Polare  U  für  beide  Netze  dieselbe  Gerade  wäre,  so  müsste 
diese  (SJ  und  ÖJ^  in  zwei  solcljen  Punkten  treffen,  deren  conjugirte  in 
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n  zusammenfielen,  also  beiden  Kegelschnitten  Ä^^^^  und  ^f^  gemein- 
schaftlich wären;  die  Kegelschnitte  Ä^^^  und  Äf'*)  haben  aber  ausser  dem 
schon  berücksichtigten  Punkte  Q^^  keine  anderen  Punkte  gemeinschaft- 
lich als  XIJ2,  wenn  sie  nicht  ganz  zusammenfallen.  Es  giebt  daher 
im  Allgemeinen  keine  Punkte  weiter  in  der  Ebene,  als  xyz,  von  der 
Beschaffenheit,  dass  ihre  Polaren  XYZ  in  beiden  Netzen  dieselben 
Geraden  sind. 

Dies  festgestellt,  nehjnen  wir  den  einen  immer  reellen  Punkt 
X  und  seine  reelle  Polare  X  für  beide  Netze;  der  Geraden  X  gehören 
dann  in  den  beiden  Netzen  zwei  (im  Allgemeinen  verschiedene)  Punkt- 
systeme zu,  welche  ein  (reelles  oder  imaginäres)  gemeinschaftliches 
Paar  conjugirter  Punkte  besitzen;  ist  dasselbe  reell,  so  ist  es  mit  den 
Punkten  y  und  2  identisch,  denn  dem  Punkt  y  gehört  dann  in  beiden 
Netzen  sowohl  der  Punkt  0  als  auch  der  Punkt  x  zu,  und  sx  ist  also 
die  Polare  Y  von  y  für  beide  Netze;  ebenso  (xy)  =  Z  die  Polare  von 
s  für  beide  Netze;  die  Punkte  y  und  2  besitzen  also  die  obige  Be- 
schaffenheit und  müssen  mit  den  noch  einzig  möglichen  der  Art  iden- 
tisch sein.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  drei  Punkte  xyz  ein  Tripel 
bilden,  welches  beiden  Netzen  gemeinschaftlich  ist,  und  dass  ihre 
Polaren  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  von  ihnen  gebildeten  Drei- 
ecks sind: 

(y0)  =  X;  {,x)=Y;  {xy)  =  Z;  (r,Z)  =  ^;  (Z,X)=^;  (X,  Y)  ^  z . 
Umgekehrt  sind  die  Geraden  X  YZ,  von  denen  nothwendig  eine  reell  sein 
muss,  die  einzigen  Geraden  in  der  Ebene  von  solcher  Beschaffenheit,  dass 
ihre  Pole  für  beide  gegebenen  Netze  zusammenfallen,  und  sie  bilden 
ein  Tripel  conjugirter  Strahlen,  welches  beiden  Netzen  gemeinschaft- 
lich ist.  Dass  zwei  beliebig  gegebene  Netze  ausser  einem  Tripel  con- 
jugirter Ihmkte  und  Strahlen  nicht  noch  ein  Paar  von  Pol  und  Polare  ge- 
meinschaftlich haben  können,  geht  auch  daraus  hervor,  dass  das  Netz 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt  ist  durch  ein  Tripel  und  ein 
beliebiges  Paar  von  Pol  und  Polare,  (S.  429)  und  dass  zwei  Netze, 
welche  diese  Stücke  gemeinschaftlich  haben,  identisch  sein  müssen.' 

Was  die  Realität  des  gemeinschaftlichen  Tripels  zweier  Netze 
betrifft,  so  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  einer  seiner  drei  Pmikte  x 
und  dessen  Polare  X,  die  Gerade,  auf  welcher  die  beiden  andern 
liegen,  allemal  reell;  diese  selbst  y  und  z  sind  stets  reell,  sobald  eines 
oder  beide  gegebenen  Netze  elliptisch  sind,  weil  einer  jeden  Geraden 
in  Bezug  auf  ein  elliptisches  Netz  ein  elliptisches  Punktsystem  zuge- 
hört und  zwei  auf  einander  liegende  Punktsysteme  allemal  ein  reelles 
gemeinschaftliches   Paar    conjugirter  Punkte  haben,  wenn   wenigstens 
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eines  von  beiden  Systemen  elliptisch  ist;  wenn  dagegen  beide  Netze 
hyperbolisch  sind,  so  können  y  und  z  imaginär  werden;  dies  ist  aber 
der  Fall  zweier  reellen  Kegelschnitte,  welcher  in  §.  54  genau  discutirt 
ist.  Zwei  imaginäre  Kegelschnitte  haben  daher  immer  ein  reelles  gemein- 
schaftliches Tripel. 

Aus  der  ausgezeichneten  den  Punkten  xyz  allein  zukommenden  Eigen- 
schaft folgt,  dass  die  Kegelschnitte  lt^^\  welche  sämmtlichen  Geraden 
%  in  der  Ebene  der  beiden  Netze  entsprechen,  durch  die  drei  festen 
Punkte  xyz  gehen  müssen;  denn  weil  irgend  eine  Gerade  (^  die  X  in 
einem  Punkte  trifft,  dessen  conjugirter  rücksichtlich  beider  Netze  x 
ist,  muss  der  Kegelschnitt  Sl^^)  durch  x  gehen  u.  s.  f.  Auch  umge- 
kehrt wird  irgend  ein  durch  die  Punkte  xyz  gelegter  Kegelschnitt  Ä^^^^ 
die  Eigenschaft  besitzen,  dass  alle  Punkte  der  Ebene,  welche  seinen 
Punkten  conjugirt  sind,  auf  einer  Geraden  ®  liegen  (eigentlich  auf 
einer  Curve  vierten  Grades,  welche  sich  in  vier  Gerade  auflöst,  von 
denen  drei  allemal  XYZ  sind).  Dies  lässt  sich  sehr  einfach  umge- 
kehrt nachweisen:  Nehmen  wir  zwei  beliebige  Punkte  Q' Q"  eines  dem 
Dreieck  xyz  umschriebenen  Kegelschnitts  U^'^\  und  seien  deren  con- 
jugirte  Punkte  F'  und  P",  so  hat  die  Verbindungslinie  F'  P" ,  als 
Gerade  @  aufgefasst,  sämmtliche  Punkte  Q,  welche  ihren  Punkten  F 
conjugirt  sind,  auf  dem  durch  die  fünf  Punkte  Q'Q"xyz  eindeutig  be- 
stimmten Kegelschnitt  Ä^^\  und  es  liegen  also  auch  umgekelirt  diejeni- 
gen Punkte,  welche  den  Punkten  des  Kegelschnitts  ^'^^^  conjugirt  sind, 
auf  der  Geraden  @. 

Durch  die  beiden  in  der  Ebene  gegebenen  Netze  ist  nicht  allein 
das  eben  angedeutete  Beziehungssystem  hergestellt,  wonach  jedem 
Punkte  F  ein  bestimmter  Punkt  Q  conjugirt  ist  und  jeder  Geraden  @ 
in  der  Ebene  ein  durch  drei  feste  Punkte  xyz  gehender  Kegelschnitt 
^•^^^  entspricht,  sondern  auch  zugleich  das  polare  Verhalten,  wonach 
jeder  Geraden  eine  Gerade  und  jedem  Punkte  ein  dem  festen  Dreiseit 
XYZ  einbeschriebener  Kegelschnitt  entspricht,  denn  eine  beliebige 
Gerade  (55  hat  zu  Polen  in  den  beiden  Netzen  zwei  Punkte  n  und  jr^, 
deren  Verbindungslinie  §  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  ihre  Pole  für 
beide  Netze  wiederum  auf  ®  liegen;  (SJ  und  §  heissen  daher  conjugirte 
Strahlen,  und  wenn  @  sich  um  einen  festen  Punkt  F  dreht,  so 
umhüllt  §  einen  Kegelschnitt  (S^^\  welcher  dem  festen  Dreiseit  X  YZ 
einbeschrieben  ist.  Das  Ergebniss  der  bisherigen  Untersuchung  kann 
daher  folgendermassen  zusammengefasst  werden: 

Sind  zwei  Netze  In  der  Ebene  gegeben,  so  schneiden  sich  die  Folarell 
eines  beliebigen  Ftmktes  F  in  Bezug  auf  beide  Netze  in  dem  conjugirten 
Fanlde  Q,  dessen  Folaren  sich  wiederum  in  F  treffen.     Bewegt  sich  der 
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PunJd  P  auf  einer  beliebigen,  Geraden  &,  so  durchläuft  der  eonjwjirte 
Pmikt  Q  einen  bestimmten  Kegelschnitt  St^^\  Sämmtliche  Kegelschnitte 
^^^^  laufen  durch  drei  feste  Punkte  xijz.  Diese  bilden  das  beiden  Netzen 
gemeinschaftliche  Tripel  conjugirter  PunMe;  ihre  Polaren  sind: 

X=^{yz)-     Y={^x);     Z^{xy). 

Die  PunMe  xyz  sind  die  einsigen  in  der  Ebene  von  solcher  Beschaffen- 
heit, dass  für  sie  die  Polaren  rücksichtlich  beider  Netze  zusammenfallen. 
Die  drei  Punkte  xyz  sind  allemal  reell,  sobald  beide  oder  eines  der  beiden 
gegebenen  Netze  elliptisch  ist;  sind  beide  Netze  hyperbolisch,  so  können 
zivei  Tripelpunkte  yz  imaginär  sein,  ivährend  der  dritte  x  und  seine 
Polare  X  immer  reell  ist;  die  der  Geraden  X  rücksichtlieh  beider 
Netze  zugehörigen  Punktsysteme  haben  als  gemeinscliaftliches  Paar  con- 
jugirter Punkte  y  und  z.  Andererseits  gehören  einer  beliebigen  Geraden  % 
in  der  Ebene  rücksichtlieh  beider  Netze  zwei  Pole  zu,  deren  Verbindungs- 
linie §  der  conjugirte  Strahl  zu  @  heisst,  und  zur  Verbindungslinie  ihrer 
Pole  iviederum  ©  hat.  Dreht  sieli  @  um  einen  festen  Punkt  P,  so  um- 
hüllt §  einen  bestimmten  Kegelschnitt  ©(^\  Sämmtliche  Kegelschnitte  ß^^^ 
berühren  drei  feste  Gerade  XYZ,  welche  das  beiden  Netzen  gemeinschaft- 
liche Tripel  conjugirter  Strahlen  bilden  und  die  einzigen  Geraden  von 
solcher  Beschaffenheit  sind,  dass  ihre  Pole  rüeksichtlieh  beider  Netze  zu- 
sammenfallen.    Das  Tripel  XYZ  coineidirt  mit  dem  Tripel  xyz. 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  insbesondere  solche  Lagen  der  Ge- 
raden (B  aufzusuchen,  für  welche  der  zugehörige  Kegelschnitt  Ä'^^^  eine 
Parabel,  gleichseitige  Hyperbel,  ein  Kreis  oder  Linienpaar  wird. 
Geht  die  Gerade  (55  in  die  Unendlichkeit,  wird  sie  also  (55^,  so  geht 
der  Kegelschnitt  ^^^^  in  einen  besonderen  Kegelschnitt  SJZ^^^  über, 
welcher  die  Mittelpunkte  m/»j  beider  Netze  und  das  gemeinschaftliche 
Tripel  xyz  enthält  und  durch  diese  fünf  Punkte  vollständig  bestimmt 
ist.  Der  Kegelschnitt  Tf^^  enthält  diejenigen  Punkte,  welche  sämmt- 
lichen  unendlich-entfernten  Punkten  rücksichtlich  beider  Netze  con- 
jugirt  sind,  und  umgekehrt  liegen  die  den  Punkten  des  Kegelschnitts 
9}?^^>  conjugirten  Punkte  im  Unendlichen;  er  entscheidet  also  über  die 
Natur  des  Kegelschnitts  Ä''^\  Jeder  Geraden  @,  welche  den  Kegel- 
schnitt 9}?  in  zwei  reellen  Punkten  trifft,  entspricht  als  Kegelschnitt 
Ä^^)  eine  Hyperbel,  jeder  Geraden  @,  welche  Wt^'^^  nicht  triff't,  eine 
Ellipse  und  allen  Geraden  @,  welche  Wt^^'>  berühren,  Parabeln;  den 
sämmtlichen  Tangenten  des  Kegelschnitts  'M^"^^  entsprechen  also  Kegel- 
schnitte St'''^\  welche  sämmtlich  Parabeln  sind,  und  auch  umgekehrt 
sämmtlichen  Parabeln,  die  dem  Dreieck  xyz  umschrieben  sind.  Ge- 
rade @,  welche  den  Kegelschnitt  W-^^^  umhüllen. 
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Um  zweitens  eine  solche  Gerade  (3  zu  linden,  deren  entsprechen- 
der Kegelschnitt  ^^2'  eine  gleichseitige  Hyperbel  wird,  nehmen  wir 
auf  &^  zwei  solche  Punkte  z  und  ^,  die  in  zwei  zu  einander  senkrech- 
ten Richtungen  liegen;  alle  solche  Punktpaare  bilden  auf  (B^  das 
bekannte  Punktsystem,  dessen  Asymptotenpunkte  die  beiden  imaginä- 
ren unendlich-entfernten  Kreispunkte  sind.  Das  Punktpaar  z,  ^  hat 
zu  Polaren  im  ersten  Netz  zwei  bestimmte  durch  den  Mittelpunkt  m 
gehende  Strahlen,  welche  bei  der  Veränderung  von  ^,  ^  ein  bestimm- 
tes Strahlsystem  beschreiben;  in  der  That,  da  2  und  ^  conjugirte 
Punkte  eines  Punktsystems  sind,  so  beschreiben  ihre  Polaren  projecti- 
vische  Strahlbüschel,  die  auf  einander  liegen  und  bei  denen,  wie  leicht 
zu  sehen  ist,  entsprechende  gleiche  Winkel  verkehrt  auf  einander  fallen 
(S.  59) ;  sie  constituiren  also  ein  Strahlsystem.  Je  zwei  conjugirte 
Strahlen  desselben  treffen  den  Kegelschnitt  90'?  ^^^  in  zwei  solchen 
Punkten,  deren  Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  P^  läuft 
(S.  151),  derselbe  Punkt  würde  natürlich  resultiren,  wenn  wir  die 
Polaren  von  2,  t,  in  Bezug  auf  das  zweite  Netz  zu  Hülfe  nehmen. 
Hiernach  lässt  sich  der  Punkt  P^  in  leichter  Weise  finden:  Die  Axen 
des  ersten  Netzes  durchbohren  den  Kegelschnitt  W^'^^  nur  noch  in  zwei 
Punkten,  deren  Verbindungslinie  bestimmt  wird;  ebenso  liefern  die 
Axen  des  zweiten  Netzes  eine  Durchbohrungssehne  in  SJ?'"^,  und  der 
Schnittpunkt  dieser  beiden  Durchbohrungssehnen  ist  der  gesuchte 
Punkt  Pjj;  jede  durch  F^  gehende  Gerade  trifft  den  Kegelschnitt  90'?'^' 
in  zwei  solchen  Punkten,  deren  conjugirte  im  Unendlichen  in  zwei  zu 
einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen;  einer  solchen  Geraden  ent- 
spricht allemal  eine  gleichseitige  Hyperbel  als  Kegelschnitt  Ä'^^\  Es 
giebt  daher  unendlich- viele  Gerade  ©,  deren  entsprechende  Kegel- 
schnitte U^'^^  (jleichseitige  Hyperbeln  werden;  dieselben  gehen  durch 
einen  festen  Punkt  P^,  dessen  Construction  oben  angegeben  ist.  Der 
conjugirte  Punkt  Q^  zu  P^  muss  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  xys 
sein,  weil  alle  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  einem  Dreieck  um- 
schrieben sind,  zugleich  durch  den  Höhenpunkt  desselben  gehen 
(S.  232),  woraus  eine  neue  einfache  Construction  von  P^  sich  ergiebt. 

Hiernach  wird  es  auch  möglich,  eine  solche  Gerade  @  zu  finden, 
deren  entsprechender  Kegelschnitt  U^^^  ein  Kreis  wird.  Seien  nämlich 
t  und  X  zwei  solche  Punkte  auf  dem  Kegelschnitt  9JJ^%  deren  con- 
jugirte 2  und  t,  unendlich-entfernt  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
Richtungen  liegen,  oder  tt  irgend  eine  durch  1\  gehende  Sehne  des 
Kegelschnitts  SJl^'^*,  so  entsprechen  den  beiden  Tangenten  in  t  und  r 
am  Kegelschnitt  3JJ^^^  zwei  Parabeln,  deren  unendlich- entfernte  Punkte 
in   zwei    rechtwinkligen   Richtungen   liegen.     Diese    beiden   Parabeln, 
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welche  durch  xyz  gehen,  haben  als  vierten  gemeinschaftlichen  Punkt 
einen  solchen,  der  nothwendig  mit  xyz  auf  einem  Kreise  liegt  (S.  229), 
und  der  conjugirte  Punkt  zu  diesem  rücksichtlich  der  beiden  Netze 
ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  in  t  und  t  am  Kegel- 
schnitte Sßl^'^K  Dieser  liegt  auf  der  Polare  des  Punktes  P^,,  und  jeder 
Punkt  dieser  Polare  ©^  des  Punktes  Pq  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
3)Z'^^  besitzt  umgekehrt  die  Eigenschaft,  dass  sein  conjugirter  auf  dem 
dem  Dreieck  xyz  umschriebenen  Kreise  liegt.  Es  giebt  also  nur  eine 
einzige  bestimmte  Gerade  @„  in  der  Ebene  von  solcher  Beschaffenheit, 
dass  der  ihr  entsprechende  Kegelschnitt  ^^^^  ein  Kreis  wird,  und  diese 
besondere  Gerade  ®„  ist  die  Polare  des  vorhin  ermittelten  Punktes  P^ 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  9}i(^\ 

Suchen  wir  endlich  solche  Gerade  @  in  der  Ebene  auf,  deren 
entsprechende  Kegelschnitte  ^^^^  in  Linienpaare  zerfallen.  Den  Punkten 
einer  derartigen  Geraden  müssen  in  den  beiden  gegebenen  Netzen 
zwei  Strahlbüschel  von  Polaren  (;r)  und  (^r^)  zugehören,  welche  per- 
spectivisch  liegen,  also  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt  haben;  eine  derartige  Gerade  @ 
muss  aber  nothwendig  einen  solchen  Punkt  enthalten,  dessen  Polaren 
im  Netze  zusammenfallen;  es  giebt  in  der  ganzen  Ebene  nur  drei 
Punkte  der  Art  xyz\  der  Kegelschnitt  ^(^^  kann  mithin  nur  dann  in  ein 
Linienpaar  zerfallen,  wenn  die  Gerade  Öi  durch  einen  der  drei  Eck- 
punkte des  gemeinschaftlichen  Tripels  hindurchgeht,  und  umgekehrt: 
Sobald  die  Gerade  (^  durch  einen  Punkt  des  gemeinschaftlichen 
Tripels,  z.  B.  x  hindurchgeht,  zerfällt  der  entsprechende  Kegelschnitt 
Ä<^>  in  ein  Linienpaar,  dessen  einer  Theil  die  Gerade  X  ist.  Suchen 
wir  den  andern  Theil  desselben  auf;  dieser  muss  eine  Gerade  g  sein, 
welche  durch  x  geht;  denn  demjenigen  Punkte  von  (55,  welcher  zu- 
gleich in  X  liegt,  entspricht  als  conjugirter  Punkt  x.  Die  Gerade  g 
ist  also  bestimmt,  sobald  wir  nur  irgend  einen-  Punkt  der  durch  x 
gehenden  Geraden  ®  kennen,  indem  sein  conjugirter  mit  x  verbunden 
den  Strahl  g  liefert.  Wenn  wir  die  Gerade  ÖJ  um  x  drehen,  so  ver- 
ändert sich  auch  g,  indem  es  sich  um  x  dreht;  es  •  ist  leicht  zu  er- 
kennen, dass  @  und  g  conjugirte  Strahlen  eines  bestimmten  neuen 
Strahlsystems  sind,  dessen  Mittelpunkt  x  ist,  d.  h.:  Wenn  wir  einen 
beliebigen  Punkt  P  und  seinen  conjugirten  Punkt  Q  mit  x  verbinden, 
so  sind  allemal  xP -=  %  und  xQ  =  ^  zwei  conjugirte  Strahlen  eines 
bestimmten  Strahlsystems  (a;);  in  der  That,  wir  haben  nur  nöthig,  P 
auf  einer  beliebigen  Geraden  §  so  zu  bewegen,  dass  Q  den  ihr 
entsprechenden  Kegelschnitt  Ä^^^  durchläuft,  welcher  durch  x  (y  und  z) 
geht    und    von    zwei    projectivischen   Strahlbüscheln    (ti)   und    (ttJ    er- 
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zeugt  wird,  die  zugleich  mit  der  von  P  durchlaufenen  Punktreihe  pro- 
jectivisch  sind;  da  x  auf  dem  Kegelschnitte  ^^2)  liegt,  so  beschreibt 
auch  xQ  ein  mit  nQ  oder  n^Q,^  also  auch  mit  xP  projectivisches 
Strahlbüsche];  es  beschreiben  also  xP  und  xQ  zwei  auf  einander 
liegende  projectivische  Strahlbüschel;  dieselben  erzeugen  nun  ein 
Strahlsystem,  weil  sowohl  Q  der  conjugirte  Punkt  zu  P  ist,  als  auch 
P  der  conjugirte  Punkt  zu  Q  (S.  59).  Dieses  bestimmte  Strahlsystem 
{x),  welches  von  dem  Strahlenpaar  ®,  g  erzeugt  wird,  hat  auch  die 
durch  X  gehenden  beiden  Geraden  Y  und  Z  zu  einem  Paar  conju- 
girter  Strahlen,  denn  sobald  für  P  irgend  ein  Punkt  auf  Y  genommen 
wird,  ist  sein  conjugirter  allemal  y,  mithin  sind  Y  und  (xy)  =  Z  ein  Paar 
conjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems  {x).  In  ganz  gleicher  Weise 
erhalten  wir-  zwei  Strahlsysteme  {y)  und  (^),  deren  Mittelpunkte  y 
und  3  sind,  und  für  welche  wir  immer  zwei  conjugirte  Strahlen  er- 
halten, indem  wir  ihren  Mittelpunkt  mit  irgend  einem  Paare  conjugirter 
F^unkte  P  und  Q  in  der  Ebene  verbinden. 

Die  drei  Strahlsysteme  (x)  {y)  (z)  hängen  in  der  Weise  von  ein- 
ander ab,  dass  durch  zwei  von  ihnen  das  dritte  mitbestimmt  ist; 
denn  sobald  das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz  beider  gegebenen  Netze 
und  irgend  ein  Paar  conjugirter  Punkte  P  und  Q  für  dieselben  be- 
kannt sind,  sind  auch  die  drei  Strahlsysteme  {x)  (y)  (*")  vollständig 
bekannt,  weil  je  zwei  Seiten  des  Tripeldreiecks  und  die  von  einer 
Ecke  nach  P  und  Q  hingehenden  Strahlen  allemal  zwei  Paare  conju- 
girter Strahlen  eines  solchen  Strahlsystems  sind,  welches  durch  diese 
beiden  Paare  vollständig  bestimmt  wird.  Sobald  wir  nun  in  zweien 
dieser  Strahlsysteme,  z.  B.  (x)  und  (y),  ausser  den  selbstverständ- 
lichen Paaren  Y,  Z  und  Z,  X  noch  je  ein  Paar  conjugirter  Strahlen 
kemien,  &  und  g  in  (x),  &'  und  g'  in  (?/),  dann  sind  die  Schnitt- 
punkte (&,  @')  =  P  und  (g,  Q-)  =  Q  allemal  conjugirte  Punkte  und 
geben  mit  z  verbunden  zwei  conjugirte  Strahlen  des  dritten  Strahl- 
systems (^),  welches  dadurch  vollständig  bestimmt  wird;  [auch  die 
Schnittpunkte  (@,  g')  =  P'  und  (ßJ',  q)  =  Q'  sind  natürlich  conju- 
girte Punkte,  und  wir  erhalten  daher  zugleich  ein  zweites  Paar  con- 
jugirter Strahlen  des  Strahlsystems  {z}].  Wir  können  den  gegen- 
seitigen Zusammenhang  der  drei  Strahlsysteme  {x)  (y)  (0)  auch  so 
aussprechen :  Wenn  ivir  irgend  drei  Strahlen  dieser  drei  Systeme  {x)  (y)  (d) 
durch  einen  Punkt  P  ziehen,  so  treffen  sich  die  eonjugirten  Strahlen  zu 
ihnen  aUemal  wieder  in  einem  PunMc  Q,  welcher  der  conjugirte  Punkt 
zu  P  ist  in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Netze.  Hieraus  können 
wir  auf  die  besondere  Natur  dieser  drei  Strahlsysteme  schliessen  und 
erkennen,  dass,  sobald  das  gemeinschaftliche  Trijiel  xyz  reell  ist,  von 
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den  drei  Systemen  entweder  1)  alle  hyperbolisch  oder  2)  eines  hyper- 
bolisch und  die  beiden  andern  elliptisch  sein  müssen.  Die  Seiten 
XYZ  des  Tripeldreiecks  theilen  nämlich  die  ganze  unendliche  Ebene 
in  sieben  Räume  (Fig.  102),  von  denen,  wie  schon  früher  bemerkt 
(S.  230),  einer,  der  endliche  Dreiecksraum  (e),  und  die  drei  den  Seiten 
anliegenden  unendlichen  Räume  (e^)  {e.^  {e^  die  elliptischen,  die  drei 
an  die  Ecken  anstossenden  unendlichen  Räume  (/ij  (Ji.^  (Ji.^)  aber  die 
hyperbolischen  Räume  genannt  wer- 
den; je  nachdem  nun  das  eine  Paar 
conjugirter  Punkte  P'und  Q,  wel- 
ches zur  Bestimmung  der  drei 
Strahlsysteme  (x)  (y)  (ß)  ausreicht, 
in  diesen  Räumen  gelegen  ist,  wird 
sich  nach  dem  bekannten  Kriterium 
(S.  61)  sofort  entscheiden  lassen, 
ob  die  Strahlsysteme  hyperbolisch  oder  elliptisch  sind,  und  hiernach 
ergiebt  sich  folgende  Tabelle,  welche  alte  möglichen  Fälle  enthält: 
Bedeuten  nämlich  e  =  elliptisch  und  t)  =  hyperbolisch,  und  drei  neben 
einander  gestellte  Buchstaben,  z.  B.  e'^e,  den  Charakter  der  drei  Strahl- 
systeme {x)  (y)  (d)  in  dieser  Reihenfolge,  so  haben  wir: 

Liegt  P  in  dem  Räume: 


Liegt  Q  in 
dem  Räume: 


(e)     {e,)     (e,)     (e,)    (h,)    (h,)    (h,) 

(e) 

^^     ^ee 

t^t  1  tt^     f)tt 

ci|e 

eet) 

C^t) 

i)tt 

^^^ 

ee^  j  e^e  !  ^l^ti 

ee^ 

el)e 

fe) 

el)e 

ee^ 

1)^)^     i)ee     ccl^ 

i)n 

^ee 

(e,) 

ee^ 

c^e 

^ee    ^^i) 

el^e 

t)ec 

n^ 

(Äi). 

^ee 

n^ 

ee^     cl^e 

n^ 

ee^ 

el^e 

(h) 

ei)c 

ee^ 

n^  i  ^ee 

ee^ 

H^ 

i)et 

Qh) 

ce^ 

t^c 

l^ee     i)i)t)     e!^e 

f)ee 

n^ 

Es  treten  also  überhaupt  nur  zwei  verschiedene  Fälle  ein:  ent- 
weder sind  alle  drei  Strahlsysteme  hyperholisch  oder  eines  hyperbolisch 
und  die  beiden  andern  elliptisch,  und  zwar  tritt  der  letzte  Fall  ungefähr 
dreimal  so  oft  ein,  als  der  erste  (strenge  in  dem  Verhältniss  von 
36  :  13).  Ferner  erkennen  wir  aus  dem  obigen  Schem'a,  dass  der  Fall 
•dreier  hyperbolischer  Strahlsysteme  {x)  (y)  (^)  nur  dann  eintritt, 
wenn  die  beiden  conjugirten  Punkte  P,  Q  entweder  beide  in  dem- 
selben Räume  von  jenen  sieben  oder  gleichzeitig  in  einem  Paar  von 
Räumen:   e^^  und  /i^   |  e.^   und  h.^  \  e^  uud  /ig  \  enthalten   sind;   für  jede 
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andere  Lage  tritt  der  zweite  Fall  ein,  dass  eines  der  drei  Strahl- 
systeme hyperbolisch,  die  beiden  andern  elliptisch  sind.  Hieraus  folgt 
ferner,  dass,  wenn  eines  oder  beide  gegebenen  Netze  elliptisch  sind 
(der  Kernkegelschnitt  imaginär),  allemal  nur  der  zweite  Fall  eintreten 
kann,  indem  von  den  Strahlsystemen  (x)  (y)  (^)  eines  hyperbolisch, 
die  beiden  andern  elliptisch  werden.  Wir  erkennen  dies  nämlich 
sofort,  wenn  wir  uns  des  Kriteriums  für  das  elliptische  Netz  er- 
innern (S.  423):  Sobald  auf  zwei  conjugirten  Strahlen  die  beiden  dem 
Netze  zugehörigen  Punktsysteme  elliptisch  sind,  ist  das  Netz  elliptisch. 
Wir  haben  nun  das  den  beiden  Netzen  gemeinschaftliche  Tripel  xyz, 
dessen  Seiten  conjugirte  Strahlen  sind,  und  welches  in  dem  Falle 
reell  ist,  wo  eines  oder  beide  Netze  elliptisch  sind.  Die  Ebene  wird 
durch  die  Seiten  XY^des  Tripeldreiecks  in  sieben  Regionen  ee^e.^e.^hjiji.^ 
getheilt;  nehmen  wir  in  dem  Räume  (e)  einen  beliebigen  Punkt  P,  so 
treffen  Py  und  Pz  resp.  die  Geraden  Y  und  Z  zwischen  den  Punkten 
xz  und  xy^  soll  das  Netz  elliptisch  sein,  so  muss  also  die  Polare  von 
P  die  Seiten  xz  und  xy  "in  ihren  Verlängerungen  treffen,  d.  h.  sie 
darf  in  die  Region  (e)  nicht  eintreten;  wo  also  auch  der  Punkt  Q  auf 
dieser  Polare  angenommen  werden  mag,  er  kann  nicht  in  (e)  liegen, 
also  kann  nach  dem  obigen  Schema  der  Fall  f)^!^  nicht  eintreten. 
Nehmen  wir  zweitens  P  in  der  Region  (ej  an,  so  muss  seine  Polare, 
wenn  das  Netz  elliptisch  sein  soll,  xz  und  xy  zwischen  diesen  Eck- 
punkten des  Tripels  treffen;  sie  darf  also  in  die  Regionen  (e^)  und  {li^ 
nicht  eintreten,  und  es  kann  daher  wiederum  nach  unserm  Schema  der 
Fall  {)t)^  nicht  stattfinden;  dasselbe  gilt,  wenn  P  in  der  Region  (Äj 
angenommen  wird,  und  in  gleicher  Weise  erkennen  wir  es  für  die 
Regionen  (e^)  und  (7*^),  (ßg)  und  Qi^.  Es  ist  also  klar,  dass,  ivofet'n 
wenigstens  eines  der  heiden  gegebenen  Netze  elliptisch  ist,  allemal  von  den 
drei  Strahlsystemen  (x)  (y)  (z)  eines  hyperbolisch  und  die  beiden  andern 
elliptisch  sein  müssen. 

Wenn  beide  Netze  hyperbolisch  sind  und  von  dem  gemeinschaft- 
lichen Tripel  nur  ein  Eckpunkt  x  reell,  die  beiden  andern  y  und  z 
(auf  X)  imaginär  sind,  so  lässt  sich  erkennen,  dass  das  Strahlsystem 
(x)  nothwendig  hyperbolisch  sein  muss.  Lassen  wir  nämlich  einen 
veränderlichen  Punkt  P  eine  beliebige  Gerade  (3  durchlaufen  und  ver- 
folgen den  conjugirten  Punkt  Q  auf  dem  entsprechenden  Kegelschnitt 
W-'^\  welcher  durch  x  geht,  so  beschreiben  xP  und  xQ  das  Strahl- 
system (.«),  und  je  zwei  conjugirte  Strahlen  desselben  durchbohren  den 
Kegelschnitt  Ä'^^  in  Punktpaaren,  deren  Verbindungslinie  durch  einen 
festen  Punkt  |  laufen  muss  (S.  151);  trifft  nun  xP  den  Kegelschnitt 
^^^^   zum   andern   Male    in  Q',   so   ist  QQ'  eine   solche  Durch bohrungs- 
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sehne;  andererseits  hat  aber  der  Punkt  Q  zu  seinem  conjugirten  einen 
Punkt  P',  welcher  noth wendig  auf  %  liegen  muss  (weil  (^  auf  Ä^^^ 
liegt)  und  zugleich  auf  dem  zu  xQ  =  xP  conjugirten  Strahl  des 
Systems  (rr),  d.  li.  auf  xQ\  also  ist  P'  der  Schnittpunkt  von  (3  mit 
xQ-,  wir  haben  daher  zwei  Paare  conjugirter  Punkte  rücksichtlich 
beider  Netze:  P  und  Q,  P'  und  ^'^und  finden  vermittelst  derselben 
unmittelbar  ein  drittes  Paar:  (PF,  QQ')  und  {PQ',  P' Q)  (S.  419);  es 
ist  aber  {PQ' ,  PQ)  nichts  anderes  als  der  Punkt  x,  folglich  muss 
sein  conjugirter  (PP',  QQ)  auf  X  liegen  und,  da  PP'=  &  ist,  der 
Schnittpunkt  {&,  X)  sein;  dieser  Punkt  bleibt  fest,  während  P  und  Q  ^ 
sich  auf  (55  und  Ä'*-)  verändern:  es  läuft  also  die  Durchbohrungssehne 
QQ'  durch  den  festen  Punkt  ^  =  (&,  X),  woraus  sich  nachträglich  eine 
Bestätigung  dafür  ergiebt,  dass  xP  und  xQ  das  Strahlsystem  erzeugen. 
Wenn  nun  die  Punkte  y  und  ,?,  d.  h.  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
X  mit  dem  Kegelschnitt  ^^^\  imaginär  sind,  so  muss  X  ausserhalb 
des  Kegelschijitts  Ät'^^  (ganz  in  dem  von  seinen  Tangenten  er- 
füllten Gebiete)  gelegen  sein,  d,  h.  durch  jeden  Punkt  von  X  müssen 
zwei  reelle  Tangenten  an  Ä^^^  möglich  sein,  mithin  auch  durch  den 
Punkt  I;  das  Strahlsystem  (x)  ist  daher  hyperbolisch,  indem  seine 
Asymptoten  die  aus  x  nach  den  Berührungspunkten  gezogenen  Strahlen 
sind,  in  welchen  die  Tangenten  aus  |  den  Kegelschnitt  ^'•'^^  berühren. 
Die  Strahlsysteme  (x)  (y)  (0)  haben  eine  ganz  besondere  Bedeutung 
für  die  beiden  in  der  Ebene  gegebenen  Netze.  Da  nämlich  irgend 
zwei  conjugirte  Strahlen  @  und  g  des  Strahlsystems  (x)  nach  dem 
Obigen  von  solcher  Beschaffenheit  sind,  dass  zu  den  Punkten  P  des 
einen  die  conjugirten  Punkte  Q  auf  dem  andern  liegen  und  P,  Q 
immer  conjugirte  Punkte  rücksichtlich  beider  gegebenen  Netze  sind, 
so  folgt,  dass,  wenn  das  Strahlsystem  (x)  hyperbolisch  ist,  jede  seiner 
Asymptoten  ,s,  t  die  Eigenschaft  besitzen  muss,  dass  ihr  rücksichtlich 
beider  Netze  dasselbe  Punktsystem  zugehört,  oder  mit  andern  Worten, 
dass  sie  eine  gemeinschaftliche  Secante  für  die  Kernkegelschnitte 
beider  Netze  ist;  denn  eine  solche  Asymptote  enthält  zwei  zusammen- 
fallende conjugirte  Strahlen  (55,  g,  und  die  Punkte  P  der  einen  haben 
ihre  conjugirten  Q  rücksichtlich  beider  Netze  auf  der  andern;  also 
P,  Q  bilden  auf  dieser  Asymptote  ein  Punktsystem,  welches  beiden 
Netzen  zugehört.  Nehmen  wir  den  Fall  an,  dass  zwei  Strahlsysteme 
(x)  und  (y)  hyperbolisch  seien  und  das  erste  die  Asymptoten  s,  t, 
das  zweite  die  Asymptoten  s^,  /^  habe,  dann  wird  der  Schnittpunkt 
S  zweier  Asymptoten,  z.  B.  s  und  Sj,  seinen  conjugirten  rücksichtlich 
beider  Netze  sowohl  in  s  haben,  als  auch  in  Si ;  folglich  muss  dieser 
>S^  selbst   sein;   es   fallen   also   in  S   zwei   conjugirte   Punkte  P,  Q   zu- 
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sammen,  und  es  muss  daher  auch  zS  eine  Asymptote  des  Strahl- 
systems (z)  sein,  was  mit  der  vorhin  gemachten  Bemerkung  überein- 
stimmt, dass  die  drei  Punktsysteme  {oc)  (y)  (z)  entweder  sämmtlich 
hyperbolisch  sein  müssen,  oder  nur  eines  hyperbolisch  und  die  beiden 
andern  elliptisch.  Schneiden  sich  f  und  t^  in  dem  Punkte  S^,  so 
ist  zSi  die  zweite  Asymptote  des  8trahlsysteras  (z)]  da  aber  ein  Strahl- 
system nur  zwei  Asymptoten  haben  kann,  so  müssen  in  diesen  auch 
die  Schnittpunkte: 

(s,  t,)  =  S,     und     {s„t)  =  S, 

liegen,  d.  h.:  die  sechs  Asymptoten  der  drei  Strahlsysteme  [oc)  (y)  (d) 
schneiden  sich,  wenn  sie  reell  sind,  zu  je  dreien  in  vier  Punkten 
881828,^,  deren  jeder  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  er  mit  seinem  con- 
jugirten  rücksichtlich  beider  Netze  zusammenfällt.  Diese  vier  Punkte 
sind  offenbar  zugleich  die  Asymptotenpunkte  der  Punktsysteme  auf 
denjenigen  sechs  Geraden,  welche  von  den  Asymptoten  -der  drei  Strahl- 
systeme (x)  (y)  (z)  gebildet  werden  und  deren  zugehörige  Punktsysteme 
rücksichtlich  beider  Netze  identisch  sind.  Die  Punkte  8818.28.^  sind 
daher  den  Kernkegelschnitten  beider  Netze  gemeinschaftlich  d.  h.  deren 
Schnittpunkte,  und  das  Diagonaldreieck  des  vollständigen  Vierecks 
/S'Äj/S'yÄj  ist  das  gemeinschaftliche  Tripel  xy  z.  Dies  stimmt  mit  der 
oben  gemachten  Bemerkung  überein,  dass  sie  nur  reell  sein  können, 
wenn  beide  Netze  hyperbolisch  sind,  weil  nur  in  diesem  Falle  <lrei 
hyperbolische  Strahlsysteme  (x)  (y)  (z)  eintreten  können;  aber  nicht 
für  jede  zwei  hyperbolischen  Netze  (reelle  Kegelschnitte)  müssen  die 
Strahlsysteme  (x)  (y)  (z)  alle  drei  hyperbolisch  sein;  die  Untersuchung 
dieses  reellen  Falles  ist  in  §.  54  durchgeführt  worden.  Hier'  zeigt 
sich  indessen  der  bemerkenswerthe  Umstand,  dass  auch  zwei  elliptische 
Netze  (imaginäre  Kegelschnitte)  allemal  ein  reelles  Paar  gemeinschaft- 
licher Secanten,  d.  h.  zwei  solche  sich  in  x  schneidende  Gerade  [die 
Asymptoten  s,  t  des  Strahlsystems  {xy\  besitzen,  deren  zugehörige 
Punktsysteme  für  die  Netze  identisch  sind.  Diese  beiden  Punktsysteme 
müssen  immer  elliptisch  sein,  sobald  eines  oder  beide  gegebenen  Netze 
elliptisch  sind,  sie  können  aber  auch  beide  elliptisch  sein,  sobald 
beide  Netze  hyperbolisch  sind;  im  letzteren  Fall  kann  indessen  auch 
eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch,  oder  beide  hyperbolisch 
sein,  d.  h.  die  Kernkegelschnitte  können  keinen,  zwei  oder  vier  Punkte 
gemein  haben  (S.  365). 

Gehen  wir  von  einem  stets  reellen  Tripelpunkte  x  aus,  dessen 
Strahlsystem  (a;)  hyperbolisch  ist  und  die  Asymptoten  s,  i  hat,  so 
können  wir  aus  der  Annahme,  dass  von  den  Punktsystemen  auf  s  und 
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t  1)  beide  elliptisch ,  2)  eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch, 
3)  beide  hyperbolisch  sind,  auf  die  Realität  der  beiden  übrigen  Tripel- 
punkte  y,  z  auf  X  schliessen;  nehmen  wir  nämlich  von  dem  beiden 
Netzen  gleichzeitig  zugehiaügen  Punktsysteme  auf  .s  irgend  ein  Paar 
conjugirter  Punkte  P  Q  und  auf  der  andern  Asymptote  t  irgend  ein 
Paar  T^Q^  (F'ig-  1^^^),  so  können  wir  die  Verbindungslinie  W^  als  @ 
auffassen,  deren  entsprechender  Kegelschnitt  Ä^^^  durch  xQQ.^  gehen 
rauss  und  zum  Schnittpunkte  der  Tangenten   in  Q   und  Q^   den  Punkt 

Fig.  X08. 


I  haben  wird,  in  welchem  PPj  =  %  der  Polare  X  begegnet,  wie  aus 
dem  Obigen  erhellt;  X  trifft  also  W^  in  dem  Pol  der  Geraden  QQ^ 
rücksichtlich  des  Kegelschnitts  Ä^-^  oder  Wy  und  QQ^  treffen  X  in 
zwei  conjugirten  Punkten  desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Ge- 
raden X  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  S^^^'  zugehört;  dies  ist  nun, 
wie  wir  wissen,  für  alle  möglichen  Kegelschnitte  ^^'^^  immer  ein  und 
dasselbe;  seine  Asym])toteni)unkte  sind  die  beiden  übrigen  Tripelpunkte 
y  und  ^;  ein  zweites  Paar  conjugirter  Punkte  dieses  Punktsystems  er- 
halten wir  in  ganz  ^gleicher  Weise,  indem  wir  die  Schnittpunkte  von 
P(^j  uiwl  QV^  mit  X  bestimmen,  und  hieraus  folgt  denn  auch"  ein 
drittes  Paar  nach  der  bekannten  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks 
(S,  06),  nämlich  die  Schnittpunkte  von  TQ  und  TyQ^  mit  X.  Die 
drei  Seitenpaare  des  vollständigen  Vierecks  PQ]\Q^  treffen  demnach 
die  Gerade  X  in  drei  Paaren  conjugirter  Punkte  desjenigen  Punkt- 
systems, dessen  Asymptotenpunkte  y,  z  sind,  und  dies  ist  immer  das- 
selbe, wie  übrigens  die  Paare  FQ  und  1\  Q^  auf  den  Asymptoten  s 
und  t  gewählt  werden. 

Um  zu  entscheiden,  ob  das  Punktsystem  auf  X  hyperbolisch  oder 
elliptisch  wird,  haben  wir  das  bekannte  Kriterium  (Seite  67)  anzu- 
wenden, wonach  das  von  den  Seitenpaaren  eines  vollständigen  Vierecks 
auf   einer    Transversale    X   bestimmte    Punktsystem    hyperbolisch    ist, 

31* 
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sobald  eine  gerade  Anzahl,  elliptisch,  sobald  eine  ungerade  Anzahl 
von  Ecken  zu  beiden  Seiten  der  Transversale  liegt,  oder  umgekehrt, 
je  nachdem  die  vier  Ecken  so  liegen,  dass  jede  ausserhalb  des  von 
den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet,  oder  eine  innerhalb 
des  von  den  andern  gebildeten  Dreiecks  gelegen  ist.  Die  beiden  Punkt- 
systeme auf  den  Geraden  s  und  t  werden  nun  durch  je  zwei  Paare 
conjugirter  Punkte  bestimmt,  von  denen  P(>' das  eine  auf  s,  P^Q^^ 
auf  t,  das  andere  aber  der  gemeinschaftliche  Punkt  sc  und  der  je- 
weilige Schnittpunkt  mit  X  ist;  beim  elliptischen  Punktsystem  muss 
von  zwei  Paaren  conjugirter  Punkte  das  eine  durch  das  andere  ge- 
trennt werden,  beim  hyperbolischen  schliesst  das  eine  Paar  das  andere 
ein  oder  aus,  je  nachdem  beide  Paare  denselben  oder  verschiedene 
Asymptotenpunkte  zwischen  sich  enthalten.  Der  Punkt  x  ist  ein 
Diagonalpunkt  des  vollständigen  Vierecks  FQF^Qy,  nämlich  der  Sclinitt- 
punkt  des  Seitenpaars  PQ  und  P^  Q^ ;  sollen  also  die  genannten  Punkt- 
systeme beide  elliptisch  sein,  so  lehrt  die  unmittelbare  Anschauung, 
dass  von  den  vier  Punkten  PQP^Qi  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl 
auf  beiden  Seiten  von  X  liegen  muss,  je  nach  der  Lage  derselben; 
es  können  nämlich  hinsichtlich  der  Lage  der  vier  Punkte  PQP^Q^  zu 
X  drei  Fälle  eintreten:  entweder  a)  liegt  x  innerhalb  beider  Strecken 
PQ  undPi(>i,  odei-  b)  zwischen  der  einen  uiid  ausserhall)  der  andern, 
oder  c)   ausserhalb   beider  (Fig.    104).     Li   dem  Falle  a)  wird,   damit 

Fig.  104. 


(u) 

(c) 

beide  Punktsysteme  auf  s  und  t  elliptiscli  seien,  X  ausserhalb  PQ 
und  ausserhalb  P,  Qy  die  Geraden  s  und  t  treffen  müssen,  also  noth- 
wendig  alle  vier  Punkte  PQP^Q^  auf  der  einen  und  keinen  auf  der 
andern  Seite  von  sich  haben;  in  dem  Falle  b),  wenn  x  zwischen  PQ 
und  ausserhalb  P^Qi  angenommen  wird,  muss,  damit  beide  Punkt- 
systeme elliptisch  seien,  X  die  Strecke  PQ  ausserhalb  und  Pj  Q^  innerhalb 
treffen,'  also  eine  ungerade  Anzahl  von  Punkten  zu  beiden  Seiten  von 
sich  haben ;  dann  ist  aber  das  Punktsystem  auf  X  wiederum  hyper- 
bolisch, weil  PQPyQy  so  liegen,  dass  einer  innerhalb  des  von  den 
drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet;  in  dem  Falle  c)  endlich. 
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WO  X  ausserhalb  beider  Strecken  PQ  und  F^^Q^  liegt,  also  die  vier 
Punkte  so  gelegen  sind,  dass  jeder  ausserhalb  des  von  den  andern 
gebildeten  Dreiecks  sich  befindet,  muss,  damit  beide  Punktsysteme  ellip- 
tisch seien,  X  sowohl  FQ,  als  auch  Pj  Q^  zwischen  diesen  Punkten 
treffen,  also  zwei  Punkte  auf  der  einen  und  zwei  auf  der  andern  Seite 
von  sich  haben;  das  Punktsystem  auf  X  ist  daher  wiederum  hyper- 
bolisch, und  wir  erkennen  daraus,  dass  es  allemal  hyperbolisch  wird, 
sobald  die  Punktsysteme  auf  s  und  t  beide  elliptisch  sind.  Die  Punkte 
If  und  ^  sind  also  in  diesem  Falle  reell. 

In  ähnlicher  Weise  können  wir  leicht  einsehen,  dass,  wenn  die 
Punktsysteme  auf  s  und  t  beide  hyperbolisch  sind,  ebenfalls  für  alle 
drei  Lagen  a),  b),  c)  das  Punktsystem  auf  X  hyperbolisch  wird,  also 
y  und  z  ebenfalls  reell  sind,  was  auch  von  vorn  herein  klar  ist,  weil 
dann  alle  vier  Punkte  SS^S.^S^-  reell  sind  und  xyz  zum  Diagonaldreieck 
haben.  Wenn  dagegen  drittens  von  den  Punktsystemen  auf  s  und  t 
eines  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch  ist,  so  wird  für  alle  drei 
Fjagen  a),  b),  c)  das  Punktsystem  auf  X  elliptisch,  also  y  und  z 
imaginär,  wie  die  unmittelbare  Anschauung  lehrt,  während  von  den 
vier  Punkten  SS^S^So,  nur  zwei  reell,  die  beiden  andern  imaginär 
sind.  Die  eben  ausgeführte  Betrachtung  kommt  auch  mit  der  auf  S.  253 
bei  einer  andern  Veranlassung  angestellten  überein.  Die  erlangten 
Resultate  lassen  sich  nunmehr  in  folgender  Weise  zusammenfassen: 

Unter  den  sämmtlichen  Kegelschnitten  Ä'^',  ivelche  den  Geraden  @ 
'm  der  Ebene  rücksichtlich  heider  gegebenen  Netze  entsprechen,  giebt  es 
Ellipsen,  Parabeln  und  Hyperbeln.  Denken  wir  uns  denjenigen  Kegel- 
schnitt 3Jl^^^  construirt,  ivelcher  der  unendlich-entfernten  Geraden  ©^  -ent- 
spricht und  durch  das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz  und  die  Mittelpunkte 
mm^  beider  Netze  bestimmt  ivird,  so  entsprechen  sämmtlichen  Tangenten 
dieses  Kegelschnitts  Wl^'^^  Parabeln,  solchen  Geraden  @,  welche  äR^^'  in 
zwei  reellen  Punkten  schneiden,  Hyperbeln  und  solchen  Geraden  (^,  welche 
9}?^'''^  nicht  schneiden,  Ellipsen.  Unter  den  Hyperbeln  giebt  es  unendlich- 
viele  gleichseitige;  sie  erdsprechen  allen  solchen  Geraden  @,  welche  durch 
einen  bestimmten  Punkt  P^  gehen;  dies  ist  der  Durchschnittspunkt  der 
beiden  Durchbohrungs-Sehnen  des  Kegelschnitts  3K^^^  durch  die  Axenpaare 
der  gegebenen  beiden  Netze;  sein  conjugirten  Punkt  Q^,  durch  tvelchen  alle 
gleichseitigen  Hyperbeln  ausserdem  gehen,  ist  der  HöJienpunkt  des  Dreiecks 
xyz.  Unter  den  Ellipsen  giebt  es  einen  einzigen  Kreis;  er  entspricht  der- 
jenigen Geraden  (^^,  ivelche  die  Polare  des  Punktes  P^  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  W^^  ist. 

Geht  die  veränderliehe  Gerade  @  insbesondere  durch  einen  der  Punkte 
des  gemeinschaftlichen  Tripels,  z.  B.  durch  x,  so  zerfällt  der  entsprechende 
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Kegelschnitt  ^(^'  in  ein  Linienpaar,  dessen  einer  Theil  jedesmal  die  Polare 
X  dieses  TripelpiinJctes  und  dessen  anderer  Theil  eine  bestimmte  Gerade  g 
ist,  ivelche  ebenfalls  durch  x  geht.  Diejenigen  Funkte  Q,  ivelehe  den 
PiinJden  P  einer  solcJien  durch  x  gehenden  Geraden  @  conjugirt  sind, 
liegen  auf  der  Geraden  g  und  umgekehrt.  Drehen  wir  die  Gerade  (S  um 
den  festen  Punkt  x,  so  dreht  sich  auch  g  um  denselben,  und  @,  g  sind 
conjugirte  Strahlen  eines  bestimmten  Strahlsijstems  {x).  •  Zivei  conjugirte 
Strahlen  eines  solchen  StraJdsystems  erhalten  ivir  auch,  indem  tvir  x 
mit  irgend  einem  Paare  conjugirter  Punkte  P,  Q  in  der  Ebene  verbinden; 
insbesondere  sind  die  beiden  durch  x  gehenden  Tripelstrahlen  ein  Paar 
conjugirter  Strahlen  des  Systems  (x).  Wir  erlmlten  auf  diese  Weise, 
wenn  die  Tripelpunkte  xyz  alle  drei  reell  sind,  drei  bestimmte  Strahl- 
Systeme  (x)  (y)  (0),  ivelche  entiveder  alle  drei  hyperbolisch  oder  von  denen 
nur  eines  hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch  sind.  Wenn  von 
den  Tripelpunkten  nur  einer,  x,  reell  ist,  so  ist  das  Strahlsystem  (x)  alle- 
mal hyperbolisch. 

Die  beiden  Asymptoten  s,  t  eines  solchen  Strahlsystems  sind  allemal 
solche  Gerade  in  der  Ebene,  für  ivelclie  die  den  beiden  Netzen  zugehörigen 
Punktsysteme  identisch  iverden;  es  giebt  also  nur  zwei  oder  sechs  solcher 
Geraden.  In  dem  letzteren  Falle  schneiden  sich  die  sechs  Asymptoten 
st,  s^^t^,  s^t^  der  drei  hyperbolischen  Strahlsysteme  (x)  (y)  (z)  zu  je 
dreien  in  vier  Punkten  SS^S^^S^,  die  mithin  ein  vollständiges  Viereck 
bilden,  dessen  Diagoncddreieck  xyz  ist.  Die  Punkte  SS^S.^S^  sind  die 
einzigen  in  der  Ebene  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  jeder  von  ihnen 
mit  seinem  conjugirten  rücksichtlich  beider  Netze  zusammenfällt;  sie  sind 
zugleich  die  Asymptotenpunkte  derjenigen  Punktsysteme,  welche  den  Asym- 
ptoten st .  .  .  rücksichtlich  des  einen  (oder  anderen)  Netzes  zugehören  (da 
sie  für  beide  identisch  sind).  Von  diesen  vier  ausgezeichneten  Punkten 
SS1S2SQ  sind  entweder  alle  vier  oder  nur  zwei  oder  keiner  reell. 

Gehen  tvir  von  einem  allemal  reellen  Tripelpunkte  x  aus,  dessen 
Strahlsystem  (x)  hyperbolisch  ist  und  die  Asymptoten  s,  t  hat,  so  können 
die  beiden  Punktsysteme  auf  s  und  t  entiveder  beide  elUxjtisch  sein,  dann 
sind  alle  vier  Punkte  SS^S^^S.^  imaginär,  aber  die  beiden  übrigen  Tripel- 
punkte y  und  z  reell;  oder  von  jenen  beiden  Punktsystemen  auf  s  und  t 
ist  eines  hyperbolisch  und  das  andere  elliptisch,  dann  sind  zwei  Punkte 
SS^  reell,  die  beiden  ändern  /Sg^'g  imaginär  und  die  beiden  übrigen  Triiwl- 
punkte  y  und  z  auch  imaginär;  oder  drittens  beide  Punktsysteme  auf  s 
und  t  sind  hyperbolisch,  dann  sind  alle  vier  Punkte  SS^S^S.^  reell  und 
auch  die  übrigen  Tripe^ninkte  y,  z.  Wenn  die  beiden  Netze  hyperbolisch 
sind,  so  sind  die  Punkte  SS^S.^S.^  die  Durchschnittspunkte  iltrcr  Kern- 
kegelschnitte,   xyz    ihr    gemeinschaftliches    Tripel    und    die    Asymptoten 
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st,  s^t^,  «2^2  ^ß*"  ^^'^*  Strahlsysteme  (x)  {ij)  (z)  die  sechs  gemeinschaft- 
lichen Secanten  beider  Kegelschnitte;  aber  auch  wenn  eines  oder  beide 
Netze  elliptisch  sind,  ist  das  gemeinschaftliche  Tripel  xijz  immer  reell 
und  von  den  drei  Strahlsystemen  {x)  (y)  (2)  eines  hyperbolisch,  die  beiden 
andern  elliptisch,  also  ein  Paar  gemeinschaftlicher  Secanten  st  immer 
reell,  d.  h.  in  diesem  Falle  zwei  solche  Gerade,  für  deren  jede  die  den 
Netzen  zugehörigen  beiden  Ftmldsysteme  identisch  sind. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  aus  der  vorigen  Betrachtung  auch 
das  umgekehrte  Resultat  sich  ergiebt:  Wenn  von  dem  beiden  Netzen 
gemeinschaftlichen  Tripel  allein  x  und  X  reell  {y  und  z  imaginär) 
sind,  ein  Fall,  der  nur  bei  zwei  hyperbolischen  Netzen  eintreten  kann 
und  zur  Folge  hat,  dass  immer  das  Strahlsystem  (x)  hyperbolisch  ist, 
also  die  reellen  Asymptoten  s  und  t  hat,  so  muss  von  den  beiden 
Punktsystemen  auf  s  und  t,  welche  den  Netzen  gemeinschaftlich  zu- 
gehören, das  eine  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch  sein,  denn  wäre 
dies  nicht,  so  müssten  y  und  z  reell  sein.  Also  die  beiden  Kern- 
kegelschnitte der  Netze  müssen,  damit  y  und  z  imaginär  seien,  zwei 
reelle  und  zwei  imaginäre  Schnittpunkte  haben. 

Vermöge  der  dem  Netze  innewohnenden  Polarität  lässt  sich  eine 
der  vorigen  gleichlaufende  Betrachtung  anstellen,  indem  man  die 
Paare  conjugirter  Geraden  (55,  §  in  Bezug  auf  beide  Netze  auffasst 
und  die  Kegelschnitte  G*'''^  untersucht,  welche  allen  Punkten  P  in 
der  Ebene  entsprechen  und  sämmtlich  dem  Dreiseit  XYZ  einbe- 
schrieben sind.  Diese  Betrachtung  ist  der  obigen  nach  dem  bekannten 
Uebertragungsprincip  so  gleichförmig  nachzubilden,  dass  es  genügt, 
die  Resultate  hervorzuheben  und  nur  die  abweichenden  Punkte  etwas 
näher  zu  beleuchten. 

Die  Pole  einer  beliebigen  Geraden  @  in  Bezug  auf  die  beiden  ge- 
gebenen Netze  bestimmen  die  conjugirte  Gerade  .'p,  und  wenn  ®  sich 
um  einen  festen  Punkt  F  dreht,  so  umhüllt  ^  einen  bestimmten  Kegel- 
schnitt ß('^\  Insbesondere  ist  der  unendlich- entfernten  Geraden  ^^ 
diejenige  Gerade  Wt^  conjugirt,  welche  die  Mittelpunkte  beider  Netze 
verbindet,  und  allen  Punkten  P  dieser  Geraden  W^^  entsprechen  daher 
Kegelschnitte  ^^^^\  welche  Parabeln  sind.  Einem  solchen  Punkte  P, 
welcher  auf  einem  Strahle  des  gemeinschaftlichen  Tripels  liegt,  z.  B. 
auf  X,  entspricht  jedesmal  ein  Kegelschnitt  ß*^^),  welcher  sich  in  ein 
Punktpaar  auflöst,  dessen  einer  Theil  immer  derselbe  Punkt  x,  der 
Pol  der  Geraden  X,  und  dessen  anderer  Theil  ein  gewisser  Punkt  p 
ist,  welcher  auf  X  liegt.  Verändern  wir  den  Punkt  P  auf  der  Ge- 
raden X,  so  verändert  sich  auch  p  auf  derselben,  und  es  erzeugt  das 
Punktpaar  P,  p  ein  bestimmtes  Punktsystem  (X).     Irgend  zwei  con- 
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jugirte  Gerade  &,  ^  treffen  einen  Tripelstrahl  X  immer  in  einem 
solchen  Paar  conjugirter  Punkte  P,  p  des  Punktsystems  (X),  und  die 
Gerade  W^  trifft  daher  die  X  in  dem  Mittelpunkt  m  desselben.  Hieraus 
folgt,  dass,  wenn  die  drei  Strahlen  des  gemeinschaftlichen  Tripels 
XYZ  sämmtlich  reell  sind,  von  den  drei  Punktsystemen  (X)  (Y)  {Z) 
nothwendig  entweder  alle  drei  hyperbolisch,  oder  eins  hyperbolisch 
und  die  beiden  andern  elliptisch  sein  müssen;  denn  auf  jedem  Tripel- 
strahl, z.  B.  X,  sind  immer  die  beiden  Eckpunkte  ?/,  z  des  gemein- 
schaftlichen Tripels  ein  Paar  conjugirter  Punkte  des  Punktsystems 
(P,  p),  und  die  Gerade  9J?Q.kann  die  Seiten  des  Dreiecks  xyz  immer 
nur  in  drei  solchen  Punkten  mm^m^  treffen,  welche  entweder  alle 
drei  auf  den  Verlängerungen  der  Dreiecksseiten,  oder  von  denen  nur 
einer  auf  der  Verlängerung  und  die  beiden  andern  auf  den  Dreiecks- 
seiten selbst  liegen;  da  nun  mili^nt^  die  Mittelpunkte  der  drei  Punkt- 
systeme (X)  (F)  {Z)  und  y,  z\  z,  X]  x,  y  je  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  derselben  sind,  so  müssen  von  den  drei  Punktsystemen  ent- 
weder alle  oder  nur  eins  hyperbolisch  sein. 

In  dem  Falle,  dass  von  den  drei  Tripelstrahlen  nur  einer  X  und  der 
Schnittpunkt  x  der  beiden  andern,  der  Pol  von  X,  reell  ist,  lässt  sich 
leicht  zeigen,  dass  das  Punktsystem  (X)  hyperbolisch  sein  niuss.  Denken 
wir  uns  nämlich  einen  beliebigen  Punkt  P  und  den  entsprechenden  Kegel- 
schnitt ß^^^  hergestellt,  so  wird  in  dem  Falle,  dass  Y,  Z  imaginär  sind,  ihr 
Schnittpunkt  x  innerhalb  des  Kegelschnitts  (S^^'  liegen  müssen,  Aveil  das 
Tangentenpaar  aus  x  an  den  Kegelschnitt  (S^^^  imaginär  ist.  Ziehen 
wir  nun  durch  P  irgend  eine  Gerade  (35  und  construiren  die  conju- 
girte  Gerade  ^,  Tangente  des  Kegelschnitts  (S^^^,  so  bestimmen  (5},  § 
ein  Paar  conjugirte  Punkte  des  Punktsystems  (X).  Bezeichnen  wir 
dieselben  für  den  Augenblick:  (@,  X)  =  s  und  (^,  X)  =  ö,  so  wird 
durch  s  eine  zweite  Tangente  §'  an  ß-^^^  gehen,  deren  conjugirte  Ge 
rade  05'  =  P(?  sein  niuss.  Wir  haben  also  zwei  Paare  conjugirter 
Geraden  ©,  §  und  @',  §',  finden  aus  ihnen  ein  drittes  Paar  (@@',  ^.'p') 
und  {}i6^\  ^^Oj  und  da  von  diesen  beiden  Geraden  die  erstere  durch 
P=  (@^  (SJ')  geht,  so-  muss  die  letztere  (©§',  §©')  den  Kegelschnitt 
Ci*^^  berühren.  In  der  That  ist  (@,  §')  nichts  anderes  als  s  und  (^,  ©') 
nichts  anderes  als  6,  folglich  ((^^',  ,^@')  =  i(?  =  X,  und  die  conju- 
girte Gerade  muss  daher  durch  x  gehen,  d.  h.  (§,  §)  auf  der  Ver- 
bindungslinie Px  liegen.  Diese  Gerade  Px  bleibt  nun  fest,  während 
wir  dre  Gerade  @,  also  auch  .^,  (^'  und  §'  verändern;  wenn  wir  aus 
den  Punkten  der  Geraden  Px  die  Tangentenpaare  .^p^'  an  den  Kegel- 
schnitt (S^^^  legen,  so  treffen  dieselben  die  feste  Tangente  X  dieses 
Kegelschnitts  in  Punktpaaren  s,  6  des  vorhin  gefundenen  Punktsystems 
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(X)  (S.  152).  AVir  wissen  aber  im  Allgemeinen,  dass  dieses  von  der 
Geraden  Px  abhängende  Punktsystem  ein  elliptisches  ist,  wenn  die 
Gerade  Fx  den  Kegelschnitt  ©^^^  nicht  schneidet,  ein  hyperbolisches, 
wenn  sie  denselben  in  zwei  reellen  Punkten  trifft,  weil  im  letzteren 
Falle  zweimal  je  ein  Tangentenpaar  zusammenfallt.  Da  nach  dem 
Früheren  der  Punkt  x  in  unserem  Falle  innerhalb  des  Kegelschnitts 
(S^''*'  liegt;  so  muss  Fx  denselben  in  zwei  reellen  Punkten  schneiden, 
also  das  Punktsystem  (X)  hyperbolisch  sein,  w.  z.  b.  w. 

Wenn  wir  sämmtliche  Punkte  F  in  der  Ebene  auffassen  und 
schnell  entscheiden  wollen,  ob  der  entsprechende  Kegelschnitt  ß^^* 
Ellipse  oder  Hyperbel  wird,  so  brauchen  wir  jetzt  nur  diejenigen 
Punkte  F  in  der  Ebene  zu  verfolgen,  für  welche  der  entsprechende 
Kegelschnitt  ß^^^  in  einen  jener  beiden  Grenzübergänge  zwischen 
Ellipse  und  Hyperbel:  eine  Parabel  oder  ein  Punktpaar  ausartet;  diese 
Orte  kennen  wir  aber  aus  dem  Vorigen,  nämlich  die  Gerade  W^, 
deren  Punkten  F  lauter  Parabeln  als  Kegelschnitte  ß^^^  entsprechen, 
und  die  drei  Tripelstrahlen  XYZ  (wenn  sie  sämmtlich  reell  sind), 
deren  Punkten  P  Kegelschnitte  G^'^^  entsprechen,  welche  in  Punktpaare 
ausarten.  Die  vier  Geraden  X  YZWq  theilen  das  ganze  unendliche 
Gebiet  der  Ebene  in  elf  Regionen,  welche  durch  jene  von  einander 
getrennt  werden,  und  den  Punkten  F  innerhalb  derselben  Region  ent- 
sprechen immer  Kegelschnitte  derselben  Art;  wir  haben  aber  zu  unter- 
suchen, welchen  Regionen  Hyperbeln  und  welchen  Ellipsen  entsprechen. 
Hierüber  erhalten  wir  unter  der  Annahme,  dass  alle  drei  Tripelstrahlen 
XYZ  reell  sind,  Auskunft,  indem  wir  die  Punktsysteme  (X)  (F)  {Z) 
ins  Auge  fassen,  welche  bestimmt  sind  durch  je  ein  Paar  conjugirter 
Punkte:  y,  Z]  z,  x\  x,  y  und  die  Mittelpunkte:  mniiiu^,  nämlich  die 
Schnittpunkte    von    äJi^    mit  XYZ   (Fig.  105).     Denken   wir   uns    um 

Fig.  105. 


a.) 


(e) 
/        (h)   ,><^^ 

"^'^  (e)  Y<   ^ 


einen    beliebigen   Punkt   F  eine   Gerade  &   gedreht,    welche   XYZ  in 
den  Punkten  abc  treffe,  und  seien  aßy  die  conjugirten  Punkte  in  den 
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drei  Systemen  (X)  (Y)  (Z),  so  liegen  aßy  auf  der  Geraden  ^,  welche 
den  Kegelschnitt  &^^  umhüllt.  Wir  können  denselben  auch  als  das 
Erzeugniss  zweier  projectivischer  Punktreihen,  z.  B.  auf  den  Trägern 
Y  und  Z  auffassen,  indem  wir  die  Punkte  ß  und  y  verfolgen;  um 
dann  den  Berührungspunkt  des  Kegelschnitts  ß(2>  mit  der  Geraden  Y 
zu  erhalten,  ziehen  wir  Py,  welches  F  in  r  treffe,  und  nehmen  den 
zu  T  conjugirten  Punkt  t  des  Punktsystems  (Y),  welches  der  gesuchte 
Berührungspunkt  sein  wird.  Um  denjenigen  Punkt  ß  zu  finden,  welcher 
dem  unendlich  -  entfernten  auf  Z  entspricht,  ziehen  wir  Pm^,  welches 
in  h  die  Gerade  Y  treffe,  und  bestimmeii  den  conjugirten  ß  zu  b  des 
Punktsystems  (Y).  Jetzt  können  wir  das  auf  S.  117  angegebene  Kri- 
terium in  Anwendung  bringen:  Liegt  nämlich  t  zwischen  xß,  so  ist 
der  Kegelschnitt  ß^^'^  Ellipse,  liegt  t  ausserhalb  xß,  so  ist  er  Hyperbel. 
Durchmustern  wir  mit  Hülfe  dieses  Kriteriums  die  ganze  Ebene,  indem 
wir  den  Punkt  P  dieselbe  durchwandern  lassen,  so  erkennen  wir  leicht, 
dass  von  den  elf  liegionen,  in  welche  sie  durch  die  Geraden  XYZWq 
zertheilt  wird ,  fünf  den  hyperbolischen  (h)  und  die  übrigen  sechs  den 
elliptischen  Charakter  (e)  haben,  indem  der  dem  Punkte  P  ent- 
sprechende Kegelschnitt  ©^^^  allemal  Hyperbel  wird,  sobald  P  in 
einem  der  Räume  (h)  liegt,  dagegen  Ellipse,  sobald  P  in  einem  der 
Räume  (e)  liegt;  die  Räume  (Ji)  sind  aber  diejenigen,  in  welche  die 
drei  Diagonalen  den  von  den  Geraden  XYZ3JJ(,  gebildeten  vollständigen 
Vierseits  ganz  hineinfallen,  während  die  Räume  (e)  von  den  Diago- 
nalen nicht  getroffen  werden;  um  jeden  Eckpunkt  des  vollständigen 
Vierseits  gruppiren  sich  immer  zwei  Scheitelräume,  elliptischen  und 
die  beiden  Neben-Scheitelräume  hyperbolischen  Charakters  (Fig.  105). 
Wir  unterlassen  der  Kürze  wegen  die  Untersuchung  des  Falles,  in 
welchem  von  den  drei  Tripelstrahlen  nur  einer  X  und  der  Schnitt- 
punkt der  X  beiden  andern  reell  ist;  die  beiden  Geraden  X  und  ä)?^ 
theilen  dann  das  ganze  Gebiet  der  Ebene  nur  in  vier  unendliche 
Räume,  zwei  Paar  Scheitelräume;  dasjenige  Paar  Scheitelräume,  in 
deren  einem  x  liegt,  enthält  alle  solche  Punkte  P,  deren  entsprechende 
Kegelschnitte  (S^^>  Hyperbeln  werden,  das  andere  Paar  Scheitelräume 
diejenigen  Punkte  P,  deren  entsprechende  Kegelsclmitte  6^^^  Ellipsen 
sind.  Auch  möge  dem  Leser  die  Aufsuchung  derjenigen  besonderen 
Punkte  P  überlassen  bleiben,  deren  entsprechende  Kegelschnitte  ©^^^ 
Kreise  oder  gleichseitige  Hyperbeln  werden. 

Die  drei  Punktsysteme  (X)  (Y)  (Z),  von  denen  entweder  eines 
oder  alle  drei  hyperbolisch  sein  müssen,  haben  zu  Asymptoteniiunkten: 
§,  t;  §1,  t^;  §27  ^-j)  Punkte  von  besonderer  Eigenthümlichkeit  in  Bezug 
auf   die    beiden    gegebenen   Netze;    das    Strahlsystem,    welches    einem 
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dieser  sechs  Punkte  in  Bezug  auf  die  beiden  Netze  zugehört,  ist 
nämlich  ein  und  dasselbe;  wenn  es  hyperbolisch  ist,  so  sind  seine 
beiden  Asymptoten  sowohl  Tangenten  des  einen  als  auch  des  andern 
Kernkegelschnitts,  d.  h.  gemeinschaftliche  Tangenten.  Von  den  sechs 
Punkten  §t  S^t^  §2^2  ^i^^  entweder  zwei  oder  alle  sechs  reell;  im 
letzteren  Falle  liegen  sie  zu  je  dreien  auf  vier  geraden  Linien,  welche 
die  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kernkegelschnitte  beider 
Netze  sind;  das  von  denselben  gebildete  vollständige  Vierseit  hat  XYZ 
zu  seinen  drei  Diagonalen.  Wenn  dagegen  nur  zwei  Punkte  ^  und  t 
reell  sind  auf  X,  so  müssen  die  ihnen  zugehörigen  Strahlsysteme, 
welche  rücksichtlich  beider  Netze  dieselben  sind,  entweder  beide 
elliptisch  sein,  und  dann  sind  auch  Y  und  Z  reell,  oder  eines  ellip- 
tisch und  das  andere  hyperbolisch  sein,  dann  sind  Y  und  Z  imaginär.  Im 
ersteren  Fall  sind  entweder  beide  oder  ein  Netz  elliptisch,  oder  falls 
beide  Netze  hyperbolisch  sind,  haben  ihre  Kernkegelschnitte  keine 
reelle  gemeinschaftliche  Tangente;  im  letzteren  Fall^,  der  nur  eintreten 
kann,  wenn  beide  Netze  hyperbolisch  sind,  haben  die  Kernkegelschnitte 
zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten,  jedes 
Paar  aber  einen  reellen  Schnittpunkt  g  und  t  auf  dem  Tripelstrahl  X 
Sobald  also  umgekehrt  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  nur  ein 
Strahl  X  und  der  Schnittpunkt  x  der  beiden  andern  reell,  diese  selbst 
aber  imaginär  sind,  müssen  beide  Netze  hyperbolisch  sein  und  ihre 
Kernkegelschnitte  nur  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  haben. 
Halten  wir  dies  mit  dem  analogen  früher  gefundenen  Resultat  zu- 
sammen, so  folgt  aus  der  Identität  und  zusammengehörigen  Realität 
des  Tripeldreiecks  X'y0  mit  dem  Tripeldreiseit  XYZ,  dass,  wenn  zwei 
Kegelschnitte  nur  ztvei  reelle  Schnittpmikte  haben,  sie  auch  nothwendig 
zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  und  nur  ztvei  solche  haben  müssen 
und  umgekehrt.     (S.  370.) 

Das  in  dem  Vorstehenden  betrachtete  doppelte  Beziehungssystem, 
welches  durch  die  beiden  in  der  Ebene  gegebenen  Netze  hergestellt 
wird  —  indem  einerseits  jedem  Punkte  P  in  der  Ebene  ein  bestimmter 
Punkt  Q  conjugirt  ist  und  den  Punkten  F  einer  Geraden  @  Punkte 
Q  eines  Kegelschnitts  Ä'(^>  entsprechen,  welcher  durch  drei  unver- 
änderliche Punkte  xyz  geht,  andererseits  jeder  Geraden  @  eine  be- 
stimmte Gerade  §  conjugirt  ist  und  sämmtlichen  durch  einen  Punkt 
P  gehenden  Geraden  @  Gerade  §  entsprechen,  die  einen  Kegelschnitt 
©•^^^^  umhüllen,  welcher  demselben  festen  Dreiseit  XYZ  einbeschrieben 
ist  —  erfordert  zu  seiner  Bestimmung  nicht  die  vollständige  Kenntniss 
der  beiden  Netze,  sondern  nur  des  gemeinschaftlichen  Tripels  xgz 
oder  XYZ  und  einerseits  irgend  eines  Paares  conjugirter  Punkte  J',  (^> 
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oder  andererseits  conjugirter  Strahlen  @,  ^  in  Bezug  aui  beide  Netze. 
In  der  That  nehmen  wir  zuerst  das  Tripel  xijz  und  irgend  ein  Paar 
conjugirter  Punkte  P,  Q  als  gegeben  an,  so  ist  das  Beziehungssystem 
der  ersten  Art  vollständig  bestimmt;  indem  wir  nämlich  P  und  (^  mit 
xyz  und  diese  Punkte  unter  sich  verbinden,  erhalten  wir  durch  jeden 
von  ihnen  zwei  Stralilenpaare,  welche  ein  Strahlsystem  bestimmen, 
z.  B.  in  X  werden  die  Strahlen  xF  und  xQ,  xy  und  xz  als  zwei 
Paare  conjugirter  Strahlen  des  Strahlsystems  {x)  aufgefasst,  welches 
dadurch  vollständig  bestimmt  ist;  haben  wir  auf  diese  Weise  die  drei 
Strahlsysteme  (x)  (y)  (z)  hergestellt,  so  linden  wir  zu  jedem  andern 
Punkte  P  in  der  Ebene  den  conjugirten  Q,  indem  wir  xP  und  yP 
ziehen  und  in  den  Strahlsystemen  (x)  und  (//)  die  beiden  conjugirten 
Strahlen  zu  jenen  aufsuchen,  welche  sich  in  dem  gesuchten  Punkte  Q 
treffen.  Hierdurch  ist  nun  auch  zu  jeder  Geraden  (^  der  entsprechende 
Kegelschnitt  k^^^'>   leicht  herzustellen. 

Andererseits  ist  durch  das  Tripel  XYZ  und  irgend  ein  Paar  con- 
jugirter Strahlen  ®,  ,*p  das  I3eziehungssystem  der  zweiten  Art  voll- 
ständig bestimmt;  die  Schnittpunktpaare  von  X  einmal  mit  Y,  Z  und 
zweitens  mit  (5},  §  bestimmen  das  Punktsystem  (X),  und  in  gleicher 
Weise  erhalten  wir  die  Punktsysteme  ( F)  und  (Z);  sind  diese  er- 
jnittelt,  so  erhalten  wir  zu  jeder  andern  Geraden  Ö5  die  conjugirte  §, 
indem  wir  die  Schnittpunkte  der  ersteren  mit  X,  Y  (oder  Z)  auf- 
suchen imd  die  zu  denselben  conjugirten  Punkte  in  den  Punktsystemen 
(X)  ( Y)  (oder  Z)  mit  einander  verbinden,  welche  die  Gerade  §  be- 
stimmen. Zu  jedem  beliebigen  Punkte  P  können  wir  dann  in  be- 
kannter Weise  den  entsprechenden  Kegelschnitt  ß^^^  herstellen,  indem 
wir  zu  allen  durch  P  gehenden  Strahlen  @  die  conjugirten  §  con- 
struiren.  Als  ein  besonderes  Paar  conjugirter  Strahlen,  welches  neben 
dem  Tripel  XYZ  zur  Bestimmung  dieses  Beziehungssystems  dient, 
empfiehlt  sich  @^  und  9J?o!  ^^^  ^^^^  Schnittpunkte  von  X,  Y,  Z  mit 
Wq   sind   dann   die  drei  Mittelpunkte   der  Punktsysteme  (X)  (Y)  (Z). 

Wir  müssen  noch  den  andern  möglichen  Fall  in  Betracht  ziehen, 
dass  von  dem  Tripel  nur  ein  Eckpunkt  x  imd  die  gegenüberliegende 
Seite  X  (Polare  von  x),  auf  dieser  aber  ein  elliptisches  Punktsystem 
gegeben  ist,  dessen  Asymptotenpunkte  y,  z  imaginär  sind;  fügen  wir 
dann  noch  ein  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q  hinzu,  so  ist  das  Be- 
ziehungssystem der  ersten  Art  wiederum  vollständig  bestimmt,  aber 
die  vorhin  angegebene  Construction  beliebig  vieler  anderer  Paare  con- 
jugirter Punkte  P,  Q  ist  nicht  mehr  in  Anwendung  zu  bringen,  weil 
die  Punkte  y,  z  selbst  nicht  reell  existiren.  Wir  werden  uns  in 
diesem  Falle   zunächst   das  Strahlsystem   (x)  herzustellen  haben,   von 
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welchem  unmittelbar  nur  das  einzige  Paar  conjugirter  Strahlen  xT* 
und  xQ  gegeben  ist;  die  Asymptoten  s,  t  dieses  Strahlsystems  {x) 
müssen  sowohl  harmonisch  liegen  mit  xP  und  xQ,  als  auch  mit  xy 
und  xz,  falls  die  letzteren  beiden  reell  sind;  dies  lässt  sich  aber 
auch  unabhängig  von  ihrer  liealität  so  aussprechen:  Die  Asymptoten 
s  und  t  sind  das  gemeinschaftliche  Paar  conjugirter  Strahlen  für  zwei 
concentrisch  liegende  Strahlsysteme  in  x,  deren  eines  hyperbolisch  ist 
und  xV,  xQ  zu  Asymptoten  hat,  während  das  andere  die  Strahlen 
xy  und  xs  zu  Asymptoten  hat;  wenn  nun  y  und  z  imaginär  sind,  so 
wird  das  zweite  Strahlsystem  erhalten,  indem  wir  durch  x  ein  Strahl- 
system perspectivisch  mit  dem  auf  X  gegebenen  Punktsystem  legen, 
welches  elliptisch  ist  und  die  imaginären  Punkte  y,  z  zu  Asymptoten- 
punkten hat.  Die  beiden  concentrischen  Strahlsysteme  in  x  sind  also 
bekannt,  und  sie  müssen  ein  reelles  Paar  conjugirter  Strahlen  gemein- 
schaftlich haben,  weil  eines  von  ihnen  elliptisch  ist  (S.  58).  Dieses 
Paar  s,  t  bildet  die  Asymptoten  des  Strahlsystems  (a;),  welches,  wie 
wir  auch  von  früher  wissen,  noth wendig  hyperbolisch  sein  muss. 

Ist  das  Strahlsystem  (x)  also  ermittelt,  so  lässt  sich  jetzt  zu 
jeder  durch  den  gegebenen  Pimkt  P  gehenden  Geraden  @  der  ent- 
sprechende Kegelschnitt  U^^^  herstellen;  dieser  muss  nämlich  durch  x 
und  Q  gehen,  das  auf  X  gegebene  elliptisclie  Punktsystem  zu  seinem 
zugehörigen  haben  und  endlich  von-  dem  Strahlsystem  (x)  in  solchen 
Punktpaaren  durchbohrt  werden,  deren  Verbindungssehne  durch  den 
Schnittpunkt  (@,  X)  läuft;  verbinden  wir  daher  x  mit  diesem  Schnitt- 
punkte ((^,  X)  und  suchen  den  conjugirten  Strahl  in  dem  Strahl- 
system (x)  auf,  so  muss  derselbe  den  Kegelschnitt  ^^^'^  in  x  berühren; 
wir  kennen  daher  jetzt  fünf  Punkte  des  Kegelschnitts  Ä<^^,  wodurch 
derselbe  vollständig  bestimmt  wird,  nämlich  den  Punkt  Q,  die  beiden 
in  x  zusammenfallenden  Punkte,  d.  li,  die  Tangente  in  x  und  das  zu- 
gehörige Punktsystem  auf  X,  d.  h.  die  beiden  imaginären  Punkte  y 
und  ;*.  Die  Construction  des  durch  diese  Bestimmungsstücke  gegebenen 
Kegelschnitts  ist  auf  S.  150  ausgeführt.  Wir  sind  demnach  im  Stande, 
zu  jeder  durch  P  gezogenen  (geraden  @  den  entsprechenden  Kegel- 
schnitt Ä''^'  herzustellen  und  ebenso  zu  jeder  durch  Q  gehenden  Ge- 
raden ©^  den  entsprechenden  Kegelschnitt  ^f^  zu  finden;  jeder  be- 
liebige Punkt  in  der  Ebene  kann  nun  als  der  Schnittpunkt  zweier 
solcher  Geraden  %,  %y  angesehen  werden;  die  beiden  entsprechenden 
Kegelschnitte  St^^'il*^^^  haben  dann  zu  ihrem  vierten  gemeinschaftlichen 
Punkte  ausser  xyz  denjenigen,  welcher  dem  Schnittpunkte  (@^  @j) 
conjugirt  ist.  Wie  der  vierte  gemeinschaftliche  Punkt  der  beiden 
Kegelschnitte  S^^^^^^^)  gefunden  wird,  ist  auf  S.  238  angegeben  worden. 
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Wir  sind  nuuraelir  im  Stande,  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  den  con- 
jugirten  Punkt  zu  construiren,  mithin  auch  zu  jeder  beliebigen  Ge- 
raden @  den  entspreclienden  Kegelschnitt  Ü^'^^;  wir  haben  also  das 
ganze  Beziehungssystem  der  ersten  Art  auch  für  den  angenonnuenen 
Fall  herzustellen  gelehrt.  In  ganz  analoger  Weise  wird  das  Be- 
ziehungssystem der  zweiten  Art  hergestellt,  wenn  zur  Bestimmung 
desselben  neben  einem  beliebigen  Paar  conjugirter  Strahlen  &,  §  von 
dem  Tripel  allein  ein  reeller  Strahl  X  und  der  Schnittpunkt  x  der 
beiden  andern  mit  dem  elli])tischen  Strahlsystem  gegeben  ist,  dessen 
imaginäre  Asymptoten   Y  und  Z  sind. 

Erwägen  wir,  dass  durch  ein  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q  und 
ein  Tripel  xy0  das  Netz  nicht  vollkommen  bestimmt  wird,  sondern 
dass  es  unendlich-viele  Netze  giebt,  welche  diese  Stücke  gemein  haben, 
so  steht  es  uns  frei,  anstatt  der  beiden  als  gegeben  angesehenen 
Netze,  von  welchen  wir  ausgingen,  andere  zu  setzen,  für  welche  P,  Q 
conjugirte  Punkte  imd  xyi?  ein  Tripel  ist;  durch  je  zwei  solche  Netze 
wird  immer  dasselbe  Beziehungssystem  der  ersten  Art  bestimmt,  und 
für  diese  Netze  gelten  daher  genau  dieselben  Eigenschaften,  wie  für 
die  beiden  ursprünglich  angenommenen.  Wir  können  uns  sämmtliche 
Netze  der  Art  auf  die  Weise  hergestellt  denken,  dass  wir  um  Q  eine 
Gerade  ß  drehen  und  zur  Bestimmung  des  Netzes  immer  das  Tripel 
conjugirter  Punkte  xy^  und  das  Paar  Pol  und  Polare  P  und  2 
nehmen,  wodurch  das  Netz  jedesmal  vollständig  und  eindeutig  be- 
stimmt wird.  Die  Gesammtheit  dieser  Netze  nennen  wir  ein  Nefz- 
Büschel]  die  Mächtigkeit  desselben  ist  gleich  gross  mit  der  eines  Strahl 
büschels,  denn  es  giebt  so  viel  Netze  im  Netzbüschel,  als  Strahlen  ^ 
durch  einen  Punkt  Q.  Irgend  ein  l^aar  conjugirter  Punkte  PiQi  des 
Beziehungssystems,  welches  durch  xy^  und  P,  Q  bestimmt  wird,  muss 
nun  auch  ein  Paar  conjugirter  Punkte  sein  für  irgend  zwei  andere 
Netze  des  Büschels,  welche  wir  beliebig  herausnehmen  können,  oder 
mit  andern  Worten:  Die  Polaren  eines  heliehif/en  PunMes  in  Bemg  auf 
sämmtliche  Netze  eines  Nets -Büschels  laufen  durch  einen  festen  (conju- 
girten)  Punkt,  welcher  Satz  bereits  oben  (S.  447)  auf  directem  Wege  nach- 
gewiesen ist.  Da  wir  irgend  zwei  Netze  des  Büschels  zur  Hervor- 
bringang  des  Beziehungssystems  wählen  können,  so  folgt  ferner:  Denken 
wir  uns  von  zwei  beliebigen  Punkten  P^  und  P.>  die  Polaren  in  Bezug 
auf  irgend  ein  Netz  des  Büschels  ermittelt,  so  geht  die  erste  durch 
den  conjugirten  Punkt  Q^,  die  zweite  durch  (^j,,  und  sie  schneiden  sich 
in  einem  Punkte  Q.^,  dessen  Polare  in  Bezug  auf  das  gewählte  Netz 
die  Verbindungslinie  PjP^  ist;  der  conjugirte  Punkt  Pg  zu  ^^^3  muss 
also  auf  P1P2  liegen.     Verändern   wir  das  aus  dem  Büschel  gewählte 
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Netz,  so  verändert  sich  Q.^  und  beschreibt  denjenigen  Ort,  welcher 
alle  Punkte  enthält,  die  den  Punkten  der  (Geraden  PiP.^  =  ®  conjugirt 
sind,  d.  li.  den  Kegelschnitt  Si^''\ 

Hieraus  folgt:  Die  Pole  einer  (reraden  @  in  Bezug  auf  sämmtUclte 
Netze  eines  Büschels  liegen  auf  einem  Keyelsehnitt  Ä*-*,  icelcher  dem  ge- 
meinschaftlichen Tripel  xyz  umschrieben  ist.  Dies  lässt  sich  auch  so 
aussprechen:  Die  Polaren  zweier  heliehigen  Punkte  P^^  und  P^  in  Bezug 
auf  sümmtUehe  Netze  eines  Büschels  heschreihen  allemal  zivei  projectivische 
Strahlbüschel  (Q^)  und  {Q2),  leelche  zu  je  zwei  entsprechenden  Strahlen 
die  Polaren  in  Bezug  auf  dasselbe  Netz  hcd)en.  Nehmen  wir  für  (3  ins- 
besondere die  unendlich- entfernte  Gerade  @^,  so  enthält  der  ent- 
sprechende Kegelschnitt  S^'^^^  die  Mittelpunkte  aller  Netze  des  Büschels, 
also :  Die  Mittelpunkte  sümmtlich&r  Netze  eines  Büschels  liegen  auf  einem 
bestimtnten  Kegelschnitt  9)i^^^  ivelcher  dem  Tripel  xyz  umschrieben  ist. 
Dieser  Kegelschnitt  9)^-^^  entscheidet  zugleich  über  die  Natur  der  in 
dem  Büschel  enthaltenen  Netze,  d.  h.  ob  dieselben  hyperbolisch  oder 
elliptisch  sind.  Zuvörderst  ist  nämlich  klar,  dass,  wenn  die  vorhin 
ermittelten  ausgezeichneten  Punkte  S  S^  S.>  S.^  ,  in  deren  jeden  zwei 
conjugirte  Punkte  P,  Q  zusammenfallen,  entweder  alle  vier  reell  sind 
oder,  weini  auch  nur  zwei  von  ihnen  reell  sind,  offenbar  alle  Netze 
des  Büschels  hyperbolisch  sein  müssen  und  ihre  Kernkegelsclinitte 
nichts  anderes,  als  ein  gewöhnliches  Kegelschnittbüschel  mit  vier  oder 
zwei  reellen  Grundpunkten  bilden.  Sobald  daher  von  dem  gemein- 
schaftlichen Tripel  nur  x  und  X  reell  sind,  y  und  z  imaginär,  sind 
alle  Netze  des  Büschels  hyperbolisch,  und  die  Kernkegelschnitte  haben 
zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinscliaftliche  Grundpunkte.  Wenn 
dagegen  das  Tripel  xyz  völlig  reell  ist,  so  können  entweder  die  oben 
bestimmten  Strahlsysteme  (x)  (y)  (z)  alle  drei  hyperbolisch,  oder  nur 
eines  hyperbolisch  und  die  beiden  anderen  elliptisch  sein;  im  erstereu 
Falle  enthält  das  "Netz-Büschel  wiederum  lauter  hyperbolische  Netze, 
deren  Kernkegelschnitte  ein  gewöhnliches  Kegelschnittbüschel  mit  vier 
reellen  Grundpunkten  S  S^  S.^  S._,  bilden ;  im  letzteren  Falle  wird  das 
Büschel  theils  hyperbolische,  theils  elliptische  Netze  enthalten;  die 
Kernkegelschnitte  der  hyperbolischen  Netze  bilden  ein  Kegelschnitt- 
büschel mit  vier  imaginären  Grundpunkten;  dies  ist  aber,  wie  wir 
jetzt  sehen,  nur  ehi  unvollständiges  Gebilde,  zu  dessen  Ergänzung 
noch  die  imaginären  Kegelschnitte  hinzutreten  müssen,  welche  den 
elliptischen  Netzen  eine's  solchen  Netzbüschels  entsprechen. 

Wir  sehen  die  Richtigkeit  der  letzten  Behauptimg  leicht  ein, 
wenn  wir  für  den  Fall  des  reellen  Tripels  und,  falls  von  den  Strahl- 
systemen (x)  (y)  {z)  eines  hyperbolisch  und  die  beiden  andern  ellip- 
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tiscli   sind,    genauer   untersuchen,    in    welcher    Weise    die    conjugirten 
Punkte    P,    Q   die    verschiedenen   Gebiete    der    Ebene    bedecken.     Die 

ganze  unendliche  Ebene  wird  nämlich, 
wie  wir  wissen,  durch  die  Seiten  des 
Dreiecks  xyz  in  die  sieben  Regionen  c, 
("i  Äj,  c,  kj,  c.^  h^  (Fig.  106)  getheilt; 
nehmen  wir  an,  es  sei  das  Strahlsystem 
{x)  hyperbolisch,  dagegen  {y)  und  (0) 
elliptisch,  dann  ist  mit  Berücksichtigung 
des  bekannten  Kriteriums  für  das  ellip- 
tische und  hyperbolische  Strahlsystem  (S.  Gl)  ersichtlich,  dass, 

wenn  P  in  der  Region  (e)  liegt,  der  conjugirte  Punkt  Q  in  den 
Regionen  (e^)  oder  (li^  liegen  muss; 

wenn  P  in  den  Regionen  (e,)  oder  (//,)  liegt,  «1er  conjugirte  Punkt 
Q  in  der  Region  (e)  liegen  muss; 

wenn  J-*  in  den  Regionen  (c^)  oder  {h.^)  liegt,  der  conjugirte  Punkt 
Q  in  den  Regionen  (^3)  oder  (//y)  liegen  muss; 

wenn  P  in  den  Regionen  (co)  oder  {h.^  liegt,  der  conjugirte  Punkt 
Q  in  den  Regionen  {e.^  oder  (/i^)  liegen  muss. 

Obgleich  es  zunächst  nicht  weiter  benutzt  wird,  bemerken  wir 
noch,  dass  in  dem  andern  Fall,  wenn  {x)  (y)  (z)  alle  drei  hyperbo- 
lische Strahlsysteme  sind,  die  Vertheilung  in  folgender  Weise  statt- 
findet: 

wenn  P  in  der  Region  (e)  liegt,  so  muss  auch  der  conjugirte 
Punkt  Q  in  der  Region  (e)  liegen; 

wenn  P  in  den  Regionen  (/'J  oder  (Aj)  liegt,  so  muss  auch  der 
conjugirte  Punkt  Q  in  den  Regionen  (Cj)  oder  (Äj)  liegen; 

wenn  P  in  den  Regionen  (e^,)  oder  (k^)  liegt,  so  muss  auch  der 
conjugirte  Punkt  Q  in  den  Regionen  (e^)  oder  (h^)  liegen;  und    . 

wenn  P  in  den  Regionen  (cy)  oder  (k^)  liegt,  so  muss  auch  der 
conjugirte  Punkt  Q  in  den  Regionen  (^3)  oder  Qi^)  liegen. 

Ferner  wissen  wir,  dass  den  unendlich-entfernten  Punkten  P  der 
Ebene  die  Punkte  Q  des  Kegelschnitts  3J2^^^  conjugirt  sind.  Jeder 
Punkt  m  dieses  Kegelschnitts  ist  der  Mittelpunkt  eines  Netzes  vom . 
Büschel,  und  dieses  Netz  ist  vollständig  bestimmt  durch  das  Tripel 
xyz  und  den  Mittelpunkt  »«,  dessen  l'olare  @^  bekaimt  ist.  Die  An- 
schauung lehrt  ferner,  dass,  wenn  m  in  der  R-egion  (c)  liegt,  das  Netz 
nothwendig  elliptisch  sein  muss,  weil  die  drei  dem  Netze  zugehörigen 
Punktsysteme  auf  den  Tripelstrahlen  XYZ  alle  drei  elliptisch  werden, 
wie  dies  bereits  auf  S.  288  gelegentlich  bemerkt  worden  ist;  wenn  da- 
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gegen  m  in  einer  der  andern  Regionen  liegt,   muss   das  Netz   allemal 
hyperbolisch    sein,    weil    von   jenen    drei    Punktsystemen    immer  zwei 
hyperbolisch  werden  und  das  dritte  elliptisch  '(S.  423),  und  zwar  zeigt 
sich,    indem    wir    das    dem    Punkte    m    zugehörige    Strahlsystem    des 
Netzes  ermitteln,  dass,  wenn  m  in  einem  der  drei  Räume  e^^e^^e.^  lieg^; 
der  Kernkegelschnitt   des  hyperbolischen  Netzes  eine  Hyperbel,   wenn 
dagegen  m  in  einem  der  drei  Räume  Wh^  Hegt,  derselbe  eine  Ellipse 
ist,  weil  sein  Strahlsystem  (System  der  conjugirten  Durchmesser)  in  dem 
ersten  Falle  hyperbolisch,  in  dem  zweiten  elliptisch  wird.    Halten  wir 
dies  fest  und  bedenken,   dass   die  unendlich- entfernten  Punkte  nur  in 
den  Regionen  ei\e.Jhe.Ji.^  vorkommen,  so  werden  die  ihnen  conjugirten, 
welche   auf  dem  Kegelschnitt  9)J^-)   liegen,   unter  der   gemachten  An- 
nahme, dass  das  Strahlsystem  (x)  hyperbolisch,  (y)  und  (^)  elliptisch 
sind,    nur    in     den    Regionen    e  e^  li^  C3  ^h    vorkommen   können    und 
müssen,     d.    h.    der    Kegelschnitt    äJi^^^,     welcher    dem    Dreieck    xys 
umschrieben    ist,    trifft   die  Regionen  ee^e^h.2}i^   (dagegen   nicht  e^  und 
^J.     Hieraus    folgt   zunächst,    dass    der   Kegelschnitt  SJJ^^)   in    diesem 
Falle  Hyperbel  sein  muss,   weil  er  Punkte  hat,   die  in  dem  Räume  c, 
d.  h.  innerhalb  des  Dreieck  xyz  liegen  (S.  231),  ferner,  dass  diejenigen 
seiner    Punkte    m,    welche   in    den    Raum  (e)  hineinfallen,    die  Mittel- 
punkte    der     elliptischen     Netze     des      Büschels,     die     übrigen     die 
Mittelpunkte  der  hyperbolischen  Netze   desselben   sind,   welche   selbst 
wieder  in  zwei  Kategorien  zerfallen:  Diejenigen,  welche  in  den  Räumen 
Cg  und  63  enthalten  sind,  werden  die  Mittelpunkte  von  hyperbolischen 
Netzen  sein,  deren  Kernkegelschnitte  Hyperbeln  sind,    während  die  in 
den    Räumen    \    und    h^    enthaltenen  Punkte   der  Hyperbel   9Ji^^^   die 
Mittelpunkte    von    hyperbolischen    Netzen    des    Büschels    sind,    deren 
Kernkegelschnitte  Ellipsen  sind.     Wenn  aber  vier  Punkte  xyzm  einer 
Hyperbel  9JJ^^^  so    liegen,    dass    einer    m   innerhalb   des  von  den  drei 
andern  xyz  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet,   so   müssen  immer   drei 
von  diesen  Punkten   auf  einem  Zweige    der  Hyperbel    und   einer    auf 
dem  andern  Zweige  derselben   liegen;   da   nun   der   Zweig   der  Mittel- 
punktshyperbel 9lR^^),  welcher  durch  x  geht,  den  Raum  /^^  nicht  treffen 
darf,  so  kann  er  auch  den  Raum  e  nicht  treffen,   sondern   muss   ganz 
in   den  Räumen   e^  und  e.^  enthalten  sein,  während  der   andere  Zweig 
durch    die    Punkte  y  und  z    geht  und  die   Räume   eW    durchstreift. 
Der    eine    Zweig    der   Hyperbel    W^'^^    enthält    also    die    Mittelpunkte 
sämmtlicher    hyperbolischen    Netze    des    Büschels,    deren    Kernkegel- 
schnitte Hyperbeln  sind,  der  andere  Zweig   derselben  wird   durch   die 
Punkte  y  und  z  in  drei  Stücke  getheilt :  Das  endliche  Stück  zwischen  y 
und  z  enthält  die  Mittelpunkte  der  elliptischen  Netze  (imaginären  Kegel- 
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schnitte),  die  beiden  übrigen  unendlichen  Stücke  die  Mittelpunkte  der 
hyperbolischen  Netze  des  Büschels,  deren  Kernkegelschnitte  Ellipsen  sind. 

Hierbei  tritt  der  bemerkenswerthe  Uebergang  von  einem  reellen 
Kegelschnitte  (einer  Ellipse)  zum  imaginären  Kegelschnitt  durch  einen 
Punkt,  d.  h.  Nullkegelschnitt  (jeden  der  Punkte  y  und  z)  auf.  End- 
lieh  sind  die  beiden  unendlich-entfernten  Punkte  der  Hyperbel  SOZ^^) 
die  Mittelpunkte  zweier  hyperbolischen  Netze  des  Büschels,  deren 
Kernkegelschnitte  zwei  Parabeln  sind  (S.  267).  Hierdurch  ist  also  die 
obige  Behauptung  gerechtfertigt. 

Auch  für  den  andern  Fall,  dass  die  drei  Strahlsysteme  {x)  (y) 
(0)  hyperbolisch  sind,  zeigt  die  letzte  Betrachtung  eine  vollkommene 
Uebereinstimmung  mit  dem  bei  der  Untersuchung  des  Kegelschnitt- 
büschels Gefundenen.  Der  Mittelpunktskegelschnitt  9)i(^>  darf  nämlich 
in  diesem  Fall  den  Raum  (e)  nicht  treffen  und  kann  sowohl  Ellipse, 
als  auch  Hyperbel  sein;  ist  er  Ellipse,  so  trifft  er  nur  die  Räume 
CjCgeg;  die  Kernkegelschnitte  aller  Netze  des  Büschels  sind  also  Hy- 
perbeln; ist  er  Hyperbel,  so  muss  er  die  Räume  c^e^e^  treffen,  welche 
den  einen  ganzen  Zweig  der  Hyperbel  enthalten,  während  der  andere 
Zweig  ganz  in  einem  der  Räume  \  oder  k^  oder  h^  enthalten  ist;  die 
Kernkegel  schnitte  zerfallen  also  in  eine  Gruppe  Ellipsen,  welche  ihre 
Mittelpunkte  auf  einem  Zweige  der  Hyperbel  SJJ^^^  haben,  und  in  eine 
Gruppe  Hyperbeln,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  dem  andern  Zweige 
der  Hyperbel  W^^^  haben,  und  beide  Gruppen  werden  durch  zwei  Pa- 
rabeln von  einander  getrennt,  deren  Mittelpunkte  die  unendlich-ent- 
fernten Punkte  von  SDi^^^  sind,  wie  wir  es  früher  von  anderer  Seite 
her  (S.  267)  erkannt  haben. 

Die  Ausführung  der  gegenüberstehenden  Betrachtung  ist  ohne 
weitere  Schwierigkeit;  durch  ein  Tripel  conjugirter  Strahlen  XYZ 
und  ein  beliebiges  Paar  @,  ^  ist  nicht  nur  ein,  sondern  es  sind  un- 
endlich-viele  Netze  bestimmt,  welche  eine  Netz-Scfmar  bilden,  deren 
Mächtigkeit  gleich  gross  ist  mit  der  einer  geraden  Punktreihe.  Die 
Pole  einer  beliebigen  Geraden  in  Bezug  auf  sämmtliche  Netze  der 
Schaar  liegen  auf  einer  andern  (conjugirten)  Geraden;  daher  liegen 
insbesondere  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Netze  der  Schaar  auf  einer 
Geraden  S^J^,  welche  der  unendlich-entfernten  Geraden  @^  conjugirt 
ist.  Die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  sämmtliche  Netze  einer 
Schaar  umhüllen  einen  Kegelschnitt  ß^(^',  welcher  dem  gemeinschaft- 
lichen Tripel  ICYZ  einbeschrieben  ist.  Die  Netze  einer  Schaar  sind 
sämmtlich  hyp'erbolisch,  sobald  a)  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel 
allein  ein  Strahl  X  und  der  Schnittpunkt  x  der  beiden  andern  Y,  Z 
reell,    diese    selbst  aber  imaginär  sind;    die   Kernkegelschnitte  bilden 
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eine  Kegelselmittschaar  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  gemein- 
schaftliehen Tangenten;  b)  sobald  das  Tripel  XYZ  völlig  reell  und 
die  oben  ermittelten  Punktsysteme  (X)  ( Y)  (Z)  auf  ihnen  alle  drei 
hyperbolisch  sind;  die  Kernkegelschnitte  bilden  eine  Kegelschnittschaav 
mit  vier  reellen  gemeinschaftlichen  Tangenten;  wenn  dagegen  c)  das 
Tripel  XYZ  völlig  reell  und  von  den  Punktsystemen  (X)  (Y)  (Z) 
nur  eines  hyperbolisch  (X),  die  beiden  andern  elliptisch  sind,  so  be- 
steht die  Netzschaar  theils  aus  hyperbolischen,  theils  aus  elliptischen 
Netzen;  die  Kernkegelschnitte  der  hyperbolischen  Netze  bilden  eine 
Schaar  mit  vier  imaginären  gemeinschaftlichen  Tangenten;  dieses  Ge- 
bilde wird  aber  erst  zu  einem  vollständigen  durch  Hinzufügung  der  ima- 
ginären Kegelschnitte,  welche  durch  die  elliptischen  Netze  einer  solchen 
Schaar  vertreten  werden.  Nach  dem  Obigen  muss  in  diesem  Falle  c)  die  Ge- 
rade 90^0  die  Seiten  des  von  den  Geraden  X  YZ  gebildeten  Dreiecks 
so  treffen,  dass  von  den  Schnittpunkten  zwei  in  den  Seiten  selbst 
und  nur  einer  in  der  Verlängeiamg  einer  Dreiecksseite  liegt,  also  ein 
Stück  der  Geraden  Wq  in  den  endlichen  Dreiecksraum  (e)  hineinfällt. 
Dieses  Stück  enthält  die  Mittelpunkte  der  elliptischen  Netze  der  Schaar, 
während  diejenigen  Stücke  von  WIq,  welche  in  ej^e.^e.^  enthalten  sind, 
die  Mittelpunkte  von  hyperbolischen  Netzen  mit  Hyperbeln  als  Kern- 
kegelschnitten und  die  Stücke,  welche  in  die  Räume  hj^h^  fallen,  die 
Mittelpunkte  von  hyperbolischen  Netzen  mit  Ellipsen  als  Kernkegel- 
schnitten enthalten. 

Schliesslich  ermitteln  wir  noch,  in  welcher  Weise  bei  diesem 
durch  die  Netzschaar  hervorgerufenen  Beziehungssystem  der  zweiten 
Art  die  conjugirten  Geraden  ®,  §  im  Allgemeinen  die  Ebene  erfüllen, 
wenn  wir  das  gemeinschaftliche  Tripel  XYZ  als  vollständig  reell  an- 
nehmen; jede  Gerade  in  der  Ebene  kann  dabei  überhaupt  nur  zwei 
wesentlich  verschiedene  Lagen  haben:  entweder  trifft  sie  alle  drei 
Seiten  des  von  den  Geraden  XYZ  gebildeten  Dreiecks  in  ihren  Ver- 
längerungen; in  diesem  Falle  wollen  wir  sie  durch  einen  einfachen 
Accent  (')  bezeichnen;  oder  sie  trifft  eine  Dreiecksseite  in  der  Ver- 
längerung und  die  beiden  andern  zwischen  den  Ecken  des  Dreiecks; 
in  diesem  Falle  soll  sie  einen  doppelten  Accent  erhalten  (•');  unter- 
scheiden wir  nun  die  beiden  möglichen  Fälle: 

•  1)  Die  drei  Punktsysteme  (X)  ( F)  (Z)  sind  alle  hyperbo- 
lisch; dann  wird  einer  Geraden  @'  nothwendig  eine  Gerade  §'  con- 
jugirt  sein  und  einer  Geraden  ®"  eine  Gerade  §". 

2)  Von  den  drei  Punktsystemen  (X)  (F)  (Z)  ist  eines  hyper- 
bolisch und  die  beiden  andern  elliptisch,  und  zwar  nennen  wir  das 
hyperbolische    (X),    die    beiden    elliptischen  (Y)   und   (Z);  dann  ist 

32* 


500  Vierter  Abschnitt. 

jeder  Geraden  ®'  nothwendig  eine  Gerade  §"  conjugirt,  aber  einer 
Geraden  %"  nur  dann  eine  Gerade  §',  wenn  sie  X  ausserhalb  der 
Dreiecksseite,  Y  und  Z  innerhalb  trifft;  dagegen,  wenn  sie  X  inner- 
halb, Y  innerhalb  und  Z  ausserhalb  trifft,  eiije  Gerade  §",  welche  X 
innerhalb,  Y  ausserhalb  und  Z  innerhalb  trifft;  endlich,  wenn  ©"  X 
innerhalb,  Y  ausserhalb,  Z  innerhalb  trifft,  muss  die  conjugirte  ^" 
X  innerhalb,   Y  innerhalb  und  Z  ausserhalb  treffen.  — 

Das  Netzbüschel  und  die  Netzschaar  oder  das  damit  zusammen- 
hängende Beziehungssystem  der  ersten  und  zweiten  Art  kann  auch 
anstatt  durch  das  gemeinschaftliche  Tripel  und  ein  beliebiges  Paar 
conjugirter  Punkte  oder  Strahlen  allgemeiner  definirt  werden,  einerseits 
durch  vier  Paare  conjugirter  Punkte  P,  Q  und  andererseits  durch  vier 
Paare  conjugirter  Strahlen  •©,!).  Fassen  wir  nur  die  erste  Art  ins 
Auge,  so  zeigt  die  in  §.  58  ausgeführte  Untersuchung,  dass  sich  zwei 
Netze  herstellen  lassen,  welche  vier  beliebig  gegebene  Paare  conju- 
girter Punkte  P,  Q  gemeinschaftlich  'haben;  solche  zwei  Netze  be- 
stimmen ein  Netzbüschel,  und  jedes  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q  für 
jene  beiden  Netze  ist  zugleich  ein  Paar  für  jedes  beliebige  Netz  des 
Büschels,  wie  wir  es  oben  (S.  447)  direct  nachgewiesen  haben;  folg- 
lich müssen  umgekehi't  alle  Netze,  welche  jene  vier  Paare  conjugirter 
Punkte  gemeinschaftlich  haben,  demselben  Büschel  angehören;  ebenso 
bilden  alle  Netze,  welche  vier  Paare  conjugirter  Strahlen  @,  §  ge- 
meinschaftlich haben,  eine  Netzschaar;  ähnliche  Gruppen  von  Netzen 
erhalten  wir,  indem  wir  vier  Paare  theils  conjugirter  Punkte,  theils 
conjugirter  Strahlen  zur  Bestimmung  eines  solchen  Gebildes  von  ein- 
facher Unendlichkeit  auswählen;  die  nähere  Untersuchung  derartiger 
Gebilde  bleibe  aber  dem  Leser  überlassen. 

§.  63.   Drei  Netze  in  der  Ebene.  Die  Tripelcurve.  Das  Kegelschnittnetz.  *) 

Nehmen  wir  drei  beliebige  Netze  in  der  Ebene  an,  so  gehört  zu 
einem  Punkte  P  in  Bezug  auf  jedes  derselben  eine  Polare,  und  dies6 
drei  Polaren  werden  sich  im  Allgemeinen  nicht  in  einem  Punkte 
schneiden;  es  ist  aber  von  Interesse,  den  Ort  solcher  besonderen 
Punkte  F  in  der  Ebene  aufzusuchen,  für  welche  die  Polaren  durch 
einen  und  denselben  Punkt  Q  laufen.  Suchen  wir,  um  den  Grad  dieses 
Ortes  zu  bestimmen,  auf  einer  beliebigen  Geraden  @  die  Punkte  P 
von  der  verlangten  Beschaffenheit   zu   ermitteln.     Bezeichnen   wir  zu 


*)  Vergl.    „Ueber  die  Stemer'%(ihQ  Fläche  vierten  Grades"  von  H.  Schröter. 
Monatsbericht  der  Berliner  Academie  vom  20.  November  18C3. 
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diesem  Zwecke  die -drei  gej^ebeuen  Netze  durch  (Ä)  (B)  (C)  oder 
aucli,  falls  die  Netze  hyperbolisch  sind,  die  Kernkegelschnitte  der- 
selben durch  diese  Buchstaben,  so  werden,  wenn  wir  einen  veränder- 
lichen Punkt  die  Gerade  @  durchlaufen  lassen,  seine  Polaren  ahc  in 
den  drei  Netzen  (Ä)  (J5)  (0)  drei  projectivische  Strahlbüschel  um 
die  Mittelpunkte  aßy  beschreiben;  die  von  a  und  h  beschriebenen 
Strahlbüschel  (a)  und  (ß)  erzeugen  also  einen  Kegelschnitt  ^^^\  wel- 
cher durch  aß  und  das  gemeinschaftliche  Tripel   der  Netze   (A)   und 

(B)  hindurchgeht  und  durch  diese  fünf  Punkte  völlig  bestimmt  ist. 
Die  Strahlen  h  und  c  erzeugen  in  gleicher  Weise  einen  Kegelschnitt 
^[^\  welcher  durch  ßy  und  das  gemeinschaftliche  Tripel  von  (I>)  und 

(C)  hindurchgeht.  Die  beiden  Kegelschnitte  Ä*^-^  und  ^p^  haben  nun 
im  Allgemeinen  ausser  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  ß  noch  drei 
Punkte  QQ'Q"  zu  Schnittpunkten,  und  M^eil  ein  solcher  Punkt  Q  auf 
beiden  Kegelschnitten  ^(^^  und  ^p^  zugleich  liegt,  müssen  aQ,  ßQ, 
yQ  die  drei  Polaren  eines  und  desselben  Punktes  P  der  Geraden  @  sein, 
d.  h.  P  und  Q  werden  ein  solches  besonderes  Paar  von  Punkten  sein, 
welche  gleichzeitig  für  alle  drei  gegebenen  Netze-  conjugirt  sind.  Da 
nun  die  Kegelschnitte  Ä*^^^  und  ^tp^  ausser  dem  Punkte  ß  höchstens 
noch  drei  Punkte  QQ' Q"  gemein  haben  (von  denen  auch  zwei  imagi- 
när sein  können),  so  giebt  es  im  Allgemeinen  drei  Punkte  PF'P" 
auf  der  willkürlich  gewählten  Geraden  @,  welche  dem  gesuchten  Orte 
angehören;  dieser  ist  also  eine  Ctirve  dritten  Grades. 

Die  drei  Punkte  QQ'Q"  stehen,  wenn  sie  alle  drei  reell  sind,  mit 
iliren  conjugirten  Punkten  pp'  P"  in  einem  sehr  einfachen  Zusammen- 
hange, vermöge  dessen  sie  aus  jenen  unmittelbar  gefunden  werden 
können.  Fassen  wir  nämlich  nur  zwei  Paare  von  ihnen  PQ  und  P'  Q' 
auf,  so  müssen  (S.  410)  die  Schnittpunkte  {PP\  QQ')  und  {PQ' ,  QP') 
ein  drittes  Paar  conjugirter  Punkte  für  alle  drei  gegebenen  Netze 
sein;  da  der  erste  Punkt  auf  der  Geraden  @  liegt  und  es  nur  noch 
einen  solchen  P"  giebt,  so  muss  dieser  mit  ihm  identisch  sein  und 
daher  der  andere  mit  Q' ,  also: 

{PF,  QQ')  =  P"        {PQ',  QP')  =  Q"  , 
d.  h.  die  Punkte  P,  P',  P"  sind  die  drei  Schnittpunkte  der  Dreiecks- 
seiten   QQ",  Q"Q,  QQ'    mit  der    Geraden    ®,    oder    die   sechs    Punkte 
PP' P'QQ'Q"   liegen  m  je  dreien  auf  vier  geraden  Linien,  welche  ein 
vollständiges  Vierseit  hilden. 

Es  ist  klar,  dass  die  gefundene  Ortscurve  dritten  Grades  durch 
die  drei  gemeinschaftlichen  Tripel  je  zweier  der  gegebenen  Netze 
{B)  und  (C),  {C)  und  {A),  {A)  und  {B)   hindurchgehen  muss   und 
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durch  diese  neun  Punkte  vollständig  bestimmt-  wird.  In  der  Tliat, 
sei  xy2  das  gemeinschaftliche  Tripel  von  (i*)  und  (C),  so  ist  die 
Polare  von  x  für  beide  Netze  (J^)  und  (0)  dieselbe  Gerade  {yz)  ==  X, 
also  schneiden  sich  die  Polaren  von  x  für  alle  drei  gegebenen  Netze 
{B),  (C)  und  (Ä)  in  einem  Punkte,  und  x  ist  also  ein  Punkt  des 
gesuchten  Ortes;  sein  conjugirter  ist  der  Schnittpunkt  von  X  mit  der 
Polare  von  x  in  Bezug  auf  (^);  dasselbe  gilt  für  y  und  ^;  da  aber 
bekanntlich  die  Polaren  der  Ecken  eines  Dreiecks  xyz  in  Bezug  auf 
ein  Netz  {Ä)  die  Gegenseiten  desselben  resp.  yz,  zx,  xy  in  drei 
Punkten  treffen,  welche  auf  einer  Geraden  liegen,  so  müssen  auch  die 
conjugirten  Punkte  zu  den  Punkten  xyz  eines  gemeinschaftlichen 
Tripels  von  je  zwei  Netzen  auf  derselben  Geraden  sich  befinden. 
[Durch  diese  neun  Punkte  der  drei  gemeinschaftlichen  Tripel  ist 
unsere  Ortscurve  vollständig  bestimmt,  d.  h.  es  giebt  keine 
zwei  Curven  .dritten  Grades,  welche  gleichzeitig  durch  diese  neun 
Punkte  hindurchgehen;  denn  wäre  dies  der  Fall,  so  müsste  ein  ganzes 
Büschel  von  Curven  dritten  Grades  durch  dieselben  neun  Grundpuidite 
gehen,  und  da  zwei  Tripel  desselben  Netzes  allemal  auf  einem  Kegel- 
schnitt liegen,  so  würden  besondere  Curven  jenes  Büschels  zerfallen 
in  Kegelschnitte  und  Gerade,  d.  h.  die  drei  Tripelpunkte  des  dritten 
Tripels  müssten  auf  einer  Geraden  liegen.  Die  Punkte  eines  Tripels 
können  aber  im  Allgemeinen  nie  auf  einer  Geraden  liegeu,  folglieh 
geht  durch  jene  neun  Punkte  nur  eine  einzige  Curve  dritten  Grades.] 
Durch  die  drei  als  gegeben  angenommenen  Netze  {Ä)  (B)  (C) 
sind  zugleich  drei  Büschel  von  Netzen  gegeben,  da  je  z^wei  derselben 
ein  Büschel  bestimmen;  bezeichnen  wir  diese  drei  Büschel  durch  {B,  C) 
(C,  Ä)  {Ä,  B)  und  bemerken,  dass  ein  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q 
für  zwei  Kegelschnitte  (oder  Netze)  eines  Büschels  zugleich  für  sämmt- 
liche  Kegelschnitte  (oder  Netze)*)  desselben  conjugirt  sind,  so  folgt, 
dass,  wenn  wir  aus  den  drei  Büscheln  (B,  C)  {C,  A)  {A,  B)  irgend 
drei  neue  Kegelschnitte  resp.  ABC  herausnehmen  und  dieselben  an 
Stelle  der  ursprünglichen  ABC  setzen,  für  den  Ort  solcher  Paare  con- 
jugirter Punkte  P,  Q,  welche  in  Bezug  auf  diese  drei  gleichzeitig 
conjugirt  sind,  noth wendig  dieselbe  vorhin  gefundene  Ortscurve  resul- 
tirt;  diese  Curve  enthält  daher  auch  die  gemeinschaftlichen  Tripel  der 
neuen  Kegelschnittpaare  B'C ,  CA,  AB' ,  und  diese  bestimmen  drei 
neue  Büschel,   aus  denen   wir  wiederum  je  einen  beliebigen  A"B"C" 


*)  Wir  werden  uns  im  Folgenden  der  Einfachheit  wegen  nur  des  Ausdrucks 
„Kegelschnitt"  statt  des  allgemeineren  „Netz"  bedienen,  indem  wir  unter  jenem 
auch  den  imaginären  Kegelschnitt,  welcher  durch  das  elliptische  Netz  vertreten 
wird,  mitverstehen. 
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herausnehmen  können  u.  s.  f.  Wir  erhalten  dadurch  einen  netzartigen 
Fortgang  bis  ins  Unendliche,  immer  neue  Büschel  von  Kegelschnitten 
und  neue  Tripel  xyz.  Alle  diese  Tripel  liegen  auf  einer  und  derselben 
Ortscurve  dritten  Grades,  welche  die  Tripelcurve  genannt  werden  soll; 
sämmtliche  Kegelschnitte  (oder  Netze)  von  doppelt-unendlicher  Mächtig- 
keit, welche  allen  jenen  Büscheln  angehören,  bilden  ein  Kcgelsclmitt- 
nets  von  der  Beschaffenheit,  dass  je  zwei  Punkte  P,  Q,  welche  in  Be- 
zug auf  irgend  drei  Kegelschnitte  des  Netzes  gleichzeitig  conjugirt 
sind,  auf  der  Tripelcurve  liegen;  solche  zwei  Punkte  sollen  conjugirtc 
Punlcte  der  Tripelcurve  heissen  und  sind  in  Bezug  auf  sämmtliche 
Kegelschnitte  des  Netzes  conjugirt;  auch  soll  irgend  ein  Tripel  xys, 
welches  zweien  Kegelschnitten  des  Netzes  gemeinschaftlich  ist  und 
daher  auf  der  Tripelcurve  liegt,  ein  Tripel  der  Tripelcurve  genannt 
werden.  Die  Tripelcurve  kann  daher  doppelt  aufgefasst  werden,  erstens 
als  der  Ort  solcher  Punkte  P,  deren  Polaren  in  Bezug  auf  die  drei 
gegebenen  Kegelschnitte  {A)  (P)  (C)  sich  in  einem  Punkte  Q  trejEfen, 
welcher  ebenfalls  auf  der  Tripelcurve  liegt,  und  zweitens  als  der  Ort 
aller  gemeinschaftlichen  Tripel  xys  irgend  zweier  Kegelschnitte  aus 
den  drei  Büscheln  (P,  C)  (C,  Ä)  {Ä,  P). 

Passen  wir  irgend  einen  Punkt  P  der  Tripelcurve  auf5  welcher 
nicht  gerade  ein  Eckpunkt  eines  gemeinschaftlichen  Tripels  xy^  der 
Büschel  (P,  C)  (C,  A)  {A,  P)  ist,  so  werden  die  Polaren  von  P  in 
Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  (P,  C)  durch  den  conju- 
girten  Punkt  Q  laufen  und  ein  Strahlbüschel  beschreiben  dergestalt, 
dass  jedem  Kegelschnitt  des  Büschels  eine  und  nur  eine  bestimmte 
Gerade  durch  Q  entspricht  und  auch  umgekehrt  für  jede  durch  Q  ge- 
zogene Gerade  nur  ein  einziger  Kegelschnitt  aus  dem  Büschel  (B,  C) 
existirt,  in  Bezug  auf  welchen  sie  die  Polare  von  P  ist;  dasselbe  gilt 
für  das  zweite  Büschel  (C,  A);  ziehen  wir  also  durch  Q  eine  beliebige 
Gerade  @,  so  giebt  es  einen  bestimmten  Kegelschnitt  Ä  aus  dem  Büschel 
(P,  C)  und  einen  bestimmten  Kegelschnitt  P'  aus  dem  Büschel  (C,  A) 
dergestalt,  dass  jene  Gerade  @  und  der  Punkt  P  Polare  und  Pol 
für  beide  Kegelschnitte  Ä  und  P'  gleichzeitig  sind.  Wenn  aber  zwei 
Kegelschnitte  ein  Paar  von  Pol  und  Polare  gemeinschaftlich  haben,  so 
gehört  dies  ihrem  gemeinsamen  Tri2)el  an;  folglich  iöt  jeder  Punkt  P 
der  Tripelcurve  zugleich  als  Eckpunkt  eines  Tripels  anzusehen,  wel- 
ches zweien  Kegelschnitten  des  Netzes  gemeinsam  ist,  d,  h.  die  Tripel- 
curve ist  der  Ort  aller  gemeinsamen  Tripel  irgend  zweier  Kegelschnitte 
des  Netzes. 

Halten  wir  die  vorhin  durch  Q  willkürlich  gezogene  Gerade  ÖJ 
fest   und  denken  uns   die    beiden  Kegelschnitte  Ä  und  P'   resp.   aus 
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den  Büscheln  {B,  C)  und  (C,  Ä)  ermittelt,  für  welche  P  ein  Eck- 
punkt des  gemeinschaftlichen  Tripels  ist,  so  lassen  sich  auch  die  beiden 
andern  Tripelpunkte  desselben  leicht  ermitteln;  sie  liegen  natürlich 
auf  @  und  auf  der  Tripelcurve  selbst,  müssen  daher  die  beiden  übrigen 
Schnittpunkte  der  Geraden  %  mit  der  Tripelcurve  sein,  denn  der  Punkt 
Q  ist  im  Allgemeinen  kein  Punkt  des  gemeinschaftlichen  Tripels  von 
Ä  und  13' \  die  Gerade  @  ist  nämlich  ganz  willkürlich  durch  Q  ge- 
zogen; verändern  wir  sie,  so  erkennen  wir,  dass  nur  ein  einziges  Mal 
P  und  Q  Tripelpunkte  des  gemeinschaftlichen  Tripels  zweier  Kegel- 
schnitte Ä  und  B'  werden  können,  weil  durch  diese  beiden  auch  der 
dritte  Tripelpunkt  unzweideutig  mitbestimmt  ist;  käme  es  also  zwei- 
mal vor,  so  müsste  auch  der  dritte  Tripelpunkt  derselbe  sein  und 
doch  auf  zwei  verschiedenen  durch  Q  gehenden  Geraden  liegen,  was 
ein  Widerspruch  ist;  folglich  sind  die  beiden  übrigen  Schnittpunkte 
der  Geraden  ®  mit  der  Tripelcurve  die  Tripelpunkte  des  gemein- 
samen Tripels  von  Ä  und  B' ,  dessen  erster  P  ist;  nur  einmal,  wenn 
die  Gerade  (^  Tangente  an  der  Tripelcurve  im  Punkte  Q  wird,  fällt 
einer  jener  beiden  Tripelpunkte  nach  (^;  hieraus  schliessen  wir  fol- 
gende Eigenschaft  der  Tripelcurve: 

Jeder  hdieblge  Punlct  P  der  Tripelcurve  Jcmm  als  ein  Tripcl^nmJct 
von  einfach  unendlicli-vielcn  Tripeln  des  Kegehclmittnetzes  angesehen  iverden; 
die  Verbindungslinie  der  jedesmaligen  andern  leiden  Tripelpunlde  läuft 
durch  einen  festen  PunJd  Q  der  Tripelcurve,  den  conjugirten  Funkt  von 
P,  Ferner,  wenn  ein  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q  der  Tripelcurve 
zugleich  zwei  Punkte  eines  Tripels  vom  Kegelsclmittnetzc  sein 
sollen,  so  muss  der  dritte  auf  der  Tangente  in  Q  an  der  Tripelcurve 
und  daher  auch  auf  der  Tangente  in  P  an  derselben  gelegen  sein,  d.  h.: 

Die  Tangenten  in  zwei  conjugirten  Punkten  P,  Q  der  Tripelciirve 
schneiden  sich  in  einem  dritten  Punkte  li  derselben,  und  PQB  bilden 
das  gemeinschaftliche  Tripel  eines  in  dem  Kegelschnittnetze  vorkommenden 
Büschels.  Hierin  liegt  eine  charakteristische  Eigenschaft  eines  Paares 
conjugirter  Punkte  auf  der  Tripelcurve.  Eine  Tangente  in  einem  be- 
liebigen Punkte  der  Tripelcurve  dritten  Grades  schneidet  notliwendig 
dieselbe  noch  in  einem  dritten  Punkte,  weil  von  ihren  drei  Schnittpunkten 
zwei  in  dem  Berührungspunkte  zusammenfallen;  nennt  man  diesen  dritten 
Schnittpunkt  der  Tangente  den  Tangentialpunkt,  welcher  dem  Berührungs- 
punkte zugehört,  so  erscheinen ^wei  conjugirte  Punkte  PQ  der  Tripelcurve 
als  solche  Punkte  derselben,  welche  denselben  Tangentialpunkt  haben. 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Punkte  der  Tripelcurve  Q  und  Q' , 
welche  nicht  conjugirte  Punkte  derselben  sein  sollen,  so  ist  es 
immer  erlaubt,    diese  als   zwei  Tripelpunkte  eines   Tripels   anzusehen, 
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welches  in  dem  Kegelschnittnetze  als  gemeinschaftliches  Tripel  eines 
Büschels  auftritt;  denn  um  den  dritten  Tripelpunkt  Q'  zu  finden, 
haben  wir  nur  nöthig,  die  conjugirten  Punkte  P  und  P'  zu  Q  und  (^' 
aufzusuchen,  dann  muss  (^'P  durch  (>"  gehen  und  ebenso  auch  ^P', 
also  der  Schnittpunkt  (^P',  Q V)  =  Q'  sein;  der  conjugirte  Punkt  von 
4>"  muss  nun  bekanntlich  der  Schnittpunkt  {^P ^  QQ')  =  ^"  sein, 
weil  die  beiden  Paare  P,  Q  und  V,  Q'  das  dritte  Paar  conjugirter 
Punkte  F"  Q"  mitbestimmen. 

Um  zu  den  beiden  willkürlich  auf  der  Tripelcurve  angenommenen 
Punkten  QQ'  den  dritten  Tripelpunkt  Q"  zu  finden,  haben  wir  also 
nur  nöthig,  den  dritten  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  QQ'  mit 
der  Tripelcurve,  den  Punkt  F",  zu  bestimmen  und  seinen  conjugirten 
Punkt  Q"  zu  ermitteln.     Dieses  Ergebniss  lässt  sich  auch  so  ausdrücken: 

Verbindet  man  ein  hcliebi(jes  Faar  conjugirter  FimJcte  P,  Q  der 
Tripelcurve  mit  irgend  einem  dritten  Funläe  Q'  derselben,  so  treffen  diese 
beiden  Strahlen  die  Tripelcurve  mmi  dritten  Male  in  zwei  neuen  Funkten, 
welche  iviedcr  ein  Faar  conjugirter  Funkte  Q"  F"  der  Tripelcurve  sind. 

Solche  drei  Paare  conjugirter  Punkte  der  Tripelcurve  FQ,  F' Q' ,  F"  Q" 
sind  also  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits,  und  je  drei 
nicht  in  einer  Geraden  liegende  Ecken  desselben  allemal  ein  Tripel 
xys  in  dem  Kegelschnittnetze.    Wir  schliessen  hieraus  folgenden  Satz: 

Die  Seiten  eines  auf  der  Tripelcurve  liegenden  Tripeldreiecks,  welches 
das  gemeinschaftliche  Tripel  xys  eines  in  dem  Kegelschnittnetze  auftretenden 
Büschels  ist,  schneiden  die  Tripelcurve  immer  in  drei  neuen  Funkten, 
welche  auf  einer  Geraden  liegen,  und  die  drei  Schnittpunkte  sind  m- 
gleich  die  conjugirten  Funlde  der  Tripelcurve  zu  den  drei  Eckpunkten  des 
Tripels,  indem  je  eine  Ecke  und  der  dritte  Schnittpunkt  der  gegenüber- 
liegenden Seite  des  Tripeldreiecks  mit  der  Tripelcurve  einander  conjugirt 
sind.     Wir  können  auch  umgekehrt  sagen: 

Wenn  irgend  eine  Gerade  der  Tripelcurve  in  den  drei  Funkten  FF'  F' 
begegnet,  so  bilden  die  zu  ihnen  conjugirten  Funkte  QQ'Q"  allemal  ein 
Trip>cl,  welches  einem  in  dem  Kegelschnittnetze  auftretenden  Büschel  gemein- 
schaftlich ist. 

Um  die  vorige  Betrachtung  noch  zu  vervollständigen,  denken  wir 
uns  ein  beliebiges  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q  der  Tripelcurve  und 
durch  P  eine  Gerade  (55  gezogen;  dann  giebt  es  in  dem  Büschel 
{B,  C)  einen  einzigen  bestimmten  Kegelschnitt  Ä,  welcher  Q  und  ^ 
zu  Pol  und  Polare  hat,  in  dem  Büschel  (C,  A)  einen  einzigen  be- 
stimmten Kegelschnitt  B' ,  welcher  ebenfalls  Q  und  ®  zu  Pol  und 
Polare  hat,  und  endlich  auch  in  dem  Büschel  {A^  B)  einen  solchen 
Kegelschnitt   C.     Die    Gerade    (3    schneidet    die    Tripelcurve    ausser 
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in  F  Jioeli  in  zwei  Piuikteu  Q'  und  Q"  von  solclier  Bescliaffenlieit, 
class  QQ' Q'  das  gemeinschaftliche  Tripel  der  Kegelschnitte  Ä  und  B' 
ist;  aus  gleichem  Grunde  muss  aber  auch  QQ' Q"  das  gemeinschaft- 
liche Tripel  der  Kegelschnitte  JB'  und  C,  sowie  C  und  Ä  sein;  hieraus 
folgt,  dass  ÄB'C  einem  und  demselben  Büschel  angehören  müssen;  denn 
gehörte  C  nicht  dem  Büschel  {Ä,  B')  an,  so  hätten  C  und  Ä  noch 
ein  zweites  von  QQ' Q"  verschiedenes  gemeinschaftliches  Tripel;  es  ist 
aber  nicht  möglich,  dass  zwei  verschiedene  Kegelschnitte  mehr  als 
ein  gemeinschaftliches  Tripel  haben  (wofern  sie  sich  nicht  doppelt 
berühren),  folglich  gehören  die  drei  Kegelschnitte  ÄB'C  zu  dem- 
selben Büschel.  Dieses  Resultat  lässt  sich  auch  unabhängig  von  den 
Eigenschaften  des  Kegelschnittnetzes  als  Satz  aussprechen: 

Hat  man  drei  Kegelschnitte  GBÄ'  eines  Büschels  und  AGB'  eines 
Ziveiten  Büschels,  ivelclies  mit  dem  ersten  den  Kegelschnitt  C  gemein- 
schaftlich hat,  so  hestimmen  auch  die  Kegelschtiitt^mare  A,  B  und  Ali 
Mvei  Büschel,  tvelche  einen  Kegelschnitt  (S  gemeinschaftlich  haben,  d.  h. 
die  acht  Grimdpunlite  der  beiden  Büschel  {A,  B)  und  (Ä,  B')  liegen 
auf  einem  und  demselben  Kegelschnitte.    Oder  mit  andern  Worten: 

Wenn  man  drei  beliebige  Kegelschnitte  ABC  hat  und  legt  einmal 
durch  die  Schnittpimlde  von  B  und  C  einen  beliGbigen  Kegelschnitt  Ä, 
dann  durch  die  Schnittpunkte  von  C  und  A  einen  beliebigen  Kegelschnitt 
B',  so  liegen  die  vier  Schnittpimlde  von  A'  und  B'  mit  den  vier  Schnitt- 
punlden  von  A  und  B  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitt.  Dies 
lässt  sich  auch  folgendermassen  aussprechen: 

Wenn  man  drei  beliebige  Kegelschnitte  ABC  hat  und  legt  durch 
irgend  einen  PunJd  P  der  Ebene  drei  neue  Kegelschnitte ,  welche  ausser- 
dem durch  die  vier  Schnittpunlde  je  ziveier  der  gegebenen  B,  0;  C,  A-^  A,B 
hiudurchgeJien,  so  treffen  sich  diese  neuen  Kegelschnitte  ausser  in  F  noch 
in  denselben  drei  Bunldcn. 

Diese  Sätze  sind  ihrer  Allgemeinheit  wegen  bemerkenswerth  und 
entluilten  viele  besondere  Fälle  in  sich,  welche  anzuführen  hier  unter- 
bleiben muss.  Für  den  gegenwärtigen  Zweck  giebt  uns  der  obige 
Satz  das  Mittel  an  die  Hand,  zu  einem  belieljigen  Tripel  der  Tripel- 
curve  QQ' Q"  dasjenige  Büschel  des  Kegelschnittnetzes  zu  finden,  dessen 
gemeinschaftliches  Trij)el  das  gegebene  QQ' Q'  ist;  denn  zur  Be- 
stimmung dieses  Büschels  haben  wir  nach  dem  Obigen  nur  nöthig, 
die  beiden  Kegelschnitte  Ä  und  B'  zu  ermitteln,  durch  welche  dies 
Büschel  bestimmt  wird.  Dass  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Netzes, 
welche  ein  Tripel  der  Tripclcurve  QQ' Q"  gemein  haben,  umgekehrt 
ein  Büschel  bilden  müssen,  ist  von  vorn  herein  klar,  weil  sie  ausser- 
dem noch  ein  beliebiges  anderes  Paar   conjugirter  Punkte  der  Tripel- 
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curve  Pi  Q^  gemein  haben  und  daher  einem  Büschel  angehören  (S,  447). 
Zu  jedem  Tripel  QQ'Q"  der  Tripelcurve  gehört  daher  ein  bestimmtes 
Büschel  des  Kegelschnittnetzes.  Nehmen  wir  zwei  beliebige  Tripel 
der  Tripelcurve  QQ'Q"  und  QiQi'Qi",  so  lassen  sich  die  zugehörigen 
Büschel  des  Kegelschnittnetzes  so  ermitteln,  dass  wir  denjenigen  Kegel- 
schnitt Ä'  aus  dem  Büschel  (!>,  C),  für  welchen  Q  und  Q' Q"  Pol  und 
Polare  sind,  und  denjenigen  Kegelschnitt  I>'  aus  dem  Büschel  (G,  Ä), 
für  welchen  ebenfalls  Q  und  Q' Q"  Pol  und  Polare  sind,  aufsuchen;  die 
beiden  Kegelschnitte  Ä' B'  bestimmen  das  Büschel  des  Kegelschnitt- 
netzes, für  welches  QQ'Q"  das  gemeinschaftliche  Tripel  ist;  in  gan^ 
analoger  Weise  werden  zwei  Kegelschnitte  Ä^  13^'  gefunden,  deren  ge- 
meinschaftliches Tripel  das  gegebene  QiQi  Qi"  ist.  Nun  haben  wir 
aber  drei  Kegelschnitte  CÄ'A^',  welche  einem  Büschel  {B,  C)  ange- 
hören, und  drei  Kegelschnitte  CB'B^',  welche  einem  zweiten  Büschel 
(C,  Ä)  angehören;  jene  beiden  Büschel  haben  den  Kegelschnitt  C  ge- 
mein, folglich  müssen  nach  unserm  obigen  Satze  auch  die  beiden 
durch  die  Kegelschnittpaare  (Ä' B')  und  (^/1>\')  bestimmten  Büschel 
einen  Kegelschnitt  (5  gemein  haben;  für  diesen  sind  daher  die  gemein- 
schaftlichen Tripel  jener  beiden  Büschel,  d.  h.  QQ'Q"  und  QiQiQi" 
ebenfalls  Tripel  conjugirter  Punkte,  und  da  bekanntlich  zAvei  Tripel 
conjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  einen  und  denselben  Kegelschnitt 
immer  sechs  Punkte  eines  neuen  Kegelschnitts  sind  (S.  415),  so 
schliessen  wir  folgenden  Doppel-Satz: 

Irgend  swei  Bmclicl  des  Kegelsclmittnetzes  liahcn  allemal  einen  Kegel- 
schnitt gemeinschaftlich,  und 

Irgend  zwei  Tripel  der  Tripelcurve  liegen  allemal  auf  einem  Kegelschnitt. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren:  Legt  man  durch  irgend 
ein  Tripel  der  Tripelcurve  einen  beliebigen  Kegelschnitt,  so  schneidet 
derselbe  die  Curve  im  Allgemeinen  in  drei  neuen  Punkten,  welclie 
wieder  ein  Tripel  bilden;  denn  da  zwei  Eckpunkte  eines  Tripels 
der  Tripelcurve  willkürlich  gewählt  werden  dürfen  und  durch  das 
erste  Tripel  und  zwei  Pmikte  der  Tripelcurve  ein  Kegelschnitt  be- 
stimmt wird,  so  muss  der  dem  zweiten  Tripel  angehörige  einzige 
dritte  Tripelpunkt  sowohl  auf  dem  Kegelschnitt  als  auch  auf  der 
Tripelcurve  liegen,  d.  h.  der  sechste  Schnittpunkt  beider  sein.  Hieraus 
folgt  mit  Berücksichtigung  der  oben  gefundenen  Eigenschaft  der  Tripel- 
curve der  Satz: 

Wenn  man  durch  drei  PunMe  eines  Tripels  der  Tripelcurve  imd 
einen  helichigen  Bunld  Q  derselben  ein  Büschel  von  Kegelschnitten  legt, 
so  trifft  jeder  Kegelschnitt  desselheu  die  Tripelcurve  im  Allgemeinen  noch 
in  zwei  neuen  PiinJcten,  deren  Verbindungslinie  durch  einen  festen  PunJd 
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P  der  Tripelcurce  läuft,  ivdchcr  der  dem  Funkte  Q  conjugirte  id.  Dieser 
Satz  gilt  aucli  allgemein,  uiiahliängig  von  den  Eigenschaften  der  Tripel, 
und  führt  zu  einer  Erzeugung  der  Curve  dritten  Grades  durch  eiji 
Kegelschnittbüschel  und  ein  Strahlbüschel,  welche  in  projectivische 
Beziehung  zu  einander  gesetzt  werden  *) 

Hieran  knüpft  sich  eine  weitere  bemerkenswerthe  Eigenschaft  der 
Tripelcurve;  seien  BKIl"  die  Punkte  des  ersten  Tripels,  und  das 
Büschel  von  Kegelschnitten  mit  den  vier  Grundpunkten  IQRli'R"] 
schneide  die  Tripelcurve  in  der  veränderlichen  Sehne  Q'Q",  welche 
durch  den  festen  Punkt  P  läuft,  so  wird  der  vierte  harmonische  zu 
P  zugeordnete  Punkt,  indem  (/Q"  das  andere  Paar  zugeordneter 
Punkte  bilden,  derjenige  Punkt  sein,  in  welchem  die  Polare  von  P 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  des  Büschels  [QBKR"],  welcher  durch 
Q'Q"  geht,  den  Strahl  FQ'Q"  trifft.  Die  Polaren  von  P  in  Bezug 
auf  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  [QRR'R"]  laufen  aber  be- 
kanntlich durch  einen  festen  Punkt  Fl  und  beschreiben  ein  Strahl- 
büschel, welches  projectivisch  ist  mit  dem  Kegelschnittbüschel  und 
auch  mit  dem  Strahlbüschel,  welches  der  veränderliche  Strahl  (/ Q" P 
beschreibt;  das  Erzeugniss  der  beiden  projectivischen  Strahlbüschel  ist 
ein  Kegelschnitt,  und  wir  erhalten  folgenden  Satz: 

Zieht   man   durch  mjend  einen  PunU  P  der  Tripelcurve  Strahlen, 
welche  dieselbe  ausserdem  in  PunUpaaren  Q'Q"   treffen,   und  construirt 
man  den  zu  P  zufjeordneten  vierten  harmonischen  PunU,   so  ist  der  Ort 
desselhat  ein  hestimmter  Kegelschnitt,  welcher  in  P  die  Tripelcurve  hcrührt 
Fig.  107.  ^**^     durch     die     BerükrungspunJcte 

der  übrigen  (vier)  aus  P  an  die  Tripel- 
curve zii  legenden  Tangenten  geht. 

Wir  vervollständigen  noch  die 
Figur,  indem  wir  zu  Q'  und  Q"  die 
conjugirten  Punkte  P'  und  P"  be- 
stimmen, welche  mit  P  auf  einer 
Geraden  liegen  müssen  und  zwar 
so,  dass  PQ  P'q  P"Q"  die  drei 
Paar  Gegenecken  eines  vollstäiuli- 
gen  Vierseits  sind;  dann  wissen  wir, 
dass  von  dem  obigen  Kegelsclmitt- 
büschel  \QRR' R"^  ein  Kegelschnitt 
durch  Q'Q"\xn&  ein  anderer  durch  PP" 
vierten    harmonischen    zu    P    zugeordneten    Punkte     auf 


geht.       Die 


*)  Chasles,  Comptcs  rendus  t.  XLI,  1853. 
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allen  durch  P  gezogenen  Sehnen  liegen,  wie  wir  gesehen  haben, 
auf  einem  bestimmten  Kegelschnitt  P^^\  den  wir  den  Folarliegelschnitt 
des  Punktes  P  nennen  wollen.  Auf  diesem  liegen  daher  auch  p  und  q 
(Fig.  107),  welche  mit  Hülfe  des  vollständigen  Vierseits  FQF' Q' P" Q' 
leicht  construirt  werden;  bezeichnet  man  nämlich  den  Schnittpunkt: 

{rQ',P"Q")  =  x, 
und  zieht  die   Gerade   Qx,   so  begegnet  dieselbe   den  Strahlen  PP'P" 
und  PQ'  Q"  in  den  beiden  Punkten  p  und  q. 

Lassen  wir  nun  den  durch  die  vier  Grundpunkte  QRR'R'  ge- 
legten Kegelschnitt  des  Büschels  sich  verändern,  so  verändern  sich 
auch  Q'Q"P'P",  während  P  fest  bleibt;  die  Punkte  j)  und  g  bewegen 
sich  auf  dem  Polarkegelschnitt  P*^',  und  die  Sehne  pq  läuft  durch  den 
festen  Punkt  Q]  folglich  beschreibt  das  Strahlenpaar  PP'P"  und 
und  PQ'Q"  ein  Strahlsystem  (P),  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Wenn  man  einen  beliebigen  PimJd  P  der  Tripelctirve  mit  allen  mög- 
lichen Paaren  conjugirter  Punläe  P'Q'  derselben  verbindet,  so  bilden  diese 
Strahlenpaare  ein  StraJdsystem ,  ivelches  dem  PunMe  P  zugehört 

Ebenso  erhält  man  ein  bestimmtes  dem  Punkte  Q  zugehöriges 
Strahlsystem.  Die  Strahlsysteme  (P)  und  (Q)  zweier  conjugirter 
Punkte  stehen  aber  in  eigenthümlicher  Verbindung  mit  einander.  Der 
Punkt  X  =  {P'Q',  P" Q")  liegt  nämlich  auf  der  Polare  von  Q  in  Bezug 
auf  den  Polarkegelschnitt  P*^^^  und  da  diese  Polare  ungeändert  bleibt 
bei  der  Veränderung  des  Büschelkegelschnitts,  so  ist  der  Ort  von  x 
eine  gerade  Linie.     Beiläufig  erkennen  wir  den  Satz: 

Die  Polare  des  PunJdes  Q  in  Bemg  auf  den  Polarlicgelschnitt  P^^^ 
ist  identisch  mit  der  Polare  des  Punläes  P  in  Bezug  auf  den  Polar- 
Ticgelschnitt  ^^^l 

Durch  die  gerade  Punktreihe  x  werden  die  beiden  Strahlsysteme 
(P)  und  {Q)  eindeutig  auf  einander  bezogen;  x  ist  nämlich  der  Ort 
des  Schnittpunktes  zweier  vierten  harmonischen  der  Verbindungs- 
linie PQ  zugeordneten  Strahlen,  die  von  P  und  (^  ausgehen,  indem  je 
ein  Strahlenpaar  des  Strahlsystems  (P)  und  das  entsprechende  Strahlen- 
paar des  Strahlsystems  (Q)  die  andern  Paare  zugeordnet-harmonischer 
Strahlen  bilden,  d.  h.  es  sind: 

P(QxP'Q')  und  Q(PxP'Q')- 
je  vier  harmonische  Strahlen.  Durch  die  Annahme  des  Punktes  x  auf 
der  Geraden,  welche  x  durchläuft,  wer^n  die  entsprechenden  Strahlen- 
paare der  Strahlsysteme  (P)  und  (Q)  vollständig  bestimmt.  Hierauf 
gründet  sich  eine  Erzeugung  der  Tripelcurve  und  einfache  Con- 
structionen  derselben  durch  zwei   in  projectivische  Beziehung  gesetzte 
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Strahlsysteme,  die  in  eigenthümlicher  Verbindung  mit  einander  stehen*). 
Aus  der  obigen  Bemerkung,  dass  zwei  Tripel  ,  der  Tripelcurve 
allemal  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  folgt  eine  charakteristische 
Eigenschaft  eines  solchen  Tripels  in  Rücksicht  auf  die  Tripelcurve 
selbst.  Denken  wir  uns  nämlich  durch  das  Tripel  QQ'Q"  der  Tripel- 
curve insbesondere  einen  solchen  Kegelschnitt  gelegt;  welcher  in  Q 
und  Q'  dieselben  Tangenten  mit  der  Tripelcurve  hat,  so  hat  er  bereits 
fünf  Punkte  mit  der  Tripelcurve  gemein,  welche  ihn  zugleich  be- 
stimmen; sein  sechster  Schnittpunkt  mit  der  Tripelcurve  muss  daher 
der  dritte  Tripelpunkt  zu  Q  und  Q'  sein,  d.  h.  Q"]  es  müssen  daher 
auch  in  Q"  zwei  Punkte  des  Kegelschnitts  und  der  Tripelcurve  zu- 
sammenfallen oder  dieser  Punkt  muss  ein  Berührungspunkt  beider 
Curven  sein;  wir  schliessen  also : 

Die  drei  PunMe  eines  Tripels  der  Tripelcurve  liegen  allemal  so,  dass 
ein  Kegelschnitt  die  Tripelcurve  in  denselben  berühren  kann. 

Da  zwei  Eckpunkte  eines  Tripels  der  Tripelcurve  willkürlich  auf 
derselben  angenommen  werden  dürfen,  der  dritte  Tripelpunkt  dann 
aber  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  ist,  so  können  wir,  wenn 
ein  Tripel  QQ'Q"  als  bekannt  angesehen  wird,  nach  dem  obigen  Satze 
die  Totalität  der  übrigen  Tripel  leicht  überschauen,  indem  wir  alle 
möglichen  Kegelschnitte  durch  die  drei  Punkte  QQ'Q"  legen,  von 
denen  joder  durch  seine  drei  übrigen  Schnittpunkte  mit  der  Tripel- 
curve immer  ein  neues  Tripel  derselben  bestimmt.  Kennen  wir  daher 
zwei  Tripel  der  Tripelcurve  QQ'Q"  und  QiQi'Qy"  und  wollen  zu  zwei 
auf  der  Tripelcurve  willkürlich  angenommenen  Punkten  SS'  als  zwei 
Eckpunkten  eines  Tripels  derselben "  den  dritten  Eckpunkt  S"  finden, 
so  haben  wir  nur  nöthig,  zwei  Kegelschnitte  durch  die  resp.  fünf  Punkte 
QQ'Q" SS'  und  QiQi'Qi" SS'  zu  legen,  welche  sich  in  dem  gesuchten 
Punkte  S"  auf  der  Tripelcurve  schneiden  müssen.  Nach  dem  Früheren 
sind  nun,  wenn  wir  zwei  beliebige  Paare  conjugirter  Punkte  auf  der 
Tripelcurve  P,  Q  und  P',  Q'  haben,  die  Schnittpunkte: 
iPQ^P'Q)=^Q"  {PP',QQ')  =  P" 
ein  drittes  Paar  conjugirter  Punkte,  ujid  diese  sechs  Ecken  des  von 
den  vier  Geraden: 


p    P' 

P" 

P     Q' 

Q" 

P'     Q" 

Q 

P\  Q 

Q' 

gebildeten  vollständigen  Vierseits,  welches  der  Tripelcurve  einbeschrieben 

*)  Vgl.  Ueber  Curven  dritter  Ordnung  von   H.  Schröter,   Math.  Annalen   von 
Ckbsch  und  Neumann.    Bd.  V.    S.  50.     Bd.  VI.   S.  85. 
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ist,  haben  7a\  ihren  conjugirten  Punkten  beziehungsweise: 

Q     Q'    Q"  1 

Q      P'     P"    I      vier  Tripel  der 
Q'     P"    P     I         Tripelcurve. 
Q"     P      P'    ] 

Um  jetzt  zu  zwei  willkürlieh  auf  der  Tripelcurve  gewählten 
Punkten  SS'  als  Eckpunkten  eines  Tripels  der  Tripelcurve  den  dritten 
Tripelpunkt  S"  zu  finden,  haben  wir  nur  durch  die  resp.  fünf  Punkte 
QQ'Q'SS'  und  QP'P"SS'  einen  Kegelschnitt  zu  legen;  der  vierte 
Schnittpunkt  dieser  beiden  Kegelschnitte  muss  der  gesuchte  Punkt  8" 
der  Tripelcurve  sein.  Wir  haben  hierdurch  beiläufig  folgenden  Satz 
gefunden: 

Wenn  man  ein  vollständiges  Vierseit  Jiat,  dessen  sechs  Ecken  zu  je 
dreien  auf  vier  Geraden  liegen,  so  Icann  man  auf  vier  Arten  je  drei  der- 
selben herausnehmen,  welche  ein  Dreieclc  bilden ,  während  die  drei  übrigen 
auf  einer  Geraden  liegen.  Umschreibt  man  diesen  vier  Dreiecken  vier 
Kegelschnitte,  welche  ausserdem  durch  zwei  beliebig  gegebene  feste  Punkte 
gehen,  so  laufen  alle  vier  Kegelschnitte  durch  einen  und  denselben  neuen 
Punkt.  Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  ist  aus  den  Elementen  be- 
kannt, nämlich,  dass  die  den  vier  Dreiecken,  welche  sich  aus  den 
sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  bilden  lassen,  umschriebenen 
Kreise  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen  (den  Brennpunkt  der 
Parabel,  welche  dem  Vierseit  einbeschrieben  werden  kann). 

Wir  können  auch  sehr  einfach  den  vorigen  Satz  direct  beweisen. 
Seien  nämlich  die  drei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits 
PQ,  P'Q' ,  P"Q",  so  dass  die  vier  Geraden  je  drei  Punkte:  PP'P", 
^QQ'j  ^^  Q'  Q}  P  QQ  enthalten  und  ausserdem  zwei  beliebige  Punkte 
SS'  gegeben,  so  werden  die  beiden  durch  je  fünf  Punkte  QQ'Q"SS' 
und  P P'Q" SS'  gelegten  Kegelschnitte  einen  vierten  Punkt  S"  gemein 
haben;  da  nun  bekanntlich  die  Seiten  zweier  Dreiecke,  welche  einem 
Kegelschnitt  einbeschrieben  sind,  selbst  einen  andern  Kegelschnitt  be- 
rühren (S.  129),  so  müssen  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  QQ'Q"  und 
SS'S"  einen  Kegelschnitt  berühren  und  ebenso  die  Seiten  der  beiden 
Dreiecke  PP'Q"  und  SS'S"]  diese  beiden  Kegelschnitte  sind  aber 
identisch,  weil  sie  fünf  Tangenten  gemein  haben,  die  drei  Seiten  des 
Dreiecks  SS'S"  und  die  Geraden  Q"QP'  und  Q" Q' P-^  folglich  be- 
rühren auch  QQ' P"  und  PP'P"  diesen  Kegelschnitt,  d.  h.  derselbe 
berührt  alle  vier  Seiten  des  vollständigen  Vierseits  und  die  drei 
Seiten  des  Dreiecks  SS'S":,  da  aber  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke 
QP'P"  und  SS'S"  einen  Kegelschnitt  berühren,  so  liegen  auch  die 
sechs  Ecken  derselben  auf  einem  andern  Kegelschnitt  (S.  129),  d.  h. 
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der  durch  QP'P"SS'  gelegte  Kegelschnitt  geht  durch  S"  und  endlich 
aus  demselben  Grunde  der  durch  C/P"PSS'  gelegte  Kegelschnitt; 
also  laufen  die  vier  angegebenen  Kegelschnitte  durch  einen  und  den- 
selben Punkt,  w.  z.  b.  w. 

Der  Kegelschnitt,  welcher  die  vier  Seiten  des  vollständigen  Vier- 
seits  und  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  SS'S"  berührt,  kann  auch  als 
bestimmt  angesehen  werden  durch  zwei  beliebige  Tripel  QQ'Q"  und 
SS'S",  deren  sechs  Seiten  ihn  berühren;  da  nun  die  Gerade,  welche 
die  drei  zu  QQ'Q"  conjugirten  Punkte  PP'P"  enthält,  denselben  Kegel- 
schnitt berührt,  so  muss  auch  diejenige  Gerade,  welche  die  zu  SS' S" 
conjugirten  Punkte  BR'R"  enthält,  ihn  berühren,  und  wir  erkennen 
also,  dass  die  acht  Seiten  zweier  solcher  vollständigen  Vierseite  einen 
mid  denselben  Kegelschnitt  berühren.     Dies  giebt  folgenden  Satz: 

Die  Seiten  zweier  Tripel  der  Tripelcurve  herühren  einen  Kegelschnitt, 
der  auch  diejenigen  deiden  Geraden  m  Tangenten  hat,  ivelche  die  den  Eck- 
punkten der  Tripel  conjugirten  Punkte  der  Tripelcurve  enthalten,  so  duss 
(dso  die  Seiten  siveier  solcher  vollständigen  Vier  seile,  wie  ol)en  eines 
{PQP' Q'P" Q")  in  Betracht  gekommen  ist,  allemal  acht  Tangenten  eines 
und  desselben  Kegelschnitts  sind. 

Von  besonderem  Interesse  für  die  vorliegende  Betrachtung  ist  es, 
die  beiden  willkürlichen  Punkte  SS'  auf  zwei  Diagonalen  des  voll- 
ständigen Vierseits  anzunehmen:  ^S*  auf  der  Diagonale  PQ  und  S'  auf 
der  Diagonale  P'  Q',  dann  muss  auch  der  dritte  Punkt  S"  auf  der  Dia- 
gonale P"Q"  liegen.  In  der  That,  durch  die  vier  Seiten  des  voll- 
ständigen Vierseits  und  die  Gerade  SS'  als  Tangenten  ist  derjenige 
Kegelschnitt  ^<^)  bestimmt,  welcher  zugleich  SS"  und  S' S"  berührt. 
Das  Diagonaldreieck  des  einem  Kegelschnitt  umschriebenen  voll- 
ständigen Vierseits  ist  immer  ein  Tripel  in  Bezug  auf  diesen  Kegel- 
schnitt (S.  147);  folglich  bilden  die  drei  Geraden  PQ,  P'Q',  P"Q"  ein 
Tripel  conjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ^(^';  da  nun 
SS'  eine  Tangente  desselben  ist,  welche  PQ  in  S  trifft,  so  wird  die 
andere  durch  S  gehende  Tangente  der  vierte  harmonische  dem  SS'  zu- 
geordnete Strahl  sein,  während  SP  und  der  von  >S'  nach  dem  Schnitt- 
punkte {P'Q',  P'Q")  hingehende  Strahl  das  andere  Paar  zugeordneter 
Strahlen  ist;  in  gleicher  Weise  construiren  wir  die  zweite  durch  S' 
gehende  Tangente  des  Kegelschnitts  U^^^;  diese  Tangente,  sowie  die 
vorige  müssen  durch  den  vierten  harmonischen  Punkt  auf  P"  Q" 
gehen,  welcher  dem  Schnittpunkte  mit  SS'  zugeordnet  ist,  während 
die  beiden  andern  zugeordneten  die  Punkte (P^,  P'Q")  und  (P'Q',  P'Q") 
sind;  also  ist  dieser  vierte  harmonische  Punkt  der  Schnittpunkt  jener 
beiden  Tangenten,   d.  h.  der  Punkt  S".      Wir   haben  mithin  gesehen, 
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dass,  wenn  von  den  beiden  willkürlich  anzunehmenden  Punkten  SS' 
der  eine  S  auf  der  Diagonale  PQ  und  der  andere  S'  auf  P'  Q'  liegt, 
dann  der  dritte  >S"'  auf«  der  dritten  Diagonale  P"  Q"  des  vollständigen 
Vierseits  liegen  muss. 

Wählen  wir  nun,  indem  wir  zu  unserer  Tripelcurve  zurückkehren, 
auf  welcher  das  vollständige  Vierseit  liegt,  dessen  drei  Paar  Gegen- 
ecken PQ,  PQ',  P" Q"  drei  Paare  conjugirter  Punkte  der  Tripelcurve 
sind,  die  beiden  Punkte  S  und  S'  so,  dass  S  der  dritte  Schnittpunkt 
der  Geraden  PQ  mit  der  Tripelcurve  und  gleichzeitig  S'  der  dritte 
Schnittpunkt  von  P' Q'  mit  derselben  wird,  dann  muss  S"  auf  der 
Geraden  P" Q"  liegen  und  zugleich  auf  der  Tripelcurve,  weil  SS' S" 
ein  Tripel  der  Tripelcurve  bilden,  folglich  ist  S"  der  dritte  Schnitt- 
punkt der  Geraden  P"Q"  mit  der  Tripelcurve;  wir  erhalten  hieraus 
folgenden  Satz: 

Wenn  man  ein  beliebiges  Tripel  der  Tripelcurve  QQ' Q"  hat,  so 
treffen  die  Seiten  desselben  QQ",  Q"Q,  QQ'  die  Ctirve  mm  dritten  Male 
in  drei  neuen  Punkten  PP'  P",  ivelche  die  conjugirten  Punkte  der  Tripel- 
curve zu  den  ersteren  sind  und  in  gerader  Linie  liegen;  die  drei  Ver- 
bindungslinien PQ,  P' Q,  P" Q"  treffen  aber  die  Tripelcurve  in  drei  neuen 
Punkten  SS'S",  ivelche  ein  neues  Tripel  der  Tripelcurve  bilden. 

Da  wir  ferner  wissen,  dass  die  Tangenten  in  zwei  conjugirten 
Punkten  PQ  an  der  Tripelcurve  sich  in  einem  dritten  Punkte  P 
derselben  (dem  Tangentialpunkte)  treffen  und  die  drei  Punkte  PQR 
ein  Tripel  der  Tripelcurve  bilden,  so  muss  der  conjugirte  Punkt  zu  R 
der  dfitte  Schnittpunkt  S  der  Geraden  PQ  mit  der  Tripelcurve  sein; 
die  dritten  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  PP' P"  oder  in  QQ' Q" 
mit  der  Tripelcurve  sind  also  die  drei  Punkte  BP'K'  und  conjugirte 
Punkte  zu  den  obigen  Punkten  SS'S";  da  diese  ein  Tripel  bilden, 
so  müssen  jene  auf  einer  geraden  Linie  liegen;  d.  h.: 

Die  drei  Tangenten  der  Tripelcurve  in  den  drei  Eckpunkten  eines 
Tripels  derselben,  treffen  sie  in  drei  neuen  Punkten,  welche  auf  einer  Ge- 
raden liegen. 

Schneidet  eine  beliebige  Gerade  die  Tripelcurve  in  drei  Punkten,  und 
man  zieht  die  Tangenten  in  denselben,  so  treffen  sie  die  Tripelcurve  in 
drei  neuen  Punkten,  welche  ivieder  auf  einer  Geraden  liegen. 

Diese  Sätze  gestatten  ein  eigenthümliches  Fortschreiten  in  einem 
Cyklus,  indem  man  einerseits  von  einer  Geraden  PP'  P''  zu  einer  folgenden 
RR' K'  XX.  s.  f.  oder  andererseits  von  einem  Tripel  QQ' Q"  zu  einem  fol- 
genden SS' S"  und  so  weiter  geht;  die  Frage,  ob  ein  solcher  Cyklus  sich 

Steiner,   Vorlesungen  II.     2.  Aufl.  3.3 
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schliesst    oder    bis    ins    Unendliche    fortläuft,    ist    dabei    von    hohem 
Interesse,  erfordert  jedoch  tiefer  gehende  Untersuchungen*). 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Tripel  der  Tripelcurve  QQ'Q!',  QiQ\Q^ 
und  ihre  conjugirten  Punkte  FP'P",  I\F\F^,  so  haben  wir  zwei 
vollständige  Vierseite,  die  der  Tripelcurve  einbeschrieben  sind,  und 
deren  acht  Seiten,  wie  wir  gesehen  haben,  einen  und  denselben  Kegel- 
schnitt berühren;  bezeichnen  wir  diese  acht  Geraden: 

Q'Q"p  =%  q\q;p,  =%, 

PP'P"=^%  p^p\p\  =  %^. 

Zugleich  haben  wir  acht  Tripel  der  Tripelcurve,  nämlich: 
P'P"Q  und  P'i-P'i'^i 

r'pq  P[p,Q\ 

prq"  p^p\q; 

Q  q:  q"  q,  q\  q[  . 

Da  irgend  zwei  Tripel  der  Tripelcurve  immer  sechs  Punkte  eines 
Kegelschnitts  sind,  also  auch  die  Seiten  zweier  Tripeldreiecke  immer 
sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  sind,  so  haben  wir  ein  Brianclion'- 

sches  Sechsseit: 

5r®935(,S),S3i, 

dessen  Hauptdiagonalen  sich   in   einem  Punkte   schneiden;   diese  sind: 
PP^        P'P\        (5lSj,  935t,)- 

Der  Schnittpunkt: 

{PP„  P'P\)  ■         . 

liegt   also   in  der   Geraden   (St93i,  33 St,);    andererseits  haben   wir  das 
Brianchon' sehe  Sechsseit: 

93e3I93,e,Hi, 

dessen  Hauptdiagonalen: 

QQ,       Q'Q\        (5t93,,  955r,) 

sich   ebenfalls    in  einem  Punkte  treffen,   also   liegt  auch   der  Schnitt- 
punkt : 

{QQn  Q'Q\)     in  der  Geraden     (5193,,  S5l,); 

folglich  ist  die  Verbindungslinie: 

[{PP„P'P\),  (QQ,,  Q'Q\)] 
identisch  mit  der  Geraden  (5(93,,  935t,). 


*)  Vergl.  Steiner,  geometrische  Lehrsätze,  CrelWs  Journal  Bd.  XXXII.  S.  182 
und  .300. 
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In  gleicher  Weise  zeigen  die  beiden  Brianchon' sehen  Sechsseite: 
33  ©e  93,^,^1     und     &%^(i,%,^,, 
dass  die  Verbindungslinie: 

[(P'P\,  P"F\),    {Q'^„  Q"Q':)^ 
identisch   mit   der   Geraden    (93 ©i,  693i)   ist,   und   endlich   die   beiden 
^nawcÄow' sehen  Sechsseite: 

e®§iei®i5ti     und     %S^>^\SQ,^,, 
dass  die  Verbindungslinie: 

identisch  mit  der  Geraden  {^%i,  StS^)  ist.  Aus  dem  Brianchon'- 
schen  Sechsseit: 

51  öl©  5^1 93  ©1 
folgt  aber,  dass  die  drei  Hauptdiagonalen: 

(5t93i,  93?ti)    (93(5i,  ^930    (<&%,  51^,) 

sich  in  einem  Punkte  treffen,  also  auch  die  mit  ihnen  identischen 
durch  die  PP' P"  und  QQ'Q"  ausgedrückten  Geraden;  sehen  wir  die 
letzteren  au,  so  erkennen  wir,  dass  es  die  Verbindungslinien  cor- 
respondirender  Ecken  zweier  Dreiseite  sind,  gebildet  von  den  Geraden 

einerseits  PP,         P'P\         P"  P  [ 

und  andererseits  QQ,  Q'  Q\  Q"  Q'[  ; 

folglich  müssen  die  correspondirenden  Seiten  selbst  sich  in  drei  Punkten 
treffen,  die  auf  einer  Geraden  liegen  (S.  26),  d.  h.  die  drei  Schnitt- 
punkte : 

{pp,,qq;)    (p'p\,q'Q[)    AP"P';,Q"Qd 

liegen  auf  einer  Geraden;  diese  drei  Punkte: 

p  p  p 

2  2  2 

sind  nach  dem  Früheren  nichts  anderes,  als  die  dritten  Schnittpunkte 
der  Geraden  PP,,  P'P\,  P"P[  mit  der  Tripelcurve;  also  haben  wir 
den  Satz: 

Schneidet  irgend  eine  Gerade  die  Tripelcurve  in  den  drei  Punkten 
PP'P"  und  eine  zweite  Gerade  in  P,P\P[,  so  treffen  die  drei  Geraden 
PP, ,  P'P\ ,  P" P[  die  Tripelcurve  in  drei  neuen  Punkten  P^P\  Pj,  ivelche 
wiederum  auf  einer  Geraden  liegen.  (Die  Zuordnung  ist  dabei  ganz 
willkürlich  und  giebt  zu  weiteren  Betrachtungen  Anlass.) 

Oder: 

Hat  man  irgend  zwei  Tripel  der  Tripelcure  QQ'Q"  und  Q,Q\Q, 
(die  allemal  auf  einem  Kegelschnitt  liegen),  so  treffen  die  drei  Verbindungs- 
linien QQ,,  Q'Q\,  Q"Q[  die  Tripelcurve  in  drei  neuen  Punkten,  die  alle- 

33* 
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mal  auf  einer  Geraden  liegen.     (Die  Zuordnung  ist  dabei  ganz  gleich- 
gültig.)    Da  die  drei  Punkte: 

p,  =  {pp, ,QQ,)   p,  =  (P'p; ,  (/ Q\)   p;  =  (p"p;',  q" q;) 

auf  einer  Geraden  liegen,  so  müssen  ihre  conjugirten: 

Q.  =  {PQ. ,  QP.)    Q',  =  {F'Q^,,  Q:p\)    Q;  =  (P"Q';,  Q"Pd 

ein  Tripel  bilden,  also: 

Hat  man  irgend  ein  Tripel  QQ'Q"  der  Trijwlcurve  und  eine  he- 
liehige  Gerade,  ivelehe  derselben  in  den  Punlden  P ^  P\  P[  begegnet,  so 
treffen  die  drei  Verbindungslinien  QP^,  Q'P\,  Q" P[  die  Tripeleurve  in 
drei  neuen  Punlden  Q^Q^Ql,  ivelche  allemal  ein  Tripel  der  Tripeleurve 
bilden.     (Die  Zuordnung  ist  dabei  ganz  gleichgültig.) 

Aus  den  verschiedenen  Zuordnungen,  welche  hierbei  möglich  sind, 
Averden  sich  neue  Beziehungen  ergeben,  deren  Aufsuchung  hier  zu  weit 
führen  würde.  Der  vorige  Satz  lässt  aber  noch  einige  andere  Folge- 
rungen zu,  die  wir  kurz  hervorheben  wollen. 

Da  von  den  Schnittpunkten  zweier  Geraden  PP' P"  und  P^P\P^ 
mit  der  Tripeleurve  die  Verbindungslinien  PP^^,  P'P\  und  P" P[  der 
Curve  in  drei  neuen  Punkten  P^P\P^  begegnen,  welche  wieder  auf 
einer  Geraden  liegen,  so  werden  auch  die  Verbindungslinien  PP\ , 
P'P^  und  P"P\  in  drei  Punkten  Il^B'^P^  der  Tripeleurve  begegnen, 
die  auf  einer  Geraden  liegen,  oder  anders  ausgesprochen: 

Durch  vier  PunJcte  PP'P^P\  einer  Tripeleurve  lassen  sich  drei 
Linienpaare  legen;  jedes  derselben  begegnet  der  Ourve  in  einem  neuen 
Punktpaar,  dessen  Sehne  man  siehe;  diese  drei  Sehnen  laufen  durch  einen 
und  denselben  Punkt  P^  dßr  Tripeleurve.  Wir  können  die  drei  Linien- 
paare, welche  durch  vier  beliebig  auf  der  Tripeleurve  gewählte  Punkte 
gelegt  sind,  als  drei  Individuen  eines  Kegelschnittbüschels  [PP' P^P\\ 
auffassen  und  die  drei  zugehörigen  Durch bohrungssehnen  als  drei 
Individuen  eines  Strahlbüschels  [P,  h  ^^^  Elemente  dieser  beiden  Ge- 
bilde können  wir  eindeutig  auf  einander  beziehen,  wozu  die  drei  be- 
kannten Paare  entsprechender  Elemente  ausreichend  und  erforderlich 
sind.  Dann  wird  sich  zu  jedem  Kegelschnitt  des  Büschels  ein  be- 
stimmter entsprechender  Strahl  des  Strahlbüschels  construiren  lassen 
(S.  225)  und  umgekehrt,  und  der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender 
Elemente  dieser  beiden  Gebilde  ist  eine  allgemeine  Curve  dritten 
Grades.  Da  dieselbe  mit  der  Tripeleurve  bereits  11  Punkte  gemein- 
schaftlich hat,  so  fällt  sie  ganz  mit  ihr  zusammen.  Umgekehrt 
schliessen  wir  hieraus  den  Satz: 

Jeder  durch  vier  Punkte  PP'  P,  P\    einer  Tripeleurve  gelegte  Kegel- 
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schnitt  heyegnet  derselben  im  Allgemeinen  in  sivei  neuen  Funläen,  deren 
Sehne  durch  einen  und  denselben  festen  Punkt  P'^  der  Cur ce  hindurchgeht. 

Oder: 

Liegen  irgend  sechs  PunJde  PP' P^P\P^P^  einer  Curve  dritten 
Grades  auf  einem  Kegelschnitt,  so  schneiden  drei  sie  verbindende  Sehnen 
PP',  P^P\,  J*2^'*2  dieselbe  in  drei  neuen  PunJcten  einer  Geraden.  (Die 
Zuordnung  ist  dabei  ganz  gleichgültig.)     Oder  auch  umgekehrt: 

Zieht  man  durch  jeden  von  drei  in  einer  Geraden  befmdlicJicn  PunJcten 
einer  Tripelcurvc  je  einen  StraJd,  ivelcher  derselben  in  zwei  neuen  Punläen 
begegnet,  so  liegen  diese  sechs  neuen  Punlcte  auf  einem  Kegelschnitt. 

Da  endlich  der  durch  die  vier  V\xnkie  PP' P ^P\  der  Tripelcurve  ge- 
legte Kegelschnitt  eine  Sehne  P^  P.^  auf  ihr  ausschneidet,  welche 
immer  durch  denselben  festen  Punkt  P^  läuft,  und  da  die  zu  P^  und  Pj 
conjugirteu  Punkte  Q^Q'^  nach  dem  Obigen  auch  eine  Sehne  Q^Q.^^ 
geben,  welche  durch  P^  läuft,  so  liegen  auch  PP' P^P\Q^Q\  auf 
einem  Kegelschnitt'  aus  demselben  Grunde  aber  auch  PP'  Q^  Q\  Q^  Q\^  und 
endlich  auch  QQ' Q^Q-^Q^Q^'i  ^^^  erhalten  also  folgenden  Satz: 

Liegen  irgend  sechs  Punkte  der  Tripelcurve  auf  einem  Kegelschnitt, 
so  liegen  auch  die  sechs  conjugirten  Punkte  auf  einem  Kegelschnitt. 

Wir  kehren  jetzt  zur  Betrachtung  des  Kegelschnitt-Netzes  zurück. 

Um  die  Totalität  sämmtlicher  Kegelschnitte,  welche  in  einem 
Netze  enthalten  sind  und  sich  zu  Büscheln  ordnen,  in  anschaulicher 
Weise  zu  übersehen,  denken  wir  uns ,  indem  wir  von  den  drei  will- 
kürlich angenommenen  Kegelschnitten  ABC,  welche  nicht  einem 
Büschel  angehören,  ausgehen,  zunächst  ein  Büschel  (JS,  C)  aus  den 
beiden  Kegelschnitten  B  und  C  hergestellt  und  verfolgen  einen  ver- 
änderlichen Kegelschnitt  §1,  welcher  das  ganze  Büschel  (B,  C)  durch- 
läuft; der  dritte  feste  Kegelschnitt  Ä  und  der  veränderliche  51  con- 
stituiren  nun  ein  veränderliches  Büschel  [Ä,  51),  und  alle  Kegelschnitte 
desselben  bilden  die  Gesammtheit  der  Kegelschnitte  des  Netzes,  d.  h. 
wenn  wir  an  Stelle  von  ABC  drei  beliebige  andere  Kegelschnitte  des 
Netzes,  welche  nicht  demselben  Büschel  angehören,  in  der  angegebenen 
Weise  zur  Bildung  des  Netzes  verwenden,  so  treten  keine  neuen  Kegel- 
schnitte mehr  auf,  sondern  nur  die  früheren,  aber  in  anderer  Anord- 
nung zu  Büscheln  vereinigt.  Nehmen  wir  nämlich  zunächst  aus  dem 
Büschel  {C,  A)  einen  beliebigen  Kegelschnitt  58  und  bilden  das  ver- 
änderliche Büschel  (B,  33),  so  wird  jeder  Kegelschnitt  X.  desselben 
gleichzeitig  in  einem  der  vorigen  Büschel  {A,  %)  enthalten  sein  und 
umgekehrt;  denn  weil  B^X  einem  Büschel  angehören  und  C^A 
einem  andern,  so  wird  nach  dem  oben  (S.  506)  bewiesenen  Satze  ein 
Kegelschnitt  51  existiren  müssen,  welcher  gleichzeitig  dem  Büschel  {B ,  C) 
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und  dem  Büschel  {Ä,  X)  angehört,  d.  b.  die  (jirundpunkte  dieser 
beiden  Büschel  müssen  auf  einem  und  demselben  Kegelschnitte  51 
liegen;  folglich  gehört  X  einem  Büschel  {A,  51)  an,  bei  welchem  51 
aus  dem  Büschel  (J5,  ü)  genommen  ist;  also  jeder  Kegelschnitt  aus 
dem  veränderlichen  Büschel  (B ,  33)  ist  gleichzeitig  unter  den  aus 
dem  veränderlichen  Büschel  {J,  5t)  hervorgehenden  Kegelschnitten 
enthalten  und  umgekehrt.  Es  gehen  daher  dieselben  Kegelschnitte 
des  Netzes  hervor,  ob  wir  (B,  C)  und  A,  oder  {C,  Ä)  und  B*  oder 
endlich  auch  {A,  B)  und  C  in  der  angege1)enen  Weise  zur  Bildung 
des  Netzes  verwenden.  Nehmen  wir  ferner  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt D  aus  einem  der  unendlich-vielen  Büschel  {A,  51)  heraus,  z.  B. 
aus  dem  Büschel  {A,  %q),  so  liegen  einmal  BA^l^  in  einem  Büschel, 
zweitens  B%%q  in  einem  Büschel,  folglich  haben  die  Büschel  (2),  B) 
und  {A,  5t)  einen  Kegelschnitt  gemein;  dieser  bestimmt  mit  A  das 
veränderliche  Büschel  {A,  5X)  und  kann  also  jedesmal  auch  aus  dem 
Büschel  {B,  D)  genommen  werden,  d.  h.  verwenden  wir  (B ,  D)  und 
A  zur  Bildung  des  Netzes,  so  erhalten  wir  dieselben  Kegelschnitte, 
als  wenn  wir  {B ,  C)  und  A  in  gleicher  Weise  dazu  verwenden; 
hieraus  folgt  weiter,  dass  auch  {B,  A)  und  D  dieselben  Kegelschnitte 
des  Netzes  liefern,  folglich  auch  {B,  E)  und  D  und  endlich  auch 
(D,  E)  und  F,  wenn  DEF  irgend  drei  nicht  demselben  Büschel  an- 
gehörige  Kegelschnitte  bezeichnen,  welche  aus  der  Gesammtheit  {A,  5t) 
entnommen  sind.  Aus  dem  Vorigen  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass 
durch  einen  tviUkürlich  angenotnmenen  PimJd  p  der  Ebene  unendlich- viele 
Kegelschnitte  des  Kefzes  gehen,  welche  ein  Büschel  bilden,  denn  man 
braucht  nur  durch  p  den  einzigen  bestimmten  Kegelschnitt  5to  zu 
legen,  welcher  dem  Büschel  (i?,  Ü)  angehört,  und  den  einzigen  be- 
stimmten Kegelschnitt  ^j,,  welcher  dem  Büschel  (C,  A)  angehört;  die 
beiden  Kegelschnitte  '^q^q  bestimmen  ein  Büschel,  welches  sämmt- 
liche  Kegelschnitte  des  Netzes  enthält,  die  durch  p  gehen.  Bestimmen 
wir  noch  den  Kegelschnitt  ßp,  welcher  durch  j)  geht  und  dem  Büschel 
{A,  B)  angehört,  so  gehört  er,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  gleich- 
zeitig dem  Büschel  (5to,  SS^)  an.  Ferner  folgt  hieraus,  dass  durch 
zwei  tviUkürlich  in  der  Ebene  angenommene  PunJde  p  und  x\  nur  ein 
einziger  bestimmter  Kegelschnitt  des  Netzes  hindurchgeht,  denn  es  giebt 
in  dem  vorhin  bestimmten  Büschel  (5t(,,  S3o)  nur  einen  einzigen  be- 
stimmten Kegelschnitt,  welcher  durch  den  gegebenen  Punkt  p^  geht. 
Das  Kegelschnittnetz  ist  also  ein  Gebilde  von  doppelter  Mannigfaltig- 
keit, weil  jeder  Kegelschnitt  desselben  zwei  Willkürlichkeiten  enthält. 
Die  vorige  Bemerkung  giebt  zugleich  Aufschluss  über  die  be- 
sondere   Natur    der    in    einem    Netze    enthaltenen    Kegelschnitte.      Es 
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giebt  nämlich  imendlich-viele  gleichseitiyc  Hyperhein  in  dem  Netze,  welche 
ein    besonderes   Büschel    des   Netzes    bilden;    nehmen    wir    die    beiden 
obigen  Punkte  jp^j^  im  Unendlichen  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
Richtungen   an,   so    geht   durch    sie   eine   bestimmte   gleichseitige  Hy- 
perbel des  Netzes;   nehmen   wir   ein  zweites  Paar  unendlich- entfernter 
Punkte  pll^^   in  zwei  rechtwinkligen  Richtungen  an,   so  bestimmt  das- 
selbe  eine   zweite   gleichseitige  Hyperbel;   diese  beiden  bestimmen  ein 
ganzes    Büschel    von    gleichseitigen   Hyperbeln   (S.  232),    welche    dem 
Netze   angehören;   weiter   giebt   es  im  Allgemeinen  keine  gleichseitige 
Hyperbel  in  dem  Netze;  denn  käme  noch  eine  dritte  vor,  welche  nicht 
dem  vorigen  Büschel  angehörte,   so   würde  sie  mit  jeder  der  früheren 
ein  neues  Büschel  von  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln   erzeugen  und 
es  müssten  daher  alle  Kegelschnitte  des  Netzes  gleichseitige  Hyperbeln 
sein;  sind  daher  die  Kegelschnitte  ABC,  welche  wir  als  gegeben  an- 
sehen,  nicht    alle    drei    gleichseitige   Hyperbeln,    so   giebt    es   in  dem 
Netze   nur   ein   einziges   bestimmtes  Büschel   gleichseitiger  Hyperbeln; 
wenn  aber  die  drei  gegebenen  Kegelschnitte  ABC  selbst  gleichseitige 
Hyperbeln  sind,  so  besteht  das  Netz  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperhein 
und  hat  daher  einen  speciellen  Charakter.     Unter   den  Kegelschnitten 
des  Netzes   giebt   es   ferner  im   Allgemeinen  unendlich-viele  Paraheln] 
lassen  wir  nämlich  die  willkürlich  anzunehmenden  Punkte  pp^  in  einen 
"Punkt   der  unendlich- entfernten  Geraden  (55^   zusammenfallen,   so  wird 
der  durch  jene  bestimmte  Kegelschnitt  des  Netzes   eine  Parabel,  weil 
er  ©^   berührt.     Jeder  Punkt  von  @^   ist   also   der  Mittelpunkt  einer 
bestimmten  dem  Netze  angehörigen  Parabel,  welche  nach  dem  Obigen 
leicht    herzustellen    ist.      Denken    wir    uns    zwei    solche  Parabeln    des 
Netzes   construirt,   deren   unendlich -entfernte  Punkte  jtj,  n  in  zwei  zu 
einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  so  bestimmen  dieselben  ein 
Büschel    des    Netzes,    in    welchem    nothwendig   ein  Kreis   vorkommen 
muss,  d.  h.  die  vier  Schnittpunkte   dieser  beiden  Parabeln   liegen  auf 
einem  Kreise  (S.  229);  dies  ist  im  Allgemeinen  der  einzige  Kreis  unter 
den  Kegelschnitten  des  Netzes;  denn  construiren  wir  ein  anderes  Paar 
Parabeln,  deren  unendlich- entfernte  Punkte  p'  und  n   ebenfalls  in  zwei 
zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  so  müssen  ihre  Schnitt- 
punkte   auf   demselben    Kreise    liegen;    seien    nämlich    P  und    77    die 
beiden  ersten,  P'  und  77'  die  beiden  andern  Parabeln,  so  können  wir 
PHP'  für  die  drei  ursprünglichen  das  Netz  erzeugenden  Kegelschnitte 
ABC  setzen;   in   dem  Büschel  (P,  77)   ist  der  Kreis   St  enthalten;  ^ 
und  P'   bestimmen  ein  zweites  Büschel  des  Netzes,   in  welchem  noth- 
wendig  noch    eine    Parabel   ausser    P'    enthalten    sein    muss,    welche 
ihren  unendlich-entfernten  Punkt  in  einer  rechtwinkligen  Richtung  zu 
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derjenigen  des  unendlich-entfernten  Punktes  von  P'  hat;  ist  p  der 
letztere  und  n  der  erstere,  so  giebt  es  durch  n  nur  eine  einzige  Pa- 
rabel des  Netzes  //',  welche  die  eben  genannte  ist;  daher  haben  auch 
umgekehrt  die  beiden  Parabeln  FW  ihre  Schnittpunkte  auf  dem 
Kreise  ^,  d.  h.  U  ist  gemeinschaftlich  den  beiden  Büscheln  (P,  11) 
und  (P',  77')- 

Endlich  kommen  unter  den  Kegelschnitten  des  Netzes  auch  Linicn- 
paarc  in  unendlicher  Menge  vor;  jedes  Büschel  enthält  im  Allgemeinen 
drei  Linienpaare,  von-  denen  eines  immer  reell  ist.  Der  von  allen 
diesen  Geraden  umhüllte  Ort  ist  eine  bestimmte  Curve  dritter  Klasse 
^''^\  welche  mit  der  Tripelcurve  in  innigem  Zusammenhange  steht. 
Da  nämlich  durch  einen  beliebigen  Punkt  p  der  Ebene  nur  einfach 
unendlich- viele  Kegelschnitte  des  Netzes  gehen,  welche  ein  Büschel 
(StoS3o)  bilden,  so  gehen  durch  den  Punkt  p  im  Allgemeinen  nur  drei 
gerade  Linien,  welche  Theile  von  Linienpaaren  sind,  die,  als  Kegel- 
schnitte betrachtet,  dem  Netze  angehören;  also  ist  der  Ort  von  diesen 
Geraden  eine  Curve  dritter  Klasse  ^'•^K  Vermöge  der  obigen  Er- 
zeugung des  Netzes  können  wir  die  Curve  Ä^^^  in  der  Weise  con- 
struiren,  dass  wir  einen  veränderlichen  Kegelschnitt  5t  das  Büschel 
(B,  C)  durchlaufen  lassen  und  für  die  beiden  Kegelschnitte  Ä  und  21 
jedesmal  die  sechs  gemeinschaftlichen  Secanten  ermitteln,  welche  den 
gesuchten  Ort  ^^^^  umhüllen. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  in  Form  eines  Satzes  aussprechen,  der 
zu  vielen  interessanten  speciellen  Fällen  Veranlassung  bietet: 

Drei  beliebige  Kegelschnitte  haben  zu  zweien  zusammengefasst  drei- 
mal je  sechs  gemeinschaftliche  Secanten;  diese  achtzehn  Geraden  sind 
Tangenten  einer  tind  derselben  Curve  dritter  Klasse. 

Zu  der  Tripelcurve  hat  die  gefundene  Curve  Ä^^^  eine  besondere 
leicht  erkennbare  Beziehung;  eine  gemeinschaftliche  Secante  zweier 
Kegelschnitte  des  Netzes  hat  nämlich  die  Eigenschaft,  dass  die  beiden 
Punktsysteme,  welche  ihr  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  zugehören, 
identisch  sind  (S.  480);  nehmen  wir  nun  irgend  einen  dritten  Kegel- 
schnitt des  Netzes,  welcher  nicht  mit  den  beiden  vorigen  demselben 
Büschel  angehört,  so  gehört  in  Bezug  auf  ihn  jener  Geraden  ein 
zweites  Punktsystem  zu,  und  die  beiden  auf  einander  liegenden  Punkt- 
systeme haben  im  Allgemeinen  ein  gemeinschaftliches  Paar  conjugirter 
Punkte  P,  Q,  Da  dies  conjugirte  Punkte  für  drei  Kegelschnitte  des 
Netzes  sind,  welche  nicht  demselben  Büschel  angehören,  so  sind  es 
conjugirte  Punkte  für  sämmtliche  Kegelschnitte  des  Netzes,  also  ein 
Paar  conjugirter  Punkte  der  Tripelcurve;  eine  gemeinschaftliche  Se- 
cante zweier  Kegelschnitte  des  Netzes  ist  mithin  allemal  die  Verbin- 
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dimgslinie  zweier  conjugirten  Punkte  P,  Q  der  Tripeleurve  und  auch 
umgekehrt;  denn  ziehen  wir  die  Verbindungslinie  irgend  eines  Paares 
conjugirter  Punkte  der  Tripelcurve  P,  Q  und  nehmen  einen  beliebigen 
Punkt  p  derselben,  so  geht  durch  p  ein  einziger  bestimmter  Kegel- 
schnitt %  aus  dem  Büschel  {B,  G)  und  ein  einziger  bestimmter  Kegel- 
schnitt S3  aus  dem  Büschel  {C,  A)-^  die  beiden  Kegelschnitte  33  und 
%  müssen  PQ  ausser  in  p  in  einem  und  demselben  Punkte  n  treffen, 
welcher  der  vierte  harmonische,  dem  p  zugeordnete  ist,  während  P 
und  Q  die  beiden  andern  zugeordneten  Punkte  sind;  folglich  ist  FQ 
eine  gemeinschaftliche  Secante  der  beiden  Kegelschnitte  51  und  33  des 
Netzes.     Wir  haben  also  folgenden  Satz: 

Die  Verbindungslinien  sämmtliclier  Paare  conjugirter  Punkte  PQ 
der  Tripelcurve  umhüllen  eine  Curve  dritter  Klasse,  tvelche  identisch  ist 
mit  derjenigen,  die  von  sämmtlichcn  Linienpaaren,  tvelche  unter  den 
Kegelschnitten  des  Netzes  auftreten,  herührt  wird. 

Aus  dieser  Construction  der  durch  den  beliebig  gewählten  Punkt 
p  gehenden  drei  Strahlen,  welche  Paare  conjugirter  Punkte  PQ  ver- 
binden oder  der  drei  Tangenten  aus  p  an  die  Curve  ^^^\  folgt  noch 
ein  anderer  Satz:  Die  beiden  durch  ];>  gelegten  Kegelschnitte  %  und 
33  des  Netzes  bestimmen  ein  ganzes  Kegelschnittbüschel,  welches  dem 
Netze  angehört,  vmd  die  drei  Linienpaare  desselben,  von  denen  drei 
Gerade  durch  j)  gehen,  kreuzen  sich  in  einem  Tripel  des  Büschels, 
welches  auch  ein  Tripel  der  Tripelcurve  ist.     Also: 

Solche  drei  Verbindung sstrahlen  conjugirter  Punkte  PQ,  tvelche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  p  der  Ebene  gehen,  d.  h.  die  drei  aus  p  an  die 
Curve  ^(^'  gelegten  Tangenten,  treffen  die  Tripelcurve  noch  in  drei  neuen 
Punkten,  tvelche  ein  Tripel  derselben  bilden. 

Die  Verbindungslinie  PQ  zweier  conjugirter  Punkte  der  Tripel- 
curve schneidet  im  Allgemeinen  jeden  Kegelschnitt  des  Netzes  in 
zwei  Punkten,  welche  harmonisch  liegen  mit  P,  Q  und  zugeordnet 
sind,  also  immer  in  Punktpaaren  eines  und  desselben  Punktsystems, 
dessen  Asymptotenpunkte  PQ  sind.  Wir  können  daher  folgenden 
Satz  aussprechen: 

Eine  Gerade  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  sie  drei  beliebig  in  der 
Ebene  gegebene  Kegelschnitte  ÄBG  in  drei  Punktpaaren  eines  Punkt- 
systems (sechs  Punkten  einer  Involution)  trifft,  umhüllt  eine  Curve  dritter 
Klasse  St'^),  tvelche  sugleich  die  achtzehn  gemeinschaftlichen  Secantcn  je 
zweier  der  gegebenen  drei  Kegelschnitte  berührt.  Die  Asymptotenpunhte 
der  Punktsysteme  auf  'allen  solchen  Geraden  liegen  auf  einer  Curve  dritten 
Grades  (der  Tripelcurve  von  den  drei  Kegelschnitten  ABC). 
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Es  ist  leicht,  den  Berührungspunkt  einer  Geraden  PQ  mit  der 
von  ihr  eingehüllten  Curve  Ä'^)  zu  ermitteln;  denken  wir  uns  ein  der 
Tripelcurve  einbeschriebenes  vollständiges  Vierseit,  wie  es  früher  in 
Betracht  gezogen  ist:  FQF' Q' P" Q" ,  dessen  drei  Paar  Gegenecken 
aus  drei  Paaren  conjugirter  Punkte  der  Tripelcurve  bestehen,  in  der 
Weise  verändert,  dass  wir  ein  Paar  PQ  festhalten  und  das  zweite 
Paar  P' Q'  ihm  allmählich  nähern,  indem  wir  zuletzt  P'  mit  P  und 
also  auch  Q'  mit  Q  zusammenfallen  lassen,  dann  geht  P"  in  den 
Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  an  der  Tripelcurve  in  P  und  Q, 
und  Q"  also  in  den  dritten  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  PQ 
mit  der  Tripelcurve  über;  es  ist  aber  Q"  =  [PQ' ^  1^' Q)'-,  um  nun 
den  Schnittpunkt  {PQ,  P'Q')  für  den  Grenzfall  des  Zusammenfallens 
von  P,  Q  mit  P'Q'  zu  ermitteln,  haben  wir  nur  die  harmonische 
Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks  zu  berücksichtigen  und  er- 
kennen, dass  der  gesuchte  Berührungspunkt  der  vierte  harmonische, 
dem  dritten  Schnittpunkt  Q"  zugeordnete  Punkt  sein  wird;  also:  Die 
veränderliche  Verbindungslinie  PQ  zweier  conjugirter  Punkte  der  Tripel- 
curve herührt  die  von  ihr  eingehüllte  Curve  dritter  Klasse  in  dem  vierten 
harmonischen  Punkt,  welcher  dem  dritten  Schnittpunkt  von  PQ  mit  der 
Tripelcurve  zugeordnet  ist,  während  P  und  Q  das  andere  Paar  Imrmo- 
nisch-  zugeordneter  Punkte  sind. 

Dieser  dritte  Schnittpunkt  Q"  der  Verbindungslinie  PQ  mit  der 
Tripelcurve  hat  zu  seinem  conjugirten  Punkte  P"  den  gemeinschaft- 
lichen Tangentialpunkt  für  die  beiden  conjugirten  Punkte  P  und  Q\ 
hieraus  folgt  die  Construction  der  Tangente  in  einem  beliebigen 
Punkte  P  der  Tripelcurve:  Man  suche  zu  P  den  conjugirten  Punkt 
Q,  ferner  den  drittes  Schnittpunkt  Q"  der  Verbindungslinie  PQ  mit 
der  Tripelcurve,  endlich  den  conjugirten  Punkt  P"  zu  Q",  dann  ist 
PP"  die  gesuchte  Tangente. 

Schneidet  die  Verbindungslinie  PQ  zweier  conjugirten  Punkte  der 
Tripelcurve  dieselbe  in  Q" ,  so  gehen  durch  Q"  ausser  der  Tangente 
PQ  noch  zwei  andere  Tangenten  an  die  Curve  ^<^^  d.  h.  Strahlen, 
welche  C^'-^''  in  je  einem  Paare  conjugirter  Punkte  treffen.  Werden 
diese  vier  Punkte  mit  P"  verbunden,  so  erhalten  wir  die  Tangenten  in 
ihnen  an  0'^'.  Da  nun  jedes  dieser  Punktpaare  mit  P"  zusammen 
ein  Tripel  der  Tripelcurve  bilden  und  zwei  Tripel  allemal  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen,  so  folgt  der  Satz: 

Aus  einem  Punkte  (P")  der  Tripelcurve  lassen  sich  ausser  der 
Tangente  in  ihn  selbst  im  Allgemeinen  noch  vier  andere  Tangenten  an 
dieselbe  legen;  die  vier  BerührungspunMe  liegen  mit  dem  ursprünglichen 
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Pimlcte  auf  einem  KegclsehniU,  tvelclicr  die  Tripelmrve  in  dem  letzteren 
herührt. 

Dies  ist  nur  ein  Theil  des  oben  (S.  508)  allgemein  ausgesprochenen 
Satzes  über  den  Polarkegelschnitt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  die  Tripelcurve  C^^^  und  die 
Curve  ^^^^  sich  in  denjenigen  Punlcten,  in  welehen  sie  sich  treffen,  auch 
herühren,  d.  h.  dieselben  Tangenten  haben,  oder  anders  ausgedrückt,  dass 
die  sämmtlichen  Schnittpunkte  beider  Ciirven  paarweise  zusammen- 
fallen. Denn  sei  Q  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  der  beiden  Curven 
C^^^  und  ^<^),  und  denken  wir  uns  die  Tangente  in  Q  an  der  Curve 
li<=^)  gezogen,  so  muss  von  ihren  beiden  übrigen  Schnittpunkten  mit 
der  Tripelcurve,  die  P  und  P'  heissen  mögen,  einer  der  conjugirte 
Punkt  P  zu  Q  sein,  weil  ^^^^  der  von  sämmtlichen  Verbindungslinien 
PQ  umhüllte  Ort  ist,  und  der  andere  P'  muss  mit  Q  zusammenfallen, 
weil  Q  der  Berührungspunkt  mit  ^^^^  ist,  also  der  vierte  harmonische 
Punkt  zu  PQP']  da  nun  dieser  mit  Q  zusammenfällt,  so  muss  auch 
P'  in  Q  hineinfallen  (S.  14);  der  übrigens  noch  denkbare  Fall,  dass 
P  und  P'  conjugirte  Punkte  der  Tripelcurve  sein  könnten,  zeigt  sich 
als  unzulässig;  denn  da  Q  der  Berührungspunkt  mit  ^^^>  ist,  so 
müsste  sein  zugeordneter  vierter  harmonischer  Punkt  zu  PP'  der 
dritte  Schnittpunkt  mit  der  Tripelcurve  sein,  also  wiederum  Q]  wenn 
aber  von  vier  harmonischen  Punkten  zwei  zugeordnete  zusammenfallen, 
so  muss  auch  von  dem  andern  Paare  zugeordneter  Punkte  einer  hinein- 
fallen; fiele  der  vierte  harmonische  Punkt  aber  nicht  auf  Q,  so  hätte 
die  Gerade  vier  Schnittpunkte  mit  der  Tripelcurve,  was  unmöglich 
ist;  folglich  muss  P  oder  P'  mit  Q  zusammenfallen,  wie  oben  be- 
hauptet ist.  Ein  solcher  Schnittpunkt  Q^^  der  beiden  Curven  0^^^  und 
U^^^  besitzt  also  die  Eigenthümlichkeit,  dass  die  Tangente  in  ihm  für 
beide  Curven  dieselbe  ist;  diese  Tangente  schneidet  die  Tripelcurve 
0'^'  zum  dritten  Mal  in  dem  Punkte  P,,,  welcher  der  conjugirte  zu 
Qq  ist.  Nun  ist  früher  bewiesen  worden,  dass  die  Tangente  in  P^ 
die  Tripelcurve  C^'  zum  dritten  Male  in  demjenigen  Punkte  schneidet, 
der  conjugirt  ist  dem  dritten  Schnittpunkte  von  PqQq  mit  C^^^;  da 
dieser  aber  Q^^  selbst  ist,  so  ist  sein  conjugirter  wieder  Pq,  d.  h.  die 
Tangente  in  P^  schneidet  die  Tripelcurve  C^^'^  in  drei  zusammenfallen- 
den Punkten;  sie  ist  daher  eine  Wendetangente  und  ihr  Berührungspunkt 
Pq  ein  Wendepunlit  der  Tripelcurve.  Die  weitere  Ausführung  dieser 
Betrachtung  lässt  die  Anzahl  und  gegenseitige  Lage  der  Wendepunkte 
einer  Curve  dritten  Grades  0*^'  erkennen: 

•      Ist    Q^    ein   Schnittpunkt  der  Curven  C^^^  und  U^^\    in    welchem 
sich  dieselben,  wie  wir  gesehen  haben,  berühren,  so  trifft  die  Tangente 
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iii  Qf^  die  Curve  0^^'  zum  dritten  Mal  in  P„,  dem  conjiigirten  Punkte 
zu  Q^^,  und  1\  ist  ein  Wendepunkt  der  Curve  C'^>;  sei  ferner  Q[^  ein 
zweiter  Schnittpunkt  beider  Curven  und  sein  conjugirter  P,', ,  ein 
zweiter  Wendepunkt,  dann  folgt  aus  den  beiden  Paaren  conjugirter 
Punkte  Pq^o  -^oQü   ®i^  drittes  Paar: 

und  Po^o  liegen  auf  der  Curve  C^^>,  während  ihre  Verbindungslinie 
die  Curve  ^^=^>  berührt.  Ferner  wissen  wir,  dass  Q^.Q'J/^^  ein  Tripel 
der  Tripelcurve  bilden  und  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  der 
Curve  6'^^^  in  drei  neuen  Punkten  begegnen  müssen,  welche  auf  einer 
Geraden  liegen;  da  aber  die  Tangente  in  Q^  die  0'^^  in  P^  und  die 
Tangente  in  Q[^  die  C(^>  in  P„  trifft,  und  da  P^F'^F^  in  einer  Ge- 
raden liegen,  so  muss  auch  die  Tangente  in  Q'^^  der  C'^^  in  Pjj  be- 
gegnen. Von  den  drei  Schnittpunkten  der  Verbindungslinie  PlQl  mit 
der  Curve  C^^'>  fallen  also  zwei  in  Ql  zusammen;  der  Berührungspunkt 
des  Strahles  F'^J/^^  mit  der  Curve  Ä^^^  muss  daher  auch  nach  Ql  fallen, 
oder  Q',[  muss  ein  dritter  Schnittpunkt  der  beiden  Curven  C<^^  und  Ä'^' 
sein,  folglich  PJ  ein  dritter  Wendepunkt  der  Curve  C^^;  wir  haben 
daher  folgende  beiden  Sätze: 

Die  Verbindungslinie  ziveier  Wcndcpunläe  der  Tripelcurve  trifft  die- 
selbe allemal  in  einem  dritten  Wendepunlä,  oder:  Die  Wendc^nmJäe  einer 
Curve  dritten  Grades  liegen  m  je  dreien  auf  geraden  Linien;  und 
zweitens: 

Aus  mvei  Sehnittpunkten  der  beiden  Curven  C^^^  und  Ä^^^  Jcann  man 
allemal  einen  dritten  ableiten,  indem  man  sie  als  Eclipunlde  eines  Trip)els' 
ansieht   und  den   zugehörigen   dritten    Tripelpunld   construirt,    wie    oben 
angegeben  ist. 

Die  Anzahl  der  Wendepunkte  ist  gleich  der  Anzahl  der  gemein- 
schaftlichen Punkte  der  beiden  Curven  C^^^  und  ^(^>;  da  letztere  von 
der  dritten  Klasse  ist,  so  ist  sie  allgemein  vom  sechsten  Grade, 
schneidet  also  C^'^^  in  G  .  3  =  18  Punkten,  die  paarweise  zusammen- 
fallen.    Die  Curve  dritten  Grades  hat  also  neun   Wendepunkte. 

Die  Lage  der  Wendepunkte  tritt  am  klarsten  hervor  aus  einer 
Bemerkung  von  Clebsch*):  Da  die  Wendepunkte  zu  je  dreien  auf  ge- 
raden Linien  liegen,  so  wird,  wenn  wir  einen  Wendepunkt  heraus- 
nehmen und  ihn  mit  vier  anderen  verbinden,  jede  dieser  Verbindungs- 
linien noch  einen  der  übrigen  vier  Wendepunkte  enthalten  müssen, 
d.  h.:  Durch  jeden  Wendepunkt  gehen  vier  gerade  Linien,  deren  jede  drei 
Wendepunkte   enthält.     Hiernach    scheint    es,    als    ob   sich   9  .  4  =  36 

*)  Crelle-Borchardt'ä  Journal  Bd.  LXtll  S.  120.    A.  Chhsch:  „Ueber  einen  Sttz 
von  Steiner  und  einige  Funkte  der  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung." 
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Gerade  durch  je  drei  der  Wendepunkte  legen  Hessen.  Diese  redu- 
ciren  sich  aber  auf  zwölf,  weil  jede  solche  Gerade  dreimal  auftritt, 
je  nachdem  man  von  einem  ihrer  drei  Wendepunkte  ausgeht.  Also 
die  neun   Wendepimhte  liegen  zu  je  dreien  auf  zwölf  geraden  Linien. 

Nehmen  wir  nun  drei  Wendepunkte,  welche  in  gerader  Linie 
liegen,  heraus,  so  gehen  von  den  zwölf  Geraden,  die  überhaupt  vor- 
handen sind,  durch  die  Wendepunkte  der  ersten  Geraden  nur  zehn, 
nämlich  durch  jeden  derselben  die  erste  Gerade  selbst  und  noch  drei 
andere,  d.  h.  1  -j-  ^  •  3  =  10 ;  es  bleiben  also  noch  2  Gerade  übrig, 
die  durch  keinen  der  drei  ersten  Wendepunkte  gehen.  Nehmen  wir 
von  den  letzteren  eine,  so  gehen  durch  ihre  drei  Wendepunkte  und 
die  drei  Wendepunkte  der  ersten  Geraden  nur  elf  von  den  sämmtlichen 
zwölf;  nämlich  ausser  den  beiden  Geraden  selbst  nur  die  neun  Ver- 
bindungslinien je  eines  Wendepunktes  der  ersten  mit  einem  Wende- 
punkte der  zweiten  Geraden;  es  bleibt  mithin  als  zwölfte  Gerade  noch 
eine  solche  übrig,  welche  die  drei  letzten  Wendepunkte  enthält,  die 
auf  keiner  der  beiden  ersten  Geraden  liegen.  So  erhalten  wir  ein 
WendepiinMsdreiseit,  von  dem  jede  Seite  drei  verschiedene,  also  die 
drei  Seiten  sämmtliche  neun  Wendepunkte  enthalten.  Solcher  Wende- 
punktsdreiseite giebt  es  vier,  und  sie  werden  erhalten;  indem  man  der 
Reihe  nach  mit  denjenigen  vier  Geraden  beginnt,  die  sich  in  einem 
Wendepunkte  treffen.  Bezeichnen  wir  die  drei  Wendepunkte  auf  der 
ersten  Geraden 

auf  der  zweiten 

«2        (^2        (^2  } 

so  liegen  die  drei  übrigen  Wendepunkte  auf  der  dritten 

ziehen  wir  jetzt  a\a\,  so  geht  diese  Verbindungslinie  durch  einen  der 
drei  letzten  Wendepunkte,  den  wir  mit  al  bezeichnen,  so  dass 

auf  einer  Geraden  liegen;  ziehen  wir  ferner  a\a\,  so  geht  diese  Ver- 
bindungslinie durch  einen  der  beiden  übrigen  Wendepunkte  auf  der 
dritten  Geraden;  bezeichnen  wir  denselben  mit  a\ ,  dann  kann  die 
Verbindungslinie  .a\a\  nur  noch  durch  al  gehen.  Jetzt  ziehen  wir 
a\a\,  welche  Gerade  durch  einen  der  drei  letzten  Wendepunkte  gehen 
muss;  dies  kann  aber  nur  a^  sein,  denn  wäre  es  einer  der  beiden* 
andern,  so  lägen  vier  Wendepunkte  in  einer  Geraden,  was  unmöglich 
ist;  fahren  wir  so  fort,  so  ergeben  sich  die  zwölf  Geraden,  auf  wel- 
chen die  neun  Wendepunkte  liegen,  folgendermassen: 
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Dies  sind  zugleich  die  zwölf  Geraden,  auf  denen  die  neun  Wende- 
punkte liegen  und  die  vier  Wendepunktsdreiseite,  deren  jedes  auf 
seinen  Seiten  sämnitliehe  neun  Wendepunkte  enthält. 

Diese  Lagenverhältnisse  führen  auf  den  Zusammenhang  der 
Wendepunkte  einer  Curve  3.  Ordnung  mit  äquianharmonischen  Syste- 
men und  geben  dadurch  Aufschluss  über  die  Realität  der  Wende- 
punkte. Denken  wir  uns  von  dem  ersten  der  vier  Wendepunktsdrei- 
seite die  Seite,  welche  die  drei  Wendepunkte  a\a]a]  und  die  beiden 
Ecken  Ä^^Ä^^  des  Dreiseits  enthält,  dessen  dritte  Ecke  A.^^  sei,  suc- 
cessive  von  den  Punkten  a],  a\,  a\  aus,  welche  auf  der  zweiten 
Dreiecksseite  liegen,  perspectiviseh  projicirt  auf  die  dritte  Dreiecksseite 
•^13-^23  7  so  erhalten  wir  nach  dem  obigen  Schema: 

von  a\   aus  die  Punkte:     aj  a'l  a\  Ä^.^  Ä^^  , 

-  «2         "  "  "  =         ^3     ^3     ^3     ^2  3     -^13    > 

-  «2          -  -  -  :         «3     «3     «3     J.2  3     ^13, 

und  hieraus  folgt,  dass  auf  der  Seite  ^23^13  ^^^  Wendepunktsdrei- 
seits  die  fünf  Punkte  a\alalA^._^A^^  ein  äquianharmonisches  System 
bilden,  von  dem  die  drei  Wendepunkte  die  cyklisch- vertauschbaren, 
die  beiden  Ecken  des  Dreiseits  die  Doppelelemente  sind.  Da  dies 
offenbar  für  jede  Seite  jedes  der  vier  Wendepunktsdreiseite  gilt,  so 
haben  wir  den  Satz: 

Auf  jeder  Seite  eines  WendepunJctsdreiseits  hilden  die  drei  Wende- 
piinMe  und  die  beiden  Ecken  des  Dreiseits  ein  äquianJiarmonisches  System, 
von  welchem  die  drei  Wendepunkte  die  cyklisch-vcrtausclibaren,  die  beiden 
Ecken  des  Dreiseits  die  Doppelelementc  sind. 

Um  nun  über  die  Realität  der  Wendepunkte  Aufschluss  zu  er- 
langen ist  die  genauere  Kenntniss  des  äquianharmonischen  Systems 
erforderlich,  wie  sie  S.  63  und  in  den  „Aufgaben  und  Sätzen"  zum  ersten 
Abschnitt  (Nr.  17)  angedeutet  ist.  Bemerken  wir  zunächst,  dass  einer 
der  Wendepunkte  noth wendig  reell  sein  muss,  weil  ihre  Anzahl  eine 
ungerade  ist,  und  sei  a\  dieser  reelle  Wendepunkt,  von  dem  wir  aus- 
gehen, dann  können  wir  uns  a\  als  den  Mittelpunkt  eines  Büschels 
von  fünf  äquianharmonischen  Strahlen  denken,  von  denen  einer  der 
Doppelstrahlen  eine  durch  a\  gehende  Wendepunktslinie,  die  cyklisch- 
vertauschbaren  die  drei  übrigen  Wendepunktslinien  durch  a\  sind  und 
der  zweite  Doppelstrahl  der  Verbindungsstrahl  von  a\  mit  der 
Gegenecke  des  Wendepunktsdreiseits  ist,  dessen  eine  Seite  der  erste 
Doppelstrahl    war.     Da    von    den    drei  cyklisch  -  vertauschbaren   Ele- 
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menten  eines  äquianharmonischen  Systems  noth  wendig  eines  reell  sein 
muss,  so  muss  wenigstens  eine  der  Wendepunktslinien  durch  a\  reell 
sein.  Diese  sei  ala^a^^,  wobei  die  Realität  der  Punkte  a^a^  noch 
dahingestellt  bleibt.  Wählen  wir  aber  diese  reelle  Gerade  als  eine 
Seite  eines  Wendepunktsdreiseits ,  so  tritt  sie  in  dem  von  o,\  aus- 
gehenden Büschel  als  ein  reeller  Doppelstrahl  des  von  a\  ausgehen- 
den äquianharmonischen  Systems  auf,  folglich  muss  auch  der  andere 
Doppelstrahl  a\Ä^.^  reell  sein  und  ausserdem  eines  der  drei  cyklisch- 
vertauschbaren  Elemente;  dies  sei  a\alal,  während  die  beiden  andern 
Strahlen  a\alal  und  a\alal  nothwendig  conjugirt -  imaginär  sein 
müssen;  also  von  den  vier  durch  einen  reellen  Wendepunld  gehenden 
Wendepunktslinien  müssen  zivei  reell  und  zwei  conjugirt-imaginär  sein. 

Da  der  imaginäre  Strahl  a\a\al  bereits  einen  reellen  Punkt  a\ 
enthält,  so  müssen  die  beiden  andern  a\  und  a\  conjugirt-imaginär 
sein;  ebenso  müssen  a\  und  a'l  conjugirt-imaginär  sein.  Wir  haben 
also  vier  imaginäre  Wendepunkte  a\ala\al]  fassen  wir  diese  als  die 
imaginären  Durchschnittspunkte  zweier  reellen  oder  imaginären  Kegel- 
schnitte auf,  welche  ein  Büschel  bestimmen,  so  muss,  wie  wir  aus  dem 
Früheren  (S.473)  wissen,  das  gemeinschaftliche  Tripel  desselben  reell  sein, 
d.  h.  die  drei  Diagonalpunkte  des  vollständigen  Vierecks,  dessen  Ecken 
die  vier  imaginären  Punkte  sind,  müssen  reell  sein,  und  von  den 
drei  Seitenpaaren  des  vollständigen  Vierecks  muss  eines  reell,  die 
beiden  andern  imaginär  sein.     Es  ist  also  der  Schnittpunkt: 

{alal,  alal)  =  A,^ 
reell  und  ebenso 

den  wir  mit  J,^^  bezeichnen  wollen;  der  dritte  Diagonalpunkt  ist 

(«2,«3;  «2^3)  =  «1  • 
Es  können  nun  zwei  Fälle  eintreten:  entweder  ist  das  erste 
Linienpaar,  dessen  reeller  Durchschnittspunkt  A.^^  ist,  reell,  dann 
muss  das  zweite  Linienpaar,  dessen  reeller  Durchschnittspunkt  A^^^  ist, 
conjugirt-imaginär  sein,  oder  umgekehrt.  Beide  Fälle  haben  aber 
hinsichtlich  der  Realität  der  Wendepunkte  denselben  Effect.  Ist  das 
erste  Linienpaar  reell,  so  sind  A^.^A^.^  reell,  folglich  a\a{  conjugirt- 
imaginär  und  a\a\  zwei  reelle  Wendepunkte,  als  die  Durchschnitts- 
punkfe  der  reellen  ©eraden  a\a\al  ^lit  den  beiden  Geraden  ^12 As 
oind  A^^A.^^.  Ist  dagegen  das  zweite  Linienpaar  reeil,  so  sind  umge- 
kehrt a\a\  reell  als  die  Durchschnittspunkte  desselben  mit  der  reellen 
Geraden  a\a\a\]  dagegen  ^^^3  und  A^.^A^^  conjugirt-imaginär,  und 
da  sie  bereits  einen  reellen  Punkt  A^^  haben,  so  müssen  ihre  übrigen 
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Punkte    imaginär    sein,    also    sind  a\    und   a\    conjugirt-imaginär.     In 
beiden  Fällen  haben  wir  also  dasselbe  Ergebniss: 

Von  den  neun  WendepimUen  einer  C^^^  sind  drei  in  gerader  Linie 
liegende  reell,  die  übrigen  sechs  paariveise  conjugirt-imaginär;  diese  sechs 
imaginären  Wendepunkte  liegen  m  je  dreien  auf  zwei  imaginären  Ge- 
rädert, deren  DiirchschnittspunM  (Äqq)  allemal  reell  ist.  Von  den  zwölf 
WendepunMslinicn  sind  vier  reell  und  acht  imaginär,  nämlich  reell:  die 
Gerade,  auf  ivelcher  die  drei  reellen  Wendepunkte  liegen,  und  die  drei 
Seiten  eines  der  vier  Wendepmiktsdreiseite  ( J.12  J-^g  ^.^3),  deren  jede  einen 
reellen  und  ziuei  conjugirt-imaginär e   WendepunMe  enthält. 

Die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Curven  0^^)  und  ^^^\  in  wel- 
chen sich  dieselben  berühren,  führen  in  derselben  Weise,  wie  zu 
den  Wendepunkten  der  Curve  C^^),  so  auch  zu  den  BücMiehrtangenten 
der  Curve  ^^'-^l  Wir  haben  oben  (Seite.  509)  bewiesen,  dass  alle 
Strahlenpaare,  welche  einen  beliebigen  Punkt  0  der  Trip'elcurve  mit 
Paaren  conjugirter  Punkte  P,  Q  verbinden,  ein  Strahlsystem  bilden, 
welches  dem  Punkte  (0)  zugehört.  Die  Asymptoten  dieses  Strahl- 
systems müssen  zwei  Tangenten  von  Ä'^^  sein,  welche  durch  0  gehen; 
die  dritte  wird  die  Verbindungslinie  des  Punktes  0  mit  seinem  conjugirten 
Punkte  sein;  diese  Verbindungslinie  und  die  Tangente  in  0  an  C^^^  werden 
ein  besonderes  Strahlenpaar  desselben  Strahlsystems  sein,  also  har- 
monisch getrennt  werden  durch  die  beiden  Asymptoten.  Die  Asym- 
ptoten des  Strahlsystems  wollen  Avir  zwei  conjugirte  Tangenten  der 
Curve  it^^)  nennen;  sie  besitzen  nämlich  die  Eigenschaft,  dass  ihre 
Berührungssehne  auch  eine  Tangente  von  St^^^  ist.  Sind  nämlich  P' Q' 
und  P"  Q"  die  Paare  conjugirter  Punkte,  welche  auf  den  Asymptoten 
des  Strahlsystems  (0)  liegen,  so  werden  die  Schnittpunkte  {P'  Q",  P"  Q') 
und  {P'P",  Q'Q")  ebenfalls  conjugirte  Punkte  des  C^^^i  sein,  und  ihre 
Verbindungslinie  geht  durch  die  beiden  vierten  harmonischen  Punkte 
auf  den  Strahlen  oP'Q'  und  oP"Q"\  da  diese  die  Berührungspunkte 
mit  ^(^'  sind,  so  ist  die  Berührungssehne  zweier  conjugirter  Tangenten 
von  ^(^^  selbst  eine  Tangente  von  S^^^^.  Ebenso  wie  die  Punkte  der 
Curve  C^^)  sich  in  Paare  conjugirter  Punkte  ordnen,  deren  Tangenten 
sich  auf  C^^)  selbst  schneiden,  ordnen  sich  auch  die  Tangenten  der 
Curve  Sl!'^'  in  Paare  conjugirter  Tangenten,  deren  Berührungssehne 
selbst  eine  dritte  Tangente  ist.  Wenn  nun  insbesondere  Pq  und  Q^  ein 
solches  Paar  conjugirter  Punkte  der  C^^^  mit  dem  gemeinschaftlichen 
Tangentialpunkta  Jiq  sind,  dass  die  Tangente  in  Q^  durch  Pq  geht,  dann 
fällt  auch  jB„  nach  P^,  und  P^  ist  ein  Wendepunkt  der  C^^^  und  die 
Tangente  in  ihm  eine  Wendetangente,  weil  sie  drei  zusammenfallende 
Punkte  der  Curve   enthält.     Wenn   andererseits   bei  zwei  conjugirten 
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Tangenten  der  ^^^)  die  Berührungsseline  mit  einer  derselben  zusammen- 
fällt, dann  ist  diese  eine  Rückkehrtangente  der  Sl*''^  und  ihr  Berüh- 
rungspunkt ein  Rückkehrpunkt,  weil  für  ihn  drei  Tangenten  der  St^^^ 
zusammenfallen.  Wenn  nun  Q^  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  der 
Curven  C^^'^  und  U^^^  ist  und  wir  ziehen  in  demselben  die  Tangente 
an  ^^^\  in  welche  von  den  drei  im  Allgemeinen  aus  Qq  an  ^'^^  zu 
legenden  Tangenten  zwei  hineinfallen;  so  giebt  es  nur  noch  eine  dritte 
Tangente  durch  Q^^  an  ^^^^5  diese  sei  X,,;  sie  enthält  ein  Paar  conju- 
girter  Punkte  F'Q',  und  der  vierte  harmonische,  zu  Q^^  zugeordnete  sei 
»•(),  ihr  Berührungspunkt  mit  £'<^\  Da  nun  ^^  ^'^^h  auf  6'^^^  liegt;  so 
wird,  wenn  Pq  sein  conjugirter  Punkt  ist,  Pq^o  ®"i®  Tangente  an 
Ä^^)  sein;  es  giebt  aber  nur  zwei  Tangenten  aus  (>„  an  ^(•''),  die  eine 
ist  %q;  sie  kann  Pq  nicht  enthalten,  denn  sonst  hätte  sie  vier  Punkte 
mit  C^^^  gemein,  was  unmöglich  ist.  Die  andere  ist  die  Tangente  in 
Qq  an  Ä^^^;  folglich  muss  diese  P^  enthalten;  da  ^0^0  die  Tangente 
an  'U^^^  in  Q^  ist,  so  erhalten  wir  ihren  dritten  Schnittpunkt  mit  C^^\ 
indem  wir  den  vierten  harmonischen  Punkt  aufsuchen,  der  dem  Be- 
rührungspunkt zugeordnet  ist.  Da  letzterer  aber  nach  Q^^  fällt,  so 
fällt  auch  der  vierte  harmonische  Punkt  in  Qq  hinein;  der  dritte  Schnitt- 
punkt von  PqQq  mit  C^^^  fällt  also  selbst  nach  Qq,  d.  h.  PqQq  berührt 
0*^)  in  Qq.  Die  Curven  C^^^  und  ^^^^  haben  also  in  Qq  dieselbe 
Tangente  QqPq,  wie  es  bereits  oben  gefunden  ist.  Da  aber  die 
Tangente  in  Qq  an  0^^)  durch  Pq  geht,  so  ist  Pq  ein  Wendepunkt  der 
C^^\  Da  ferner  die  Tangente  in  Qq  an  C-^^  und  der  Strahl  ^o-^o  ^^' 
sammenfalleu,  so  bilden  sie  eine  Asymptote  des  Strahlsystems,  wel- 
ches dem  Punkte  Qq  in  Bezug  auf  die  Curve  C^^^  zugehört;  die  andere 
Asymptote  ist  'Zq.  Diese  beiden  Asymptoten  sind  conjugirte  Tangenten 
der  Sl^^);  ihre  Berührungssehne  ist  QqTq,  d.  h.  %q  selbst,  folglich  ist 
%Q  eine  Rückkehrtangente  der  Ä^^'.  Wir  haben  also  folgendes  Re- 
sultat: 

Die  leiden  Curven  0^^^  und  5?'^'  hahm  in  ihren  gemeinschaftlichen 
Punkten  dieselben  Tangenten.  Eine  solche  Tangente  trifft  C^^^  nur  noch 
in  einem  dritten  PtmMe,  ivelcher  ein  Wendepunkt  der  C^^^  ist,  und  es 
lässt  sich  aus  jenen  gemeinschaftlichen  Berührungspunkten  heider  Curven 
nur  noch  je  eine  dritte  Tangente  an  ^^^^  legen,  welche  eine  Bückkehr- 
tangente  derselben  ist. 

Wir  brechen  hier  die  allgemeine  Betrachtung  des  Kegelschnitt- 
netzes ab,  da  eine  weitere  Ausführung  die  dem  Buche  gesteckten 
Grenzen  überschreiten  und  zu  einer  Theorie  der  Curven  dritten  Grades 
führen  würde,  hinsichtlich  deren  wir  auf  L.  Cremonas  Introduzione 
ad   una  teoria   geometrica  delle   curve    piane,    Bologna  1862  und  auf 
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die  neuerdings  publicirte  Schrift  von  H.  JDurege:  Die  ebenen  Curven 
dritter  Ordnung,  Leipzig  1871,  verweisen,  wo  auch  die  den  Gegen- 
stand betreffende  Literatur  in  vollständigster  Weise  angeführt  ist. 
Wir  wollen  nur  noch  auf  einen  besonderen  Fall  des  Kegelschnittnetzes 
hinweisen,  welcher  zu  vielen  Beziehungen  zwischen  Kegelschnitten 
und,  noch  weiter  specialisirt,  zu  bekannten  Resultaten  aus  der  Kreis- 
theorie führt.  Wenn  nämlich  die  drei  zur  Bestimmung  des  Netzes 
erforderlichen  Kegelschnitte  ABC  die  besondere  Lage  haben,  dass 
zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Punkte  ihnen  gemeinschaftlich  sind,  d.  h. 
wenn  eine  gemeinschaftliche  Secante  aller  drei  Kegelschnitte  existirt,  dann 
muss  die  Tripelcurve  zerfallen  in  diese  Gerade  und  einen  Kegelschnitt; 
denn  da  der  gemeinschaftlichen  Secante  dasselbe  Punktsystem  rück- 
sichtlich aller  drei  Kegelschnitte  zugehört,  so  ist  jedes  Paar  conju- 
girter  Punkte  desselben  ein  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q  der  Tripel- 
curve; dieser  gehört  also  die  ganze  Gerade  an,  und  der  übrige  Theil 
kann  nur  noch  ein  Kegelschnitt  sein;  letzterer  geht  auch  durch  die 
beiden  gemeinschaftlichen  Punkte  der  drei  Kegelschnitte  ABC,  d.  h. 
hat  dasselbe  Punktsystem  auf  der  gemeinschaftlichen  Secante  von 
ABC  zu  seinem  zugehörigen,  weil  die  Asymptotenpunkte  desselben 
als  ein  besonderes  zusammenfallendes  Paar  conjugirter  Punkte  P,  Q 
der  Tripelcurve  anzusehen,  also  die  beiden  Doppelpunkte  derselben 
sind.  Jeder  dieser  Punkte  ist  zugleich  als  ein  Theil  der  Curve  dritter 
Klasse  ^^^^  anzusehen,  welche  von  allen  Verbindungsstrahlen  PQ  um- 
hüllt wird.  Diese  Curve  zerfällt  daher  in  drei  Punkte;  der  dritte 
Punkt  ist  der  Schnittpunkt  derjenigen  drei  gemeinschaftlichen  Secan- 
ten  der  Kegelschnittpaare  B,  C;  C,  A-  A,  B,  welche  den  übrigen 
Theil  des  Linienpaares  im  Büschel  bilden,  zu  dem  die  eine  ge- 
meinschaftliche Secante  aller  drei  Kegelschnitte  ABC  gehört  (S.  239). 
Die  Verbindungslinien  aller  Paare  conjugirter  Punkte  PQ  auf  dem 
Kegelschnitt,  welcher  von  der  Tripelcurve  übrig  bleibt,  laufen  daher 
sämmtlich  durch  einen  Punkt.  Wir  können  also  folgenden  Satz  aus- 
sprechen : 

Wenn  drei  Kegelschnitte  ABC  eine  (reelle  oder  ideelle)  gemeinschaft- 
liche Secante  s  haben,  so  haben  je  zwei  derselben  B  und  C,  C  und  A, 
A  und  B  noch  eine  gemeinschaftliche  Secante  tt't" ,  den  übrigen  Theil 
des  Linienpaares,  welches  in  je  einem  der  drei  Büschel  {B,  C)  (C,  A) 
(A,  B)  vorkommt,  und  von  welchem  s  ein  Theil  ist.  Die  drei  Geraden 
tt't"  scJmeiden  sich  in  einem  Punhte  0.  Von  den  drei  gemeinscJiaftlichen 
Tripeln  der  drei  Büschel  liegen  drei  Eclipunhte  auf  s,  die  sechs  übrigen 
auf  einem  Kegelschnitt  k^'^\  welcher  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  von 
jedem   PunMe   P  desselhen  die   drei   Polaren   in  Bezug   auf  ABC  sich 
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ivicder  in  einem  Funkte  Q  dieses  Kegelschnitts  ^'^^  treffen;  die  Ver- 
bindtmgslinie  PQ  läuft  durch  den  festen  PunM  0,  der  migleieh  der  Pol 
der  Geraden  s  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ^^^^  ist. 

Zu  ganz  bekannten  Resultaten  werden  wir  geführt  durch  weitere 
Specialisirung  der  allgemeinen  Betrachtung;  nehmen  wir  nämlich  ins- 
besondere für  die  drei  beliebig  zu  wählenden  Kegelschnitte  ABC  drei 
Kreise  an,  so  haben  dieselben  die  unendlich-entfernte  Gerade  zu  einer 
gemeinschaftlichen  (ideellen)  Secante  s;  der  Punkt  0  wird  der  Punkt 
der  gleichen  Potenzen  der  drei  Kreise  ABC,  der  Kegelschnitt  St^^^  der 
die  drei  angenommenen  Kreise  rechtwinklig  schneidende  Kreis  und  0 
sein  Mittelpunkt.  Das  Kegelschnittnetz  besteht  in  diesem  Falle  aus 
lauter  Kreisen,  was  mit  dem  oben  gefundenen  Resultat,  dass  in  dem 
allgemeinen  Kegelschnittnetz  nur  ein  Kreis  vorkommt,  in  keinem 
Widerspruch  steht. 

Die  Durchführung  der  polar -gegenüberstehenden  Betrachtung, 
welche,  gleichfalls  von  drei  beliebigen  Kegelschnitten  ABC  ausgehend, 
die  drei  Schaaren  (J?,  C)  (C,  A)  (^A,  B)  und  die  durch  sie  bestimmte 
Tripelcurve  dritter  Klasse  ins  Auge  fasst,  darf  dem  Leser  überlassen 
bleiben,  da  sie  in  allen  wesentlichen  Punkten  der  in  diesem  Para- 
graphen durchgeführten  Untersuchung  nachgebildet  werden  kann. 
Diese  besondere  Betrachtung  ist  aber  überflüssig,  Aveil  sie  schon  von 
selbst  in  die  vorige  sich  hineinverwebt.  Die  dort  auftretende  Curve  ^^^'^ 
ist  selbst  Tripelstrahlencurve  für  ein  Kegelschnitt-Gewebe,  welches  mit 
dem  ursprünglichen  Kegelschnittnetze  in  nächstem  Zusammenhang  steht, 
so  dass  also  die  beiden  polar-gegenüberstehenden  Figuren  mit  einander 
vereinigt  auftreten.  Wir  müssen  aber  hinsichtlich  der  weiteren  Aus- 
führung dieser  Untersuchung  auf  die  schon  oben  angeführten  Ab- 
handlungen in  den  Mathematischen  Annalen  Bd.  V  und  VI  verweisen. 

Wenn  wir  die  Betrachtung  des  Kegelschnittnetzes,  welche  von 
drei  beliebig  in  der  Ebene  gegebenen  Kegelschnitten  ausging,  in  der 
Weise  fortführen,  dass  wir  vier  beliebige  Kegelschnitte  Kf^K[pKf''Kf\ 
die  nicht  demselben  Netze  angehören,  annehmen,  so  lässt  sich  auch 
dann  noch  nach  solchen  Punkten  P fragen,  deren  vier  Polaren  in  Bezug  auf 
Kf^Kf>Kf^Kf^  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  Q  schneiden? 
Construirt  man  die  Tripelcurve  Cf^.^  für  das  durch  die  Kegelschnitte 
Kf'Kf'^Kip  bestimmte  Netz  und  die  Tripelcurve  Cfl^  für  die  Kegel- 
schnitte Kf^K'f'Kf^,  so  müssen  wegen  der  Eigenschaft  der  Tripel- 
curve die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Curve  Cfl.^^  und  Cfl^  die 
verlangte  Eigenschaft  besitzen.  Diese  beiden  Curven  haben  aber  das 
gemeinschaftliche  Tripel  der  Kegelschnitte  Kf'^  und  jK".^^'  gemein,  und 
diese    drei  Punkte  besitzen   offenbar  nicht  diese  Eigenschaft,  folglich 
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bleiben  im  Allgemeinen  nur  noch  sechs  Punkte  übrig,  die  der  gestell- 
ten Forderung  genügen.  Diese  zerfallen  offenbar  in  drei  Paare  con- 
jugirter  Punkte,  denn  sobald  P  die  Beschaffenheit  hat,  dass  seine 
Polaren  in  Bezug  auf  Kf^Kf'^Kf'iKf^  sich  in  Q  treff"en,  wird  auch  Q 
dieselbe  haben,  also  wenn  P  zu  jenen  sechs  Schnittpunkten  gehört, 
muss  auch  Q  dazu  gehören;  gehört  ferner  P^  dazu,  so  gehört  auch 
sein  conjugirter  Punkt  Q^  dazu;  sind  aber  diese  beiden  Paare  bekannt, 
so  erhalten  wir  durch  die  Verbindung  derselben: 

{PPi,QQi)  =  P2    und    {PQ,,QP,)  =  Q, 

ein  drittes  Paar,  welches  ebenfalls  zu  jenen  sechs  Durchschnitts] )unkten 
gehören  muss;  da  es  aber  nur  sechs  giebt,   so  erhalten  wir  den  Satz: 

Hat  man  irgend  vier  Kegelschnitte  Kf^K'pKipKf^,  die  nicht  dem- 
selben Netze  angehören ,  und  construirt  zu  je  dreien  derselben  die  zugehörigen 
Tripelcurven  C[^^^Cfl^Cfl^Cfl^,  so  laufen  diese  vier  Curvcn  dritten 
Grades  durch  dieselben  sechs  PunJde,  ivelche  zu  je  dreien  auf  vier  geraden 
Linien  liegen  und  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  bilden, 
desseti  drei  Paar  Gegenecken  gleichzeitig  drei  Paare  conjugirter  Punkte  in 
Bezug  auf  alle  vier  gegebenen  Kegelschnitte  sind. 

Die  sechs  Durchschnittspunkte  dieser  vier  Tripelcurven  oder  das 
vollständige  Vierseit,  als  dessen  drei  Paar  Gegenecken  dieselben  auf- 
treten, lassen  sich  sehr  einfach  vermittelst  der  gegebenen  vier  Kegel- 
schnitte K'f>K[pKpKp  construiren,  wenn  man  die  oben  bewiesene 
Eigenschaft  der  Tripelcurve  zu  Hülfe  nimmt  (Seite  512),  wonach  die 
acht  Seiten  zweier  der  Tripelcurve  einbeschriebenen  vollständigen 
Vierseite,  für  welche  jedes  Paar  Gegenecken  ein  Paar  conjugirter 
Punkte  der  Tripelcurve  ist,  allemal  einen  und  denselben  Kegelschnitt 
berühren*).  Durch  die  drei  Kegelschnitte  Kf'^K^'^Kf^  werde  die 
Tripelcurve  Cfl^  und  durch  die  drei  Kegelschnitte  Kf^'Kf^Kf'  die 
Tripelcurve  Cfl^  bestimmt.  Die  beiden  Tripelcurven  haben  offenbar 
als  gemeinschaftliche  Punkte  das  gemeinsame  Tripel  der  beiden  Kegel- 
schnitte Kf^  und  Ä"^^),  welches  wir  QQ^Ocj  bezeichnen  wollen;  die 
übrigen  sechs  gemeinschaftlichen  Punkte  bilden  als  drei  Paar  Gegen- 
ecken das  gesuchte  Vierseit  und  liegen,  wenn  wir  sie  mit  PQ,  P^Qi 
P2Q2  bezeichnen,  derart,  dass 

(PP,,QQ,)  =  P2     und     {P(A,QPi)-<^2 
wird.     Bezeichnen  wir  die  zu   den  Punkten   des  Tripels  DQ1O2  con- 


*)  Vergl.  SiehecJc:  De  triangulo,  cujus  latera  continent  polos  respectu  quatuor 
sectionura  conicarum  conjugatos,  Annali  di  Matematica  da  F.  Brioschi  e  L.  Cremona. 
Ser.  II,  Tom.  IL  p.  65. 
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jugirten  Punkte  der  Tripeleurve  Cp,'^  durch  ^^1^2  "^i^  ^^i®  ^^^^  Tri])el- 
eurve  C[^^^  durch  ^'^'1^2,  so  liegen  bekanntlich  sowohl  ^^^^^2;  ^^'^ 
auch  ^'^j^2  auf  je  einer  Geraden.  Nach  dem  oben  angezogenen 
Satze  müssen  nun  sowohl  die  acht  Seiten  der  beiden  Vierseite, 
deren  Gegenecken  FQP^Q^P^Q.^  und  ^O^i£li^2^2  sind,  als  auch 
die  acht  Seiten  der  beiden  Vierseite,  deren  Gegenecken  PQP^Q^P^Qi 
und  ^'0^^'jOi^'2  02  sind,  je  einen  Kegelschnitt  berühren.  Es  leuchtet 
aber  ein,  dass  diese  beiden  Kegelschnitte  identisch  sind,  denn  beide  be- 
rühren die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  QQiQ^^  und  QQiD^,  wodurch 
jeder  Kegelschnitt  schon  mehr  als  bestimmt  ist.  Nennen  wir  diesen 
Kegelschnitt  ^^^\  so  können  wir  ihn  dadurch  ermittelt  denken,  dass 
wir  die  Seiten  des  gemeinsamen  Tripels  der  beiden  Kegelschnitte  iTj^^ 
und  Kf^  und  ausserdem  die  beiden  Geraden,  in  welchen  ^^1^2  ^'^^^ 
^"5ß'^^2  liegen,  als  fünf  Tangenten  zur  Bestimmung  von  Sl^^^  auf- 
fassen. 

Gehen  wir  in  gleicher  Weise  von  den  beiden  Kegelschnitten  Kf^ 
und  Kf^  aus,  ermitteln  das  gemeinschaftliche  Tripel  derselben  und 
die  beiden  Geraden,  welche  die  eonjugirten  Punkte  dieses  Tripels  auf 
den  beiden  Tripelcurven  Cf^^  und  Cf\^  enthalten,  so  bestimmen  diese 
fünf  Geraden  als  Tangenten  einen  neuen  Kegelschnitt  ^p\  Die  beiden 
gefundenen  Kegelschnitte  ^^^'^  und  ^f^  haben  im  Allgemeinen  vier 
gemeinschaftliche  Tangenten,  welche  ein  vollständiges  Vierseit  bilden, 
und  die  drei  Paar  Gegenecken  desselben  sind  die  gesuchten  sechs 
gemeinschaftlichen  Punkte  aller  vier  Tripelcurven. 

Aus  der  bekannten  Eigenschaft  des  einer  Tripeleurve  einbeschrie- 
benen vollständigen  Vierseits,  dessen  drei  Paar  Gegenecken  Paare  cpn- 
jugirter  Punkte  ^der  Tripeleurve  sind,  ergiebt  sich  nunmehr  folgende 
Construction  der  gesuchten  sechs  Durchschnittspunkte: 

3Ian  ermittele  das  gemeinschaftliche  Tripel  der  beiden  Kegelschnitte 
K^^^  und  K[^'^;  die  Polaren  der  Ecken  dieses  Dreiecks  in  Beziig  auf  den 
dritten  Kegelschnitt  Kf^  treffen  die  Gegenseiten  desselben  in  drei  Punkten 
einer  Geraden  2;  die  Polaren  der  Ecken  desselben  Dreiecks  in  Bemg  auf 
den  vierten  Kegelschnitt  Kf^  treffen  die  Gegenseiten  desselben  in  drei 
Punkten  einer  Geraden  S'.  Man  beschreibe  einen  Kegelschnitt  ^'2>,  tvel- 
cher  die  Seiten  des  ersten  Tripeldreiecks  und  die  beiden  Geraden  2  und 
2'  berührt,  ivodurch  dieser  gerade  bestimmt  wird.  In  gleiclier  Weise  er- 
mittele man  zweitens  das  gemeinschaftliche  Tripel  der  beiden  Kegelschnitte 
K^P  und  Kp;  die  Polaren  der  Ecken  desselben  in  Bezug  auf  Kf^  treffen 
die  Gegenseiten  in  drei  Punkten  einer  Geraden  2^;  die  Polaren  der  Ecken 
in  Bezug  auf  Kf^  treffen  die  Gegenseiten  in  drei  Punkten  einer  Geraden 
Sj.     Man   beschreibe   einen   Kegelschnitt   Uf^,   ivelchcr   die  Seiten  dieses 
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ziveiten  Tripeldreiccks  und  die  heideyi  Geraden  ^^  und  S'j  berührt,  ivo- 
dnrcJi  dieser  ebenfalls  vollständig  bestimmt  ist.  Die  beiden  Kegelschnitte 
^(2)  und  Äp>  haben  im  Allgemeinen  vier  genieinschaftlicJie  Tangenten,  die 
ein  vollständiges  Vierseit  bilden.  Die  drei  Paar  GegenecJcen  sind  die  ge- 
suchten sechs  DurchschnittspunJcte  PQP^Q^^P^Q^  der  vier  Tripelcurven 
C(3)  (7(3)  cm  (7(3) 

Durch  andere  Combination  der  gegebenen  vier  Kegelschnitte  kann 
man  anstatt  t^^)  ^-^^  ^p)  andere  Kegelschnitte  erhalten;  für  alle 
möglichen  sechs  Verbindungen  erhält  man  im  Ganzen  sechs  solche 
Kegelschnitte ,  welche  nothwendig  einer  und  derselben  Schaar  von  vier 
gemeinschaftlichen  Tangenten  angehören.  Zu  dieser  Schaar  gelangt 
man  von  allgemeinerem  Gesichtspunkte  aus  folgendermassen : 

Wenn  man  ein  Kegelschnittnetz  hat  und  auf  der  durch  dasselbe 
hervorgerufenen  Tripelcurve  irgend  ein  Tripel  QQ^Qo  nimmt,  so  liegen 
die  drei  conjugirten  Punkte  PP^P.^  bekanntlich  auf  einer  Geraden,  und 
man  kann  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  herstellen,  welche  diese 
Gerade  und  die  Seiten  des  ersten  Tripels  berührt.  Solcher  Kegel- 
schnittschaaren  enthält  man  unendlich-viele,  wenn  man  das  erste 
Tripel  QQ^Q^  auf  der  Tripelcurve  verändert;  alle  Kegelschnitte  dieser 
sämmtlichen  Schaaren  bilden  ein  Kegelschnitt-Gewebe,  ein  Gebilde  von 
gleicher  Mächtigkeit  mit  dem  Kegelschnittnetz  und  nach  dem  Princip 
der  Polarität  aus  diesem  hervorgegangen.  Irgend  zwei  Schaaren  des 
Gcivebes  haben  allemal  einen  Kegelschnitt  gemeinschaftlieh,  und  das  Gewebe 
ist  daher  durch  drei  seiner  Kegelschnitte,  welche  nicht  derselben 
Schaar  angehören,  vollständig  bestimmt,  indem  mau  aus  der  Verbin- 
dung je  zweier  immer  neue  Schaaren  des  Gewebes  bildet.  Alle  Kegel- 
schnitte des  Gewebes,  welche  in  Punktpaare  zerfallen,^  liefern  als  Ver- 
bindungslinien derselben  diejenigen  Geraden,  welche  die  Curve  ^^^^ 
umhüllen,  und  die  Punktpaare  selbst  erfüllen  die  Tripelcurve  C'^\  Das 
Kegelschnitt-Gewebe  steht  daher  mit  dem  zu  ihm  gehörigen  Kegel- 
schnittnetz in  innigstem  Zusammenhange,  und  die  Kegelschnitte  des 
Gewebes  können  aus  denen  des  Netzes,  wie  auch  umgekehrt,  unmittel- 
bar abgeleitet  werden. 

Gehen  wir  nun  von  vier  Kegelschnitten  aus,  so  bestimmen  die- 
selben zu  je  dreien  verbunden  vier  Kegelschnittnetze,  zu  deren  jedem 
ein  bestimmtes  Gewebe  gehört.  Biese  vier  Gewebe  haben  eine  Kegel- 
schnittschaar  gemeinschaftlich,  welche  mit  der  oben  ermittelten  zusammen- 
fällt. Wir  können  aber  noch  unendlich -viele  andere  Kegelschnitt- 
Netze  und  zugehörige  Gewebe  bilden,  indem  wir  aus  jenen  ersten 
vier  Netzen  irgend  drei  Kegelschnitte  herausnehmen,  welche  nicht 
demselben  Netze  augehören,  und   sie  zur  Bildung  eines  neuen  Netzes 


Das  Involutions-Netz  (Polarsystem)  und  das  Kegelschnitt-Netz.    §.  63.     535 

verwenden.  Die  Tripelcurven  für  alle  diese  Netze  laufen  durch  die- 
selben sechs  oben  ermittelten  Punkte,  und  die  sämmtlichen  zugehörigen 
Kegelschnittgewebe  haben  eine  Schaar  gemeinschaftlich.  Nehmen  wir 
zu  den  vier  gegebenen  Kegelschnitten  KfUOpKf^K^P  noch  einen  fünften 
K[p  hinzu,  so  erhalten  wir  zunächst  fünf  solcher  Kegelschnittschaaren, 
wie  oben,  indem  wir  die  fünf  gegebenen  Kegelschnitte  in  Gruppen  zu 
vieren  zusammenfassen.  Diese  fünf  Schaaren  müssen  aber  einen  Kegel- 
schnitt gemeinschaftlich  haben,  der  dann  auch  gleichzeitig  allen  mög- 
lichen Geweben  gemeinschaftlich  ist,  welche  vermittelst  der  gegebenen 
fünf  Kegelschnitte  sich  herstellen  lassen. 
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Verbesserungen: 

S.     23  Z.  14  V.  11.  lies:  (ßßi,  yy,)  anstatt  {ßy,  ß,  yj. 

S.     83    ,,      2  V.  u.   soll  es  lieissen:   „In   diesem  Falle  müssen  ^^■,    rell  sein.     Wie 

constniirt  mau  diese  reellen  Punkte?" 

S.  137    „    19  V.  0.:    Die    Worte   „auf  der"   sind  an  den  Anfang  anstatt  ans  Ende 

dieser  Zeile  zu  setzen. 

S.  154    „    10  V.  u.  lies:  K  anstatt  /f,. 

S.  225.     In  der  Ueberschrift  lies:  „Dritter"  anstatt  „Zweiter". 

S.  248  Z.  12  V.  u.  lies:  „von"  anstatt  „von  von". 

S.  295    „    21  v.  o.  lies:  „Durchmesser"  anstatt  „Duchmesser". 

S.  354    „    18  v.  u.  lies:  „gemischte"  anstatt  „gemischhte". 

S.  404    „    12  V.  0.  lies:    „&  und  y"  anstatt  yb. 

S.  414    „    15  v.  0.  lies:    JB\   anstatt  B^. 

S.  451    „      8  V.  0.  lies:    „Quadrate  des  Halbmessers"  anstatt  „Halbmesser". 

S.  467    „    18  V.  0.  lies:    t'J'  anstatt  t^. 

S.  475    „      7  v.  u.  lies:    9Ji(2)   anstatt  Tl. 

S.  515    „      3  v.  u.  lies:    „Tripelcnrve"  anstatt  „Tripelcure". 

S.  528    „    14  V.  u,  lies:  „der"  anstatt  „des". 


RETURN    As.ronomy/Math.matKs/S.a»istics/Compu.T  Science  Libcory 

TQ— #-  1  00  Evansüall p- ^^^'^^^■- 


LOAN  PERIOD  1 


1 MONTH 


ALL  BOOKS  MAY  BE  RECALLED  AFTER  7  DAYS 


DUE  AS  STAMPEDBELOW 


FORM  NO.  DD3 


UNIVERSITY  OF  CALIFORNIA,  BERKELEY 
BERKELEY,  CA  94720 


®s 


.<1 


5  7^/ 

GENERAL  LIBRARY  -  U.C.  BERKELEY      /  ^  ^^ 


lATH/STAT. 


ßüOQbtllOB 


/ 


